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PROLOGO 


Este libro está escrito sin ninguna pretensión de originalidad. 
Su fin es reflejar, en una exposición sistemática, el curso de álgebra 
c<coniormado y leído, en los últimos años, a los estudiantes de la 
facultad mecánico-matemática en la Universidad de Moscú. La 
evolución, completamente natural, de los programas estándares, 
llevó a la necesidad de modernizar, aunque sea parcialmente, la 
literatura de estudio sobre el álgebra. 

Lamentablemente, ol hilo vivo de las lecciones, al exponerse 
por escrito, se cubrió de tantos detalles y se deformó de tal modo que, 
involuntariamente, se recuerda una manifestación irónica de Ber- 
nard Shaw: «El manual se puede definir como un libro, inservible 
para la lectura. El hecho de que yo haya resultado un hombre total- 
mente sin estudio, se Jo debo a que nunca pude leer libros de texto, 
y el tiempo que debiera haber empleado en leer manuales, lo gasté 
en la lectura de libros auténticos, escritos por personas que real- 
mente saben escribir, lo que jamás ocurre con log autores de manua- 
les» (1933, de una conferencia dada en Hong Kong). Es un débil 
consuelo, el hecho de que B. Shaw, que pensaba con categorías 
sumaniente paradójicas, no se refería a las matemáticas. 

- Formalmente, el lihro está dividido en dos partes, las cuales, 
en una primera aproximación, responden a los cursos de álgebra, 
dictados respoctivamente en el primer y tercer semestres. En la 
parte II, se supone que el lector conoce suficientemente la teoría 
de espacios vectoriales abstractos y de operadores lineales, cuyo 
material se estudia en el curso de álgebra lineal y geometría, corres- 
pondiente al segundo semestre. Por otra parte, los espacios aritmé- 
ticos lineales de vectores-filas se exponen en el capítulo 2, una serie 
de conceptos del álgebra lineal se definen a medida que se avanza 
en el texto, y un pequeño complemento contiene la teoría geomé- 
trica de la reducción de matrices a la forma normal de Jordán. De 
este modo, el libro se puede estudiar, independientemente de otras 
fuentes. 

Los ejercicios que se encuentran al final de la mayoría de los 
parágrafos, juegan un importante papel. Existiendo excelentes 
libros sobre problemas y ejercicios de álgebra*), sería insensato 
poner acento en los cálculos numéricos, por eso, los ejercicos tie- 
nen, preferentemente, carácter teórico y sirven para desarrollar el 


+] La editorinl «Mir» publicó, en 1976, uno de estos libros en español: 
«Problemas de álgebra superior» de D. Faddiéev e I. Sominski. (N. del T.) 
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tema principal. En muchos casos, sobre ellos hay referencias en el 
texto básico, pero, pese a todo, los ejercicios están provistos de 
indicaciones detalladas para resolverlos. Se recomienda recurrir 
lo menos posible a estas indicaciones, y en todo caso, después de 
insistentes pruebas para resolverlos por cuenta propía. 

Probablemente, resulte difícil que una cantidad tan modesta de 
horas lectivas, sea suficiente para abarcar el contenido de todo el 
libro. Esto, especialmente se refiere a la parte 11, cuyo material, 
por su carácter, no puede considerarse tradicional. Este material 
proporciona suficiente pábulo a la intuición, pero, algunas «exqui- 
siteces» (como, por ejemplo, el teorema de Silov, invariantes de 
los grupos lineales, las representaciones de un grupo de rotaciones, 
o de álgebras no asociativas) están conscientemente dirigidas a los 
aficionados, como base para ejercicios complementarios. 

Por lo visto, una vez estudiado el capítulo 7, bastante difícil, 
hay que orientarse bien sea hacia los elementos de la teoría de repre- 
sentaciones (capítulo 8), o hacia la teoría general de anillos, módulos 
y campos, parcialmente tratada en el capítulo 9 (no nos fue posible 
profundizar en cuestiones estructurales). La primera variante parece 
preferible, no sólo por su orientación geométrica y su proximidad 
al curso del segundo semestre, sino también, porque el conocimiento 
de los principales hechos sobre la teoría de representaciones es muy 
útil a los matemáticos que, no necesariamente, se especializan en 
álgebra. Sería sumamente deseable que la idea sobre representacio- 
nes de grupos, expresada en el libro mediante un material concreto 
muy limitado, se consolide con un curso especial de mayor contenido. 
Como ejemplos de temas aproximados, se pueden citar la teoría de 
Galois; los grupos engendrados por aplicaciones, incluidos los grupos 
cristalográficos; las representaciones de los grupos compactos, etc. 
Por otro lado, el capítulo 9, debido a su orientación teórico-numé.- 
cica, responde, en mayor medida, a los planes de ostudios existentes. 
Cualquiera sea la variante que se elija, pondrá los Inndamentos para 
seguir estudiando álgebra*). 

Aquí hay que advertir con precisión una circunstancia no tan 
evidente para el estudiante de primer curso. El curso de álgebra 
superior pese a su nombre, de ningún modo refleja la diversidad 
del álgebra moderna. Precisamente a eso debe su nombre el libro: 
introducción al álgebra. Un objetivo más de esta introducción, 
consiste en suministrar conceptos y resultados necezarios para otros 
cursos de matemáticas. Sólo se comprende cuan importante es el 
estudio del lenguaje algebraico, cuando se intenta prescindir de él 
al estudiar particularmente matemáticas. 

Pese a su carácter elemental, el curso tradicional de álgebra, 
presenta determinadas dificultades para asimilarlo, debido al aspecto 


*) Una pequeña lista de literatura complementaria que no pretende ser 
completa, se da al principio de cada una de las partes del libro. 
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formal en el razonamiento, que él impone. El autor tuvo constante- 
mente esto en cuenta, tratando de subrayar los vínculos existentes 
entre el álgebra y otras ramas de las matemáticas. Debemos lamentar, 
el haber dejado fuera do los límites de este libro elementos sobre 
la teoría de categorías y de sistemas parcialmente ordenados. Pero, 
nos paroció totalmente irrazonable transformar el curso introductorio 
en un conglomerado de conceptos abstractos, provistos de antemano 
sin saber para que, mermando así el interés hacia el objeto de estudio, 
debido a su exposición superficial. 

Muchas de las variantes ideadas para un curso obligatorio de 
álgebra, Jimitado y orientado por e) proyrama estándar «se ensayaron» 
en la facultad mecánico-matemática de la Universidad de Moscú 
Lomonósov. Cabe esperar, que esta obra en forma de libro, de una 
de Jas últimas variantes del curso, resulte útil para estudiantes, 
graduados y profesores de otros institutos de enseñanza superior, 
así como para «quellas personas que se inician, por su cuenta. en el 
estudio del álgebra. Por supuesto, el orden y la plenitud expositiva 
del material] dol libro en las lecciones del curso, dependerán consi- 
derablemente de la situación concreta y de las tradiciones en la 
enseñanza. 

El autor expresa su profunda gralitud al experto colextivo de 
docentes de la cátedra de álgebra superior de la Universidad de 
Moscú, y también a quienes proporcionaron útiles consejos sobre la 
exposición del curso. odas las ulteriores proposiciones constructi- 
vas, así corno informaciones y observaciones de errores u omisiones, 
se recibirán con gran reconocimiento. 


A. Kostrikin 


AL LECTOR 


De acuerdo al plan genera), expuesto en el prólogo, el esquema 
de la dependencia de los capítulos tiene la siguiente forma: 


(la flecha punteada muestra una dependencia débil). Se comprende 
que al lector experimentado (digamos, docente o estudiante de 
segundo curso) no le será difícil comenzar la lectura, prácticamente 
desde cualquier lugar, naturalmente, si está dispueslo a dirigirse, 
de tiempo en tiempo, a las definiciones en parágrafos y capítulos 
anteriores. No todos los nuevos conceptos se introducen en log párra- 
fos que comienzan con la palabra «definición». Un indice detallado 
y el índice de materias ayudan a encontrar el lugar necesario en 
el libro. 

Cada capítulo está dividido en varios parágralos, y cada pará- 

graío en varios puntos, con sus propios títulos. Dentro del pará- 
grafo los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, tienen su 
numeración propia: teorema 1, teorema 2, .. .; lema 1, lema 2, 
Con esta numeración primitiva, pero muy ovidente y económica, 
cuando se hacen citas sobre afirmaciones de olro parágrafo, se pre- 
cisa escribir teorema i del $ j, o incluso teorema i del $ j del cap. k, 
sin embargo, esto no crea incomodidades. 

El final de una demostración (o en su ausencia) so anota con el 
signo [P. 

Para abreviar, se usan símbolos lógicos elementales. El signo 
de implicación => en la escritura A => 8 tiene la sencilla carga 
significativa, que «4 trae consigo a B», o quo «de A sigue 3», al 
mismo tiempo, que «A -—= FB» significa la equivalencia de las enun- 
ciaciones A y B (... si, y sólo si, ...). El cuanlificador universal Y 


reemplaza la expresión «para todo». Las restantes designaciones son 
comprensibles del contexto. 
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Abajo se escribe la totalidad del alfabeto griego, con indicación 
de las pronunciaciones de las letras. La confusión que a veces se 
observa aquí es lamentable, por cuanto las letras del alfabeto griego 
son muy empleadas en matemáticas. 


ALFABETO GRIEGO 


Aa BB Ty A6 Ee ZÉ 
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta 
Hn 609 Ti Kx A) Mu 
Eta Theta Jota Kappa Lambda My 
Nv 88 Oo Ma Po 20 
Ny  —Xi Omicron Pi Rho Sigma 
Tr 9 Do Xy Yy Quo 


Tau  Ipsilon Fi Ji Psi Omega 


«El álgebra es generosa, frecuentemente 
da más de lo que lo pideno 
(0 Alembert) 


Parte 1 
FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA 


Esta parte se puede considerar álgebra on miniatura. Los con- 
ceptos fundamentales de grupo, anillo, campo, a los que el estudiante 
novel no está acostumbrado, se introducen, en ln medida de lo 
posible, informalmente y en dosis mínimas, pese a lo cual, el número 
de conceptos derivados resulta bastante grande. No es necesario 
memorizarlos: resultarán habituales cuando el estudiante, por su 
propia cuenta, trabaje sobre los problemas y ejercicios. Para como- 
didad, se destacan algunos de los sistemas algebraicos más usados 
(los grupos (Z +), S,An, GL (2), SL (n); anillo de los polinomios; 
campos A, R, € y Zp), que sirven, además, para mostrar el 
lenguaje del álgebra. Por tradición y por consideraciones de suce- 
sión entre la escuela y la universidad, inicialmente se expone la 
técnica de matrices y determinantes, empleada para buscar e inves- 
tigar resoluciones de sistemas de ecuaciones lineales. En este camino, 
naturalmente, surgen las estructuras algebraicas fundamentales. 
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Capítulo 1 


FUENTES DEL ALGEBRA 


¿Dónde comienza el álgebra? Con cierta aproximación se puede 
decir, que las fuentes del álgebra se hallan en el arte de sumar, 
multiplicar y elevar a potoncia números enteros. El reemplazo de 
números por letras, hecho formal pero no siempre evidente y de 
significado único, permite operar con reglas análogas en los límites 
de sistemas algebraicos más generales. O sea, el intento de dar una 
respuesta completa a la cuestión planteada, no sólo nos llevaría 
a lejanos siglos, n los secretos del germen del pensamiento matemá.- 
tico. La parle más difícil de la respuesta estaría ligada a la descrip- 
ción de las ostrucluras algebraicas de nuestros días: yrupos, anillos, 
campos, módulos, etc. Pero a esto precisamente se dedica todo el 
libro, así que por ahora el objetivo del capítulo 1 parece inalcan- 
zable. 

Felizmente, debajo de la envoltura abstracta de la mayoría de 
las teorías axiomáticas del álgebra se ocultan problemas concrelos 
de carácter teórico o práctico, cuyas resoluciones sirvieron en su 
tiempo para generalizaciones felices, y a veces dieron lugar a con- 
clusiones de largo alcance. Por otra parte, una teoría desarrollada 
daba impulso y medios para la solución de nuevos problemas. La 
compleja interrelación de los aspectos teóricos y aplicados de la 
teoría, común a toda la matemática, en el álgebra se rezuma con 
gran claridad y, en alguna medida, justifica el estilo concéntrico de 
exposición adoptado por nosotros. 

Luego de unas breves observaciones generales, relacionadas con 
la historia de esta disciplina, formularemos algunos problemas que 
anticipan el conlenido de los capítulos siguientes. Uno de estos 
problemas servirá como punto de partida para el estudio de siste- 
mas de ecuacionos lineales, teoría de matrices y de determinantes. 
Desarrollaremos el método de (rauss y obtendremos los primeros cono- 
cimientos acerca de las resoluciones de sistemas lineales. 

Ya en esta elapa es útil introducir terminología y notación uni- 
ficadas, para lo que daremos una revista concisa a la teoría de con- 
juntos y de aplicaciones. 

Serán introducidos conceptos fundamentales de relación de 
equivalencia y de factorización de las aplicaciones. Más adelante, 
en relación con el esclarecimiento del principio de inducción mate- 
mática, se establecerán proporciones combinatorias elementales. 
Finalmente, las propiedades aritméticas más simples del sistema de 
números enleros, citados en el último parágrafo, no sólo se utilizan 
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ulteriormente, sino que sirven de prototipo para la construcción 
de una aritmética anáJoga en sistemas algebraicos más complejos. 

Il material de este capítulo no va mucho más allá de los límites 
del programa escolar. Del lector se requiere solamente su disposición 
para asumir un punto de vista un poco más general. Se puedo comen- 
zar la lectura desdce el $ 3 


$ 1. ALGEBRA BREVE 


J¿n nuestros días, no sin fundamento, se habla sobre la «algebrai- 
zación» de las matemáticas, o sea sobre la penetración de ideas y 
métodos del álgebra en las partes teórica y aplicada de las matemá- 
ticas. Este estado de cosas, totalmente claro ya a mediados del 
siglo XX, de ningún modo se observó siempre. Como cualquier otro 
campo de la actividad humana, las matemáticas están expuestas a la 
influencia de la mada. La moda de Jos métodos algebraicos es pro- 
vocada por la esencia de las cosas, aunque debido a su atracción 
a veces se franquean las fronteras de lo razonablo. Y como la envol- 
tura algebraica, que obscurece el contenido, no es menor desgracia 
que un elemental oJvido del álgebra, entonces no es casual que el 
mérito de uno u otro libro ya depende (muy razonablemente) de la 
habilidad del autor de evitar una sobrecarga de formalismo alge- 
braico. 

Si dejamos aparte los extremos, entonces al álgebra desde la 
antigiiedad constituía una parte esencial de las matemáticas. Lo 
mismo habría que decir sobre la geometría, pero nos resguardaremos 
tras una frase alada de Sofía Germain (siglo XIX): «El álgobra no 
es otra cosa que la geometría escrita en símbolos, y la geometría es 
sencillamente álgebra expresada en figuras». Desde entonces la 
situación ha cambiado, pero parece que «es reconocido que la «natu- 
raleza» de los objetos matemáticos es, en esencia, un hecho secunda- 
rio y que es poco importante, por ejemplo, si presentamos los 
resultados en forma «le teorema de geometría «pura» o con ayuda 
de la geometría analítica en forma de teorema algebraico» 
(N. Bourbaki). 

En correspondencia con el principio de que «no son importantes 
los objetos matemáticos, sino las relaciones entre ellos» el álgebra 
se define (um poco tautológicamente y en forma absolutamente 
incomprensible para el profano) como ciencia acerca de las opera- 
ciones algebraicas, efectuadas sobre logs elementos de diferentes 
conjuntos. Las propias operaciones algebraicas surgieron de la 
aritmética elemental. A su vez, en base a las reflexiones algebraicas 
se obtienen las demostraciones más naturales de muchos hechos de 
la ¿aritmética superior», o sea de la teoría de los números. 

Pero el significado de las estructuras-conjuntos con las opera- 
ciones algebraicas lejos sobrepasa el marco de las aplicaciones teóri- 
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co-numéricas. Muchos objetos matemáticos (espacios topológicos, 
ecuaciones diferenciales, funciones de variables múltiples complejas, 
etc.) se estudian mediante la construcción de las debidas estructuras 
algebraicas, aunquo no sean adecuadas a los objetos estudiados en 
todo caso, reflejan sus aspectos esenciales. Algo semejante se refiere 
a los objetos del mundo real. 

Un juicio preciso sobre esto fue formulado hace más de 45 años 
atrás por uno de Jos creadores de la mecánica cuántica P. Dirac 
«...La física moderna requiere una matemática más abstracta y el 
desarrollo de sus fundamentos. Así, la geometría no-euclidiana y el 
álgebra no conmutativa, consideradas en un tiempo como sencilla- 
mente fruto de la imaginación o producto de reflexiones lógicas 
ahora son reconocidas como muy necesarias para la descripción de 
cuadro general del mundo físico». 

Los medios algebraicos son muy útiles al investigar las partícu- 
las elementales en la mecánica cuántica, las propiedades de) cuerpo 
rígido y cristales (en relación con esto especialmente importante es 
la teoría de representación de grupos), al analizar modelos econó- 
micos, al construir modernas máquinas computadoras, etc. 

A su vez, el álgebra se nutre de los jugos vivificantes de otras 
disciplinas, incluidas las matemáticas. Así, por ejemplo, los métodos 
homológicos del álgebra surgieron de las entrañas de la topología 
y de la teoría alrebraica de números. 

Por eso no sorpronde que los rasgos del ilgebra y los puntos de 
vista sobre ésta cambiaron en distintas épocas. No tenemos posi- 
bilidad de seguir detalladamente esos cambios no sólo por falta de 
espacio, sino principalmente porque la descripción sobre la historia 
de la asignatura debe ser concreta, exigencia que puede ser satis- 
fecha solamente con un conocimiento fundamental de la misma. 

Nos limitaremos a una enumeración esquemática de nombres 
y períodos. 


Operaciones aritmóticas sobre con- 
juntos de números enteros y racio- 
nales positivos, Fórmulas algebrai- 
cas en cálculos astronómicos y geo- 
métricos. Formulación de problemas 
de emstrucciones (sobre la duplica- 
ción del cubo y trisección del ángulo), 
que se ocuparon los algebristas mucho 
más tarde. 

Ecuaciones algebraicas de primer y se- 


Civilizaciones antiguas de Babilonia 
y Egipto. Civilización griega. «Arit- 
mótica» de Diofanle (siglo [ II). 


Civilización oriental del medioevo. 


Escritos del nativo de Jíiva 
Muhammad b Musa  al-Jwarizmi 
(aprox. año 825) «Kitab al-mujtasar 
mín hisab al-yabr wa-l-mugabala». 
Epoca del Renacimiento. 


ndo grados. 
parición del propio vocablo «+álge- 
bra». 


Resolución de ecuaciones algebrai- 
cas de tercero y cuarto grado. 


$ 1] 
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Fibonacci (Leonardo de Pisa) 


(aprox. 


$. Ferro 


N, Turtaglia 


1170-1250) 
(1465-1526) 
(1500-1557) 


J. Cardán (1501-1576) 
L. Ferrari eS0-1003) 
F. Viete (1540-1603 
R. Bombelli (1530-4572) 
Siglos XVH y XVUl 

R. Descartes (1596-1650) 
P. Fermat t6-1727 
1. Newton 1646-1727 
G. Léibniz (1646-1716 
L. Euler (1707-1783) 
J. D'Alembert (1747-1783) 
J. L. Lagrange (1736-1813) 
G. Cramer (1704-1752) 
P. Laplace 1749-1827) 
Vandermonde 1735-1796) 


Siglo XIX y principio del siglo XX 


C. F. Gauss noczIaso) 
P. Dirichlet (1805-1859 
E. Kummer (1810-1393) 
L. Kronecker (1823-1804) 
R. Dedekind (1831-1916) 
E. 1. Zolotariov (1847-1878) 
G. F. Voronoi PECTMETO 
A. A. Márkov 1856-1992 
P. L. Chébychev 5001004 
C. Hermite 1822-1901) 
N. 1. Lobachevsky (1792-1856) 
A. Hurwitz (1859-1919) 
A. Ruífini oa) 
N. E. Abel anses 
C. Jacobi 1805-1851) 
E. Galois (1811-1832) 
B. Riemann (1826-1866) 
B. Cauchy (1789-1857) 
C. Jordan (1838-1922) 
L. Sílov (1832-1918) 
G. Grassmann (1809-1877) 
D. Sylvester 1814-1897) 
A. Cayle 1821-1895 
wW. Hámilton 1805-1865 
J. Boole (1815-1864) 
S. Lie (1842-1899) 
G. Frobenius (1849-1913) 
J. Serret (1819-1885) 
M. Nocther (1844-1922) 
D. A. Grave (1863-1939) 


A. Pioncaré (1854-1912) 


Elaboración de la simbólica alge- 
braica moderna. 


Aparición de la geometría analítica 
puento sólido entre la geometría y el 
algebra. 

Animación de la aclividad en la 
teoría de números. 

Desarrollo del álgebra de polinomios. 
Búsqueda intensiva de fórmulas gene- 
rales para la resolución de ecuaciones 
algebraicas. Primeros accesos a la 
demostración de la existencia de raí- 
ces en una ecuación con coeficientes 
numéricos. Principios de la teoría de 
determinantes. 


Demostración del teorema fundamen- 
tal de existencia de raíces en las 
ecuaciones con coeficientes numéricos. 
Desarrollo intensivo de la teoría de 
números algebraicos. 


Búsqueda de mótodos de resolución 
aproximada de Jas ecuaciones alge- 
braicas. Condiciones de los coeficien- 
tes que aseguran una disposición dada 
de las raíces. 


Demostración de la imposibilidad en 
caso pencral, de resolver ecuaciones 
de grado n >5 en radicales. 
Desarrollo de funciunes algebraicas. 
Formulación de la teoría de Galois. 
Principios sobre da tcooría de gru- 
pos finitos, preferentemente en base 
A grupos permutables. 


Desarrollo intensivo de los móto- 
dos de álgebra lincal. 


Aparición de los sistemas hipercom- 
plejos, luego del descubrimiento de 
os cuaterniones (estos sistemas ahora 
se denominan úlgebras). En parti- 
cular, en relación con el desarrollo 
e los grupos continuos (grupos de 
Lie), fueron colocados los fundamen- 
tos del álgcbra de Lic. Se desarrolla- 
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F. Klein 


W. Boruside 


Schur 
. Weyl 
Enríquez 


Dem ge 


Hilbert 
E. Cartán 

C. Guénze) 
E. Stéinitz 
E. Nocther 
E. Artia 

J. Birkhoff 


Von Neumann 
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(1849-1925) 
(1852-1927) 
(1885-1941) 
(1885-1955) 
(1871-1046) 
(1903-1957) 
(1302-1948) 
1869-1951 
(1861-1941 
(1871-1928) 
(1882-1935) 
(1898-1962) 
(1884-1947) 


ron la geometría algebraica y la teo- 
ría de invariantes como purtes impor- 
tantes de las matemáticas. En el 
alo XIX la matemática aún no 
había alcanzado una diferenciación 
sutil y muchos grandes sabios Lraha- 
jaban creativamente en varios de sus 
CAMpos. 

La primera mitad del siglo XX fue 
distinguida por una reconstrucción 
fundamental de tudo el edificiu de 
la matemática. El álgebra, renun- 
ciando al privilegio de ser la ciencia 


N. Bourbaki «Elementos de matecmá- sobre ecuaciones algebraicas, resuolta- 

tica», mente se planteó sobre un caruino 
de desarrollo axiomático y mucho 
más abstracto. 

Se hizo de uso corriente el lenguaje de las teorías de anillos, módulos, 
categorías, homología. Muchas teorías dispersas hallaron cabida en el esquema 
general dol Álgebra universal. En el punto de enlace del álgebra con la lógica 
matemática nació la teoría de modelos. Las viejas teorías se renovaron, ensan- 
chando sus cumpos de aplicación. Como ejemplos pueden servir la geumetría 
algebraica moderna, la topología algebraica, la X-teoría algebraica, la teoría 
de grupos algcbraicos. Algunos despegues brillantes experimentó la teoría 
de grupos finitos, 

Toda el álgebra se encuentra ahora en una situación de desarrollo 
dinámico. ln esto, grandes méritos les caben a los matemáticos 
soviéticos. El elevado nivel de las investigaciones alcanzado en 
nuestro país en mucho se debe a científicos tales como N. G. Chebo- 
tariov (1894-1947), O. Yu, Schmidt (1891-1956), A. Y. Máltsev 
(1909-1967), A. G. Kurosch (1908-1971), P. S. Nóvikov (1901-1975). 


$ 2. ALGUNOS PROBLEMAS MODELO 


Los cuatro problemas formulados más abajo son de distinto 
nivel. Los primeros tres, que por sí mismos no son equivalentes, 
están oxclusivamente destinados para motivar la investigación de 
campos de diferentes tipos, espacios lineales, grupos y sus presen- 
taciones, o sea de aquellas teorías algebraicas que serán tratadas 
más adelante. Las «soluciones» de estos problemas han sido expuestas 
en muchas monografías especiales. El cuarto problema, que anticipa 
el estudin de los sistemas Jineales, es útil tratar de resolverlo inme- 
diatamente, antes de pasar al parágrafo siguiente, donde se aportan 
los razonamientos necesarios. 

1. Problema sobre la resolución de ecuaciones en radicales. Del 
álgebra elemental es conocida la fórmula 

—h+ An 
Ly 2 Byte (1) 


para las soluciones x,, xa de la ecuación cuadrática ax? + bx + 


+e=0, 
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La ecuación de tercer grado 23 + ax? 4 bz + c = 0 reempla- 
zando rr» T —+ a se lleva a la forma 23 + pz + c = 0. Esta ecua- 
ción reducida siempre tiene tres raíces 7,, Ya, Ty. Si se hace 


D= —4p3—27g?, al E 


> 27 Bra ES L  IE, Er= 
u= —-F4+3V —3D, yD= > —>3 V —3D (2) 


(las raíces cúbicas se eligen de tal modo, que uv = —3p), entonces 
se puede demostrar que 


=$ (u + y), 7=+ (e2u -+ ev), x¿=-+ (eu + 8%). (3) 


Las expresiones (2) y (3) se denominan fórmulas de Cardán (1545) 
y se las asocian también con los nombres de otros matemáticos ita- 
lianos de la época del Renacimiento (S. Ferro, N. Tartaglia), al 
igual que la fórmula (1), son válidas para cualesquiera coeficientes 
a, b, c, p, q, que puede tomar, por ejemplo, un valor racional arbi- 
trario. Fórmulas análogas fueron halladas para las raices de las 
ecuaciones de cuarto grado y en el transcurso de casi trescientos años 
se hicieron intentos infructuosos de «resolver en radicales» la ecua- 
ción general de quinto grado. Sólo en 1813 A. Ruffivi (en una pri- 
mera aproximación) y en el año 1827 N. Abel (independientemente 
y en forma rigurosa) demostraron el teorema acerca de que la ecua- 
ción en el caso general 2" + aji?" +... + a, = 0 cuando n > 4 
no tiene solución en radicales. Un descubrimiento fundamental en 
este campo fué efectuado por Evaristo Galois en 1831, cuando éste 
tenía sólo veinte años (este trabajo fue conocido recién en 1846) 
y formuló un criterio universal para resolver en radicales no sólo 
la ecuación general de grado nr sino cualquiera (por ejemplo, con 
coeficientes racionales). 

A cada polinomio (ecuación) de grado n él le confrontó un campo 
de descomposición y una familia finita de automorfismos de este 
campo (con potencia no mayor de nl), ahora denominado grupo 
Galois del campo (o del polinomio original). Aunque no tenemos 
posibilidad de detenernos más detalladamente en la teoría de Galois, 
en el capítulo 7 será destacada por sus propiedades puramente inter- 
nas, una clase especial de los denominados grupos resolubles. Resulta, 
que la ecuación de grado nr con coeficientes racionales tiene solu- 
ción exacta en radicales, cuando tiene solución el grupo de Galois 
que le es correspondiente. Sea, por ejemplo, dada la ecuación de 
quinto grado 1% — ax — 1 = 0, donde a es un número entero cual- 
quiera. Á este número responde el grupo de Galois G,, dependiente 
de algún modo complejo de a. G, es un grupo cíclico de orden 4 
(siendo, por definición, resolubles todos los grupos cíclicos) y la 
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ecuación 12 — 1 =0, sin duda, se resuelve en radicales. Por el con- 
trario, G, tiene la misma estructura que el grupo simétrico S; de 
orden 120 y este último, como se muestra en el capítulo 7, es inso- 
luble. Por ee id no tione solución en radicales la ecuación x* — 
=rzm—ái=0. 

Observemos finalmente, que para las necesidades prácticas, la 
posibilidad de expresar las raices de las ecuaciones algebraicas on 
forma explícita por medio de radicales, no tiene crucial importancia; 
son más actuales los diferentes métodos de cálculo aproximado de 
las raíces. Pero este hecho no disminuye la belleza del éxito de 
Galois, quien con sus ideas influyó poderosamente en el desarrollo 
posterior de Jas matemáticas. Para comenzar, precisamente Galois 
formuló las bases de la teoría de los grupos. La correspondencia 
recíproca univalente entre los subcampos del campo de descomposi- 
ción y los subgrupos de su grupo, establecida por Galois, se enri- 
queció en el siglo XX con nuevas construcciones abstractas y se 
constituyó en un medio irroeemplazable de investigación de objetos 
matemáticos. 

2. Problema sobre los estados de una molécula poliatómica. Cada 
molécula se puede considerar como un sistema de partículas, núcleos 
atómicos (rodeados de electrones). Si en el momento inicial de tiem- 
po la configuración del sistema es cercana a la de equilibrio, enton- 
ces, en determinadas condiciones, las partículas integrantes del 
sistema siempre se quedarán cerca de la situación de equilibrio 
y no alcanzarán grandes velocidades. Los movimientos de este tipo 
se deiiominan oscilaciones respecto a una configuración equilibrada, 
y el sistema se lama estable. Es sabido que cualquier oscilación 
pequeña de una molécula, cerca de la situación de equilibrio estable, 
es superposición de las llamadas oscilaciones normales. En muchos 
casos se logra determinar la energía potencial de la molécula y sus 
frecuencias normales, tomando en cuenta la simetría interior de la 
molécula. La simetría de la estructura molecular se describe por 
medio de un grupo puntual de una molécula. Las distintas realiza- 
ciones de este grupo finito (sus representaciones irreducibles) y la 
relación con estas realizaciones de la función en el grupo (caracteres 
de la representación), determinan los parámetros de las oscilaciones 
de la molécula. 

Por ejemplo, a la molécula de agua HO (fig. 1) le corresponde 
el grupo cuaternario de Klein (producto directo de dos grupos cícli- 
cos de segundo orden), y a la molécula de fósforo P, (fig. 2), que 
tiene la forma de tetraedro regular en cuyos vértices se disponen los 
átomos del fósforo, le corresponde el grupo simétrico S, de orden 24. 
Las representaciones irreducibles de estos grupos serán estudiadas 
en el cap. 8. En la actualidad el desarrollo de la teoría estructural 
de las moléculas resulta difícil concebirlo sin la ayuda de la teoría 
de grupos, 
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Una aplicación mucho más temprana de la leoría de grupos se 
relaciona con la cristalografín. Ya en el año 1891 el eminente cris- 
talógralo ruso E. S. Feódorov, y luego el sabio alemán A. Schoen- 
flies, hallaron 230 grupos cristalográficos espaciales, que describen 
todas las simetrías de cristales existentes en la naturaleza. Desde 
entonces, la teoría de grupos ge usa permanentemente para la investi- 


Fig. 1 Fig. 2 


gación de la influencia de la simetría sobre Jas propiedades físicas 
de los cristales, 

3. Problema de la codificación de las comunicaciones. En la cons- 
trucción de sistemas automáticos de comunicaciones, terrestres 
o cósmicos, frecuentemente, en calidad de comunicación elemental 
se toma una sucesión—fila (o palabra) ordenada a = (a,, Ga, ... 

. «, Gn) de longitud », donde a; =0 Óó 1. Como las operaciones 
comunes de suma y multiplicación por módulo 2, se prestan muy 
bien para su cumplimiento en máquinas electrónicas, y los propios 
símbolos O y 1 son cómodos para la transmisión en forma de señales 
eléctricas (1 y O se distinguen por las fases de las señales divididas 
en el tiempo, o por sus existencia o ausencia), entonces, no sor- 
prende que el campo GE (2) (véase $ 4, cap. 4), resulte un atributo 
necesario para el especialista en elaboración de información. Á veces 
es cómodo usar en calidad de a, los elementos de otros campos 
finitos. 

Con el fin de excluir la influencia de interferencia (cargas atmos- 
féricas, ruidos cósmicos, etc.), capaces de transformar log O en 1 
y viceversa, se requiere tomar a a lo suficientemento larga y utilizar 
un sistema especial de codificación, o sea elegir un subconjunto 
(código) Sy de filas (palabras en código) transmitidas de todo el 
conjunto S de las mismas, tal que sea posible restablecer a por 
medio de la palabra alterada recibida a”, a condición de que no 
tengan lugar demasiados errores. Así aparecen los códigos correctores 
de errores. La teoría algebraica de codificación, ampliamente desa- 
rrollada en los últimos años y que propuso métodos muy ingeniosos 
de codificación, básicamente tiene que ver con códigos lineales 
especiales, cuando la elección de S, está vinculada con la construc- 
ción de matrices rectangulares especiales y con la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales, cuyos coeficientes pertenecen al 
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campo finito dado. Un ejemplo sencillo de tal código será mostrado 
en el cap. 5. 

4. Problema de Ja lámina caliente. Una lámina rectangular plana 
con tres perforaciones (fig. 3) es usada en calidad de válvula en un 
dispositivo imaginario para la obtención de bajas temperaturas. 
En la válvula se ha marcado una redecilla (parrilla) cuadrada. Sus 
vértices situados en los cuatro contornos se denominan limítrofes, 


JO00 


y los restantes vértices internos. Una medición inmediata muestra 
que, ante cualquier calentamiento o enfriamiento, la temperatura 
de cada vértice interior resulta ser la media aritmética de las tem- 
peraturas de los cuatro vértices más próximos, sean éstos limítrofes 
o internos. Se espera que las piezas del dispositivo, al estar en con- 
tacto con distintas partes de los contornos, comuniquen a los co- 
rrespondientes puntos limítrofes las temperaturas indicadas en la 
fig. 3. ¿Acaso es posible esto?, y si es posible, ¿resultará simple 
la distribución de la temperatura en los puntos interiores? 
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Las ecuaciones lineales ax = b y los sistemas del tipo 
ar+ by=e (1) 
ex + dy=f 
con coeficientes reales a, b, ec, d, e, f «se resuelven» en la escuela 
secundaria. Nuestra tarea es aprender a operar con un sistema de 


ecuaciones algebraicas lineales (o sintéticamente: con un sistema 
lineal) de la forma más general 


Ay¡Z)3 + 12 Ta o... + CinTn = br, 
491) “E Q22T2 =P ie + Cantn = ba, (2) 

UmrXy $ Amgla Tb»... + Amnín = Om. 
Aquí m y n» son números enteros positivos (naturales) arbitrarios. 
Aunque el paso de (1) a (2) parezca sólo una complicación cuanti- 
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tativa, en realidad, de hecho, tiene una imporlancia capital. Los 
sistemas del tipo (2) se hallan en toda la matemática, y los llamados 
métodos lineales, cuyo producto final frecuentemente son las solu- 
ciones de sistemas lineales, componen su parte más desarrollada. 
Es suficiente recordar, que la teoría de los sistemas de tipo (2) sir- 
vió a fines del siglo XIX como prototipo para la creación de la 
teoría de ecuaciones integrales, que juegan un papel sumamente 
importante en la mecánica y en la física. La resolución de un gran 
número de problemas en las máquinas computadoras también se 
reducen a sistemas del tipo (2). 

1. Terminología. Es preciso prestar atención al significado muy 
económico y cómodo de Jos coeficientes del sistema (2): el coeficiente 
as, (se lee a-i-jota; por ejemplo: a,, es a-uno-dos, y de ningún modo 
a-doce) corresponde a la ¿-ésima ecuación y a la j-ésima incógnita zx). 
El número b, se denomina término independiente de la ¿-ésima ecua- 
ción. El sistema (2) se llama homogéneo, sib; =0parai=1,2,... 
« .., Mm. Cualquier b, sistema lineal 


01121 + A1913 + 2 + GinTn = O, 

Cut; + Ogata bb GgnZa = 0, (2) 
QmiT1 + QmgTa +... + Qunín =0 

se llama sistema homogéneo, asociado al sistema (2), o también siste- 


ma reducido del (2). 
Los coeficientes de las incógnitas componen la tabla rectangular: 


£11 134 . %4in 
G21 le --- gn (3) 


Umi Ama -»-. ¿mn 


llamada matriz de dimensiones m X n (matriz m por », o matriz 
cuadrada de orden » cuando m = nr) y en forma abreviada denotada 
por el símbolo (a,,) o sencillamente con la letra 4. Naturalmente, 
se habla de la ¿-ésima fija (4;1, Gig, - - «+ (im) de la matriz (3) y de 
la ¡-ésima columna 


31) 

22) 

amj 
que en adelante, para economizar espacio, se designará como una 
fila, encerrada entre corchetes la,;, ayy, . . ., €myl. Tn el caso de: 
una matriz cuadrada se habla tumbién de la diagonal principal, 
compuesta por los elementos a,,, 433, - . -, Gn» La matriz (a) 


que tiene todos sus elementos nulos, excepto los de su diagonal prin- 
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cipal, se escribe a veces con el símbolo diag (2,1, Qzo; - - -) Cuan) 
y se llama matriz diagonal, y cuando 2,, = 433 =-... > GQpn = 4, 
se denota con el símbolo diag, (a) y se denomina matriz escalar. 
Para indicar la matriz diag, (1), llamada matriz unidad de orden n, 
frecuentemente se usa el símbolo E, o la letra E, si es que la dimen- 
sión de la matriz está dada. 

Junto con la matriz (3) se examina también la matriz ampliada 
(a1, | by) del sistema (2), obtenida de (3) con el agregado de la columna 
bir Da, . . .) Om] los términos independientes; para mayor cla- 
ridad separada del resto de las columnas por una línea vertical. 

Si cada una de las ecuaciones del sistema (2) se transforma en una 
identidad luego de sustituir las incógnitos z¿ por los números 2%, 
entonces, el conjunto de n números 7, Li, . . ., Tn se llama solu- 
ción del sistema (2), y 7 es el !-ósimo componente de la solución. 
So dice también que el conjunto zx, 2,, . . ., Th Ssatisíace todas 
las ecuaciones del sistema (2). El sistema que no tione solución 
alguna, se llama incompatible. Si el sistema tiene soluciones, se 
llama compatible, y si la solución es única, determinado. Puede 
existir más de una solución: entonces se dice que el sistema es inde- 
terminado. Es o no compatible un sistema dado de ecuaciones linea- 
les, y si lo es, enáles son todas sus soluciones; éstas son las cuestiones 
inmediatas, a las que se deben dar respuestas. 


Veamos otra vez el problema del punto 4 del $ 2. Numeramos todos los 
puntos internos de la plancha, en forma arbitraria, del 1 al 416 (número pre- 
ciso de ellos que hay en la fig. >): agreguémosle 204 números de puntos limítro. 
fes y, do acuerdo con la regla dada para el cálculo de la temperatura t, en el 
punto interior que lleva el número í, formamos 416 relaciones del tipo 


_fa+btohto+ta 
4 


Soa, digamos, a, b, e < 416, y d > 416. Entonces esta relación se puede 
volver a escribir en forma de ecuación lineal 


—tq — to —t + últ, = ta 


con el miembro ty = —273, —100, —50, 0, 50, 100 ó 300 (siendo posibles 
otras variantes). Tomadas conjuntamente, estas ecuaciones conforman el sistema 
lineal cuadrado de tipo (2) con n = rn =416. Los coeficientes de las incógnitas 
£, son iguales a O (la mayoria), —1 Ó 4. ¿Es esto sistema compatible y determi- 
nado? Nosotros obtuvimos una formulación distinta, matemáticamente exacta, 
de un problema de carácter cualitativo. La cuestión sobre la oxistencia y la 
unicidad es sumamente típica para muchas ramas de la matemática, relaciona- 
das con el estudio de los fenómenos físicos. 
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2. Equivalencia de sistemas lineales. Sea dado un sistema lineal 
«de las mismas dimensiones» 


0, Ly E la + +.» - + GinTa = b; 
E e e (2) 
Am 21 + Amada $ > +. + Qmnín = Dm. 


Decimos, que el sistema (2') es obtenido del (2) con ayuda de 
una transformación elemental del tipo (1), si en el sistema (2) todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima y k-ésima, quedaron como antes, 
y estas dos ecuaciones se intercambiaron de lugar. Si en (2') todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima, son las mismas que en (2), y la 
¿-ésima ecuación de (2') tiene la forma 


(411 + Cary) Ti +... + (Qin + (Gan) Za = Dd; + cda, (+) 


donde c es un número cualquiera (o sea, ajj = a;y + cap bi = 
= b, + cba), entonces suponemos que el sistema (2) ha sufrido una 
transformación elemental del tipo (11). 

Los sistemas lineales (2) y (2') se llaman equivalentes, si ambos 
son simultáneamente incompatibles, o bien son compatibles y tienen 
las mismas soluciones. 

Conviniendo en indicar la equivalencia de los sistemas (a) y (b) 
con el símbolo (a) — (b), observamos que (a) — (a), de (a) — (b) 
sigue que (b) — (a), y de (a) — (b) y (b) — (c) resulta que (a) — (c). 

Un indicio suficiente de equivalencia de sistemas se contiene 
en la siguiente afirmación. 

TEOREMA 1. Dos sistemas lineales son equivalentes, si uno se obtiene 
del otro aplicando una sucesión finita de transjormacioneselementales. 

Es suficiente demostrar la equivalencia de los sistemas (2) y 
(2), obtenido de (2), al aplicar una transformación elemental. Obser- 
vemos, que el sistema (2) se obtiene del (2”) también como resultado 
de una transformación elemental, por cuanto estas transformaciones 
son invertibles. En otras palabras, en el caso (1), cambiando otra 
vez de lugar a las ecuaciones i y k, regresamos al sistema inicial; 
análogamente, en el caso de tipo (11), sumando a la ¿-ósima ecua- 
ción en (2'), la k-ésima, multiplicada por (—<), obtendremos la 
¿-ósima ecuación del sistema (2). 

Demostremos ahora, que cualquier solución (x%, ..., za) del 
sistema (2) resulta también solución del sistema (2'). Si fue realizada 
una transformación elemental del tipo (Í), entonces, las propias 
ecuaciones, en general, no cambiaron (sólo cambió el orden de sus 
inscripciones). Por eso, los números Z,, Li, - - -» Tn, que antes las 
satisfacian, las satisfacerán luego de la transformación. En el caso 
de una transformación elemental del tipo (11), las ecuaciones, excepto 
la ¿-ósima, no se modificaron, y por eso la solución (1;, 1%, ..., Zn) 
satisface a éstas como antes. En lo que concierne a la ¡-ésima ecua- 
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ción, ella adoptó la forma (+). Tal como nuestra solución satisface 
las ¿-ésima y A-ésima ecuaciones del sistema (2), entonces 


o , 04 ' . 
ant, + .... + Lin Tn = be, ar 2; Tr... + Cin Ta = ba. 


Multiplicando ambas partes de la última identidad por c, y sumando 
esto a la primera, obtenemos, agrupando Jos miembros, una identidad 
del tipo (») con zx; = xj. 

En virtud de la reversibilidad de las transformaciones elementa- 
les, observada arriba, las reflexiones realizadas demuestran también 
que, recíprocamente, cualquier solución del sistema (2') será solu- 
ción del sistema (2). 

Queda observar, que la incompatibilidad de un sistema propor- 
ciona la incompatibilidad del otro (demostración por el contrario). P 


3. Reducción a la forma escalonada. Por medio de una aplicación 
sucesiva de transformaciones elementales se puede pasar de un siste- 
ma de ecuaciones dado, a otro sistema de forma más simple. 

Primero, señalemos, que entre los coeficientes a¿, se tiene por 
lo menos uno, distinto de cero. En caso contrario no tendría sentido 
mencionar la incógnita x,. Si a,, = 0, intercambiamos de lugar la 
primora ecuación y cualquier otra j-ésima, tal que a;, 20 (o sea, 
transformación de tipo (1)). Ahora el coeficiente de la primera 
incógnita en la primera ecuación es distinto de cero. Lo indicamos 
por medio de a,,. Restemos de la ¿-ésima ecuación (i = 2, 3, ...,m) 
del nuevo sistema, la primera ecuación muJtiplicada por un coefi- 
ciente c, tal, que luego de la resta el coeficiente de x, se anule (m — 1 
transformaciones elementales del tipo (II)). Es evidente, que para 
ello es necesario tomar e; = a:,/4,,. Como resultado, obtendremos un 
sistema en el cual zx, entra sólo en la primera ecuación. También 
puede suceder gue la segunda incógnita no figure en todas las ecua- 
ciones con número ¿>> 1. Sea x, Ja incógnita con el menor número, 
que integra cualquier ecuación, excepto la primera. Obtendremos el 
sistema 

a, 0 4... + Qintn = b,, 
Uanty Eo. +. + Gyntn = da, 


e , , : ron , , 
UmkEk =]" e». . “p ImnTn bes Dm tk > ¡3 Gi JÁ ¡A 


No prestando ahora atención a la primera ecuación, aplicamos el 
procedimiento anterior a las restantes. Después de una seric de 
transformaciones elementales, el sistema inicial toma la forma 


5d 4 e 
AZ Ho... +GinT, =0,, 
AdRALA + dor... . +- G2nTn = Br 
ayi +... + 43nT p == 0b;, 


VO . .... £.(.nk.X(.L.L.e2..LPL0o0.Á o» 
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AmiT¡+H... + Un Tn = Um, i>ká>l, a, 50, 622 350.) 


Por supuesto, aquí aj = 4,5, bí = bí, ya que la primera ecuación 
no fue alterada. 

Seguimos adoptando oste procedimiento miontras sea posible. 
Es claro que deberemos detenernos cuando se hagan nulos no sólo 
el coeficiente de la incógnita de turno (digamos la s-ésima), sino 
y los coeficientes de todas Jas incógnitas siguientes, hasta la n-ésima. 
Finalmente, el sistema (2) tomará la forma 


AyyZ y 7- e... .t.......e. e... o 4-41. Tn =0y, 
EI AE + lan Zn = Da, 


Un tj» a... . .. + A3n Ta = bs, 


A A AS (4) 
Ara Tgr «> Oran =0,, 
O=D,+, 
0 = Dr. 


Aquí AyyBandar ..- dp 30,1 <k<!<... <s. Puede suceder 
que r = m y por eso, ecuaciones del tipo 0 == hb, on el sistema (4) 
no habrán. Se dice que el sistema de ecuaciones del tipo (4) tiene 
forma escalonada. 

Este nombre no es adoptado por todos: se puede hablar de forma 
trapezoidal o de forma cuasitriangular, otc., pero esto no es esencial. 

TEOREMA 2. Cualquier sistema de ecuaciones lincales es equivalente 
al sistema de forma escalonada. 

La demostración se deduce inmediatamente de los razonamientos 
anteriores. 


Á veces resulta más cómodo efectuar las transformaciones ele- 
mentales no sobre el sistema, sino sobre su matriz ampliada (a¡, | b;). 
Del mismo modo que el teorema 2, se demuestra el 

TEOREMA 2', Cualquier matriz puede llevurse a la forma escalonada, 
con la ayuda de transformaciones elementales. 


4. Investigación de un sistema de ecuaciones lineales. Las cues- 
tiones de compatibilidad y determinación, en virtud de los teore- 
mas 1 y 2, es suficiento investigarlas para los sistemas de forma 
escalonada (4). 

Comencemos con la cuestión de la compatibilidad. Es evidente, 
que si el sistema (4) contiene ecuaciones del tipo 0 = b,, con 5, 0, 
entonces, este sistema os incompatible, puesto que la igualdad O = 
b, no puede ser satisfecha por ningún valor para las incógnitas. 
Demostremos, que si en el sistema (4) no hay tales ccuaciones, enton- 
ces el sistema es compatible. 
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Y bien, sea b; = O para t > r. Llamaremos incógnitas principales 
A lr, Tr Ti...) Es, CON las cuales comienzan la primera, segun- 
da, ..., y r-ésima ecuaciones, respectivamente; las restantes 
incógnitas, si es que las hay, se denorninan independientes. Por defi- 
nición, sólo huy r incógnitas principales. 

Otorgamos a las incógnitas independientes valores arbitrarios, 
y Jos sustituimos en el sistema (4). Entonces, para x, se obtiene 
una ecuación de (r-ésima) tipo ax, = b, con a = 4, 0, la cual 
tiene solución única. Sustituyendo el valor obtenido zx, = x; en 
las primeras r — 1 ecuaciones, y yendo por el sistema (4) de abajo 
arriba, nos convencemos de que los valores de las incógnitas prin- 
cipales se determinan unívocamente para cualquier valor que se dé 
a las incógnitas independientes. Hemos demostrado 

TEOREMA 3. Para la compatibilidad de un sistema de ecuaciones 
lineales es necesario y suficiente que, después de ser reducido a la forma 
escalonada, en él no se encuentren ecuaciones del tipo 0 = be, con b, e 
+0. Si esta condición se cumple, entonces, a las incógnitas indepen- 
dientes se les pueden dar valores arbitrarios, las incógnitas principales 
(con valores dados a las independientes) se determinan unfvocamente en 
el sistema. 

Aclaremos ahora, cuándo el sistema será determinado, suponiendo 
que se cumple la condición de compatibilidad establecida por noso- 
tros. Si en el sistema (4) hay incógnitas independientes, entonces 
el sistema a ciencia cierta es indeterminado: podemos otorgar a las 
incógnitas independientes cualquier valor, expresando por medio 
de ellas las incógnitas principales (por teorema 3). Pero si no hay 
incógnitas independientes y, por lo visto, todas son principales, 
entonces, de acuerdo al teorema 3, ellas se determinan del sistema 
unívocamenteo, o sea el sistema resulta determinado. Queda por 
observar, que Ja ausencia de incógnitas independientes equivale 
a la condición r = r. Nosotros hemos demostrado la siguiente afir- 
mación. 

TEOREMA 4. El sistema lineal compatible (2) es determinado si 
y sólo si, en el sistema escalonado (4) obtenido de él, se cumple la igual- 
dad r = n. 

Si m = n, un sistema linea], reducido a la forma escalonada, 
puede expresarso también así (forma triangular): 


GyyT, + 41972 de.» Santa =b,, 


Q2o To a L dont a =D», (5) 


GanTn =Ú)n, 


si se descuida el cumplimiento de la condición a;, 34 O para todas 
las ¿. Efectivamente, la inscripción (3) significa, que en el sistema. 
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la k-ósima ecuación no contiene incógnitas z¿ con ¿<k, y esta 
condición es a todas Juces cumplida para los sistemas del tipo esca- 
lonado. 

Observemos, para el futuro, que la matriz (a, con elementos 
ayy =0 para todo ¿> j se Mama triangular superior. Análogamente 
se define la matriz triangular inferior. 

De los teoremas 3 y 4 se deduce 

COROLARIO 1, Cuando m = n el sistema lineal (2) es compatible 
y determinado si, y sólo si, luego de ser reducido a la forma escalonada, 
se obtiene el sistema (5) con G,jiBoo . . - Enn 0. 

Prestemos atención al hecho, de que esta condición no depende 
de los términos independientes del sistema. Por eso, sim = n el 
sistema (2) es compatible y determinado si y sólo si, ello es cierto 
para el sistema homogéneo (2'), asociado al (2). Pero un sistema 
homogéneo siempre es o ya que tiene, por ejemplo, la 
solución nula zx, =0, ..., mn = 

La condición (1,432 - - - Inn 0 significa que el sistema homogé- 
neo posee sólo solución mula. Llegamos a otra forma de corolario 1, 
no vinculada con su forma escalonada. 

COROLARIO 1. El sistema lincal (2), siendo m = n es compatible: 
y determinado si y sólo sí, su sistema asociado homogéneo (2 ) sólo tiene: 
solución nula. 

Una atención especial se merece el caso cuando rn > m. 

COROLARIO 2. El sistema compatible (2) con n > m es indeterminado, 
En particular, el sistema homogéneo con n >> m siempre tiene solución 
no nula, 

Efectivamente, en todo caso r X m, por cuanto on el sistema (4) 
no hay más ecuaciones que en el gyistema (2) (Jas ecuaciones con 
identidades iguales a coro para ambos miembros, son desechadas). 
Por eso, la desigualdad n > m lleva a n >> r, lo que, de acuerdo al 
teorema 4, significa indeterminación del sistema (2). Queda por 
observar, que la indeterminación de un sistema homogénen, equivale 
a la existencia de nna solución no nula del mismo. 


Parte de los resultados obtenidos se reflejan en la tabla siguiente. 


Forma del sistema lincat 


> - 
General Homogénea ii | DES 


homogénea homogénea 


Número de solu- 
ciones 


5. Observaciones particularcs y ejemplos. El método expuesto 
por nosotros para resolver un sistema de ecuaciones Jincales se llama: 
método de Gauss o método de eliminación consecutiva de las incógnitas. 
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Sumamente cómodo cuando n no es muy grande, también sirve para 
ser realizado en computadoras, aunque, por distintas razones, con 
frecuencia otros modos de resolución resultan más prácticos, por 
ejemplo, Jos mótodos iterativos. Esto especialmente se refiere al 
caso en que los cooficientes son dados, y la solución se busca con 
un determinado grado de exactitud. En las investigaciones teóricas, 
sin embarzo, una importancia primordial adquieren la formulación 
do las condiciones de compatibilidad o de dotorminación do los 
sistemas linenles, y también la búsqueda y el hallazgo de fórmulas 
generalos paru encontrar los valores de los coeficientes y de los 
términos independieutos, sin reducir el sistema a la forma escalo- 
nada. ln alguna medida, a una de estas exigencias da respuesta el 
corolario 1”. 


EJEMPLO 1. Volvemos otra vez al problema de la plancha caliento, formu- 
Jado en ol 3 2. Como vimos en ol punto 1, la cnestión que nos ocupa se exproga 
<0n propiedud por medio de un sistema lineal muy concreto (para definirlo, 
lo llamaremos PC) con un númoro considorablemonte grande de incógnitas t,. 
Siguiendo ei criterio formulado en el corolario 1”, consideremos ol yistema lineal 
homogéneo MPG, usociado al PC. En otras palabras, la temperatura en todos 
los puntos limítrofes, se toma igual u cero. Sea «e el número del punto interior 
<on el mayor valor | ¿,(. Entonces, de la condición 


la= ta btitteo+ta 

_ 4 

se deduce que | t, | =1 tal =1| fp| =1| t¿|] = |t¿]. Moviéndonos a un paso 
do la parilla en cualquiera de las 4 direcciones, pasaremos por puntos de idéntico 
valor | ¿| =| £,|, hasta quo no alcancemos un punto limítrofe con tempera- 
tura nula. O sea, | t, | = 0, y por eso, también t; = 0, para todas las 1. Y bien, 


el sisterna HPC tiono solameate solución nula, y, por lo visto, PC es un sistema 
lineal compatible y determinado. De este modo, el problema de la plancha 
caliente, en su formulación inicial, queda resuelto. 


£JEMPLO 2, Dado ol sistema lineal 


Es evidonto, que este es un sistema compatible y determinado, reducido a la 
forma escalonada (triangular). Sólo quo, al resolverlo, es necesario avanzar de 
arriba abajo y no de abajo arriba. Por definición, la solución se llama sucesión 
do los primeras n números de Fibonacci f,. fa, . . .. fn. Estos números están 
vinculados a un fenómeno botánico, denominado filotaxis (disposición de las 
hojas en el tallo). Sin embargo, cuando n == 1000 o aún con n arbitrario, se 
desearía indicar la expresión general (fórmula analítica) para el enésimo nú- 
mero de Fibonacci. El lector puede replicar. argumentando que también le 
alcanza la paciencia para indicar y frog siguiendo la definición inductíva de 
estos números. Pero, esto no será una solución matemática de la cuestión. En 
los capítulos 2 y 3 indicaremos dos expresiones para f,, aunque, por cierto, este 
problema concreto puede rosolverse con medios más directos. 
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OBSERVACION. Á veces resulta más cómodo resolver un sistema 
lineal, sin reducirlo a la forma oscalonada. Fsto especialmente se 
refiere al caso cuando la matriz del sistema contiene muchos ceros. 
Un paco de práctica es aquí preferible a largas explicaciones. 
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Al exponer 01 método de Gauss, no nos preocuparnos demasiado 
acerca de los valores de los coeficientes de las incógnitas principales. 
Era solamente importante que cestos coeficientes fueran distintos 
de cero. Llevaremos a cabo ahora un proceso más cuidadoso de eli- 
minación de incógnitas, aunque sea en el caso de sistemas lineales 
cuadrados de pequeñas dimensiones. Esto nos dará sustento para las 
reflexiones y materia prima para la construcción de una teoría gene- 
ral de los determinantes ca el capítulo 3. 

Como en el $ 3, consideremos un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas 

4)171 + Qjo%a =Ú,, 
23121 + Aqgt, = bz (1) 


y tratemos de hallar una fórmula general para los componentes de 
su solución, z y 2. Denominemos determinante de la matriz 


Cu Gx 


das y 


a la expresión 4,187 —4,10j2 y designémoslo coa el símbolo 
41 Ur 


lor Cara 


. Asimismo, a la matriz cuadrada se le confronta el número 


lí Qu 
21 (oa 


Si tratamos de eliminar a xa del sistema (1), multiplicando la pri- 
mera ecuación por 4,7, y sumando a esto la segunda ecuación multi- 
plicada por —4,2, entonces obtenemos 


G11 a 


= 411413 — Q21%22- (2) 


x= 0,07, —b24 12. 


431 Go 
El segundo miombro se puede considerar como el determinante 


ba Qu Qi 
de la matriz | > . Supongamos que | '' "I|-40. Entonces 
bz loz dos Cos 
tenemos 
5, 53 a b, 
ba la a 5 
L ¡mn análopame t= ML_ 
1 Cu Lor y al gamente 2 7 632] ; (3) 
Gr Cae Az 
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Teniendo las fórmulas para la resolución de un sistema de dos ecua- 
ciones lineales con dos incógnitas, podemos resolver algunos otros 
sistemas (resolver sistemas = encontrer sus soluciones). Exami- 
nemos, por ejempJo, un sistema de dos ecuaciones homogéneas con 
tres incógnitas: 
QT, + Gata + Gjgta = 0, 
QgiT, + Agata + gg, = 0. (4) 
Nos interesa una solución no nula de este sistema, en la cual, 
por consiguiente, por Jo menos una de las x, + 0. Sea, por ejemplo, 


xy ys 0. Dividiendo ambas partes por —x3 y haciendo y, = —2,/23, 
Ya = —£g/23, escribimos el sistema (4) en la misma forma: 


Q11Y1 + MUaYs = Aya» 
Qa1Y1 Y CgaYa = Gaga, 
dig Aya 
A31 422 


T: Gas 43 Tag a a 
Ys = —— == ns Ya = ——== 
z3 G11 13 Zy | C11 41 
Gs1 Ugo 821 Ga 


No es sorprendente, que del sistema (4) determinamos no las pro- 
pias 2,, Ly, Ta, sino que solamente sus relaciones: de la homogenei- 
dad del sistema se deduce fácilmente que, si (2, La, Ts) es solución 
y c es un número cualquiera, entonces (cx;, cx,, cx5) también será 
solución. Por eso, podemos hacer 

%i3 Us Ci ys Cy Up 


, (5) 
daa U G21 Qaz 421 o 
y decir, que cualquier solución se obtiene de la indicada, multi- 
plicando todas las z¿ por algún número c. Para darle a la res- 
puesta una forma más simétrica, observemos que siempre 


a b ba 
c d d e 


tal como se observa inmediatamente de la fórmula (2). Por eso las 
(5) se puede anotar así 


que el (1). Con el supuesto de que $ 0, las formulas (3) 


dan 


Qír lg G12 Gy3 Cy; Gx ; 
Sy e y) q=— 3 = . (6) 
Ug2 la Q21 Gas 34 Ca 
¿ ] ó 411 La 
Estas fórmulas se dedujeron suponiendo que Sad ad +0. 
21 Ge 


No es difícil probar, que la aseveración demostrada es cierta, si 
por lo menos uno de los determinantes que integran la expresión (6) 
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es distinto de cero. Si los tres determinantes son nulos, entonces, 
por supuesto, las fórmulas de (6) dan una solución (precisamente, 
nula), pero no podemos afirmar que todas las soluciones se obtienen 
de ella, multiplicando por un número (examine el sistema compuesto 
de dos ecuaciones coincidentes x, + 24 + T4 = 0). 

Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con lres incógnitas: 


RE, — QjgZy + QgTg = Ú,, 
AyyT, -F Gg9Z3 + QggXz = ba, 
Ag1%, + UzgTa + Gaga = dy. 

Queremos eliminar de este sistema 2, y y, para Jobtener el 
significado de x,. Con este fin multiplicamos la primera ecuación 
por c,, la segunda por ca, Ja tercera por c,, y las sumamos. Elegimos 
Ci, Cy, Ca de tal modo, que en la ecuación obtenida, los términos 
que contienen zz y 3 se anulen. Jgualando a cero los coeficientes 
correspondientes, obtenemos para c,, Cs y €, e) sistema de ecuaciones 

Aj201 + Uzzlg + Agatg =0, 
Qj3Cy + UagCg + AagCa = 0, 


del mismo tipo que el (4). Por eso se puede tomar 
42 Uz 
lag Usy Q13 las 


Luego de cambios evidentes, obtenemos para zx, la expresión 


Ug2 Ua ly Gz 


9 
Uis lx 


(a A Uz3 As Qs Gia ys E ES 
11 EE 31 1 
ag lo Ag la oz Uz 
=b, e b, 1 1 12 4 - (0 
Ugg la sg Us 421 do 


El coeficiente de x, se llama determinante de la matriz 
CG o 4 Cy Gi ya 
%U21 Qz 42 y se anota G21 CG tall, 
Ca Ugg %g Ca za “2 
De este modo, como determinante de tercer orden, tomamos la 
expresión 


2141 A fs 


los oy Aja Qs3 Q12 413 
42 lag las |=4,4 -—— Los 232 EE 
3 CU Aug Qz Aaa (az 
day Uz das 
== (411039093 + 0 19%23031 + L4309148 32 — LC 1102330 — (199,433 — 013079 31» 


(8) 


30 
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dada con ayuda de determinantes de segundo orden. Es fácil 
observar, que el segundo miembro de la igualdad (7) se obtiene del 
coeficiente do x, sustituyendo a,, por b,, az, por d, y as, por by. 
Por oso la igualdad (7) se puede escribir de la forma siguiente 


Gr Cra Ga bj Gjyg Gs 
21 Az Cs Ly == ha %4a2 log 
a Us Css by Qs y 


Supongamos que el coeficiente de zx, es distinto de cero. Entonces, 
efectuando cálculos análogos para zz y Ya, llegamos a las fórmulas 


61 ía a 1, 0d, €y3 
Dz Um fa Ga de 43 
r= dy 32 39 Za da 0 Ug3 y Ej= (9) 
11 41 43 a11 €: 43 
QU Ax ls a za la 
far lg Us 41 Gas Us 


Es ovidente, que los mismos razonamientos son aplicables a un 
sistema de cuatro, cinco y más ecuaciones, con el mismo número de 
incógnitas. Para esto, necesitamos primeramente deducir «fórmulas 
análogas a (6) para resolver un sistema homogéneo de tres ecuaciones 
con cuatro incógnitas; luego en el sistema de cuatro ecuaciones con 
cuatro incógnitas excluir tz, Ty, TZ, Multiplicando las ecuaciones 
POL Cy, Ca, Ca» Ca, Sumándolas a: continuación. Hallaremos los valo- 
res de e, (¿ = 1, 2, 3, 4) para el sistema de tres ecuaciones homo- 
géncas. 

El coeficiente, obtenido para z, y cómpuesto de determinantes 
de tercer orden de forma (8), se denomina determinante de cuarto 
orden. Siguiendo los mismos razonamientos para La, tz, Ty, halla- 
mos para las xr; fórmulas análogas a (9). Así se puede continuar 
ilimitadamente. La certeza de que en algún momento llegaremos 
a ln meta, nos la da un principio general, ampliamente usado en las 
matemáticas, precisamente, el principio de inducción matemática 
(véase el $ 7). 


¡EJERCICIOS 


1. La fórmula (8) es más lácil de recordar, si nsamos la regla práctica do 
los signos para la oscritura de los procuro que integran el desarrollo del deter- 
«minanto de tercer orden (fig. 4). Hallar una-regla análoga para el determinante 
«de cuarto orden. : 

2. Mostrar que los seis términos de la descomposición del determinante 
de tercer orden no pueden ser conjuntamente, positivos. | 

3. El cuadrado de la superficio de úa paralelorramo, construido per loa 
cadios-vectores de puntos P, Q con coordenadas carirsianas (a. Pf) y (y, 0) 


| CONJUNTOS Y APLICACIONES 37 


(fig. 5), se expresa con la fórmula 
ar] 2 +B? ay-+B0 
ay+Bs pes |: 
Es particularmente fácil convencerse de esto, si se usa un sistema de coorde- 
nadas tal, que el punto P quede situado en el eje Ox, Hallar una fórmula aná- 


QA 
hd OS 7 AS ZN 7S 
A XK A > ? 
SH NN AS 
Y Xx y Y 
có eS AN a 
a / / _b A 
Ni ye” 4 Nx 
/ Ax e”; ¿aa Y A PSN 
E NES A IAN 
y wo g Y + 
Fig. 4 Fig. 5 


loga para el cuadrado del volumen de un paralelepipedo en el espacio tridime- 
síonal, usando el determinante de tercer orden. 


$ 5. CONJUNTOS Y APLICACIONES 


En los dos parágrafos precedentes nos encontramos con conjuntos 
de elementos de distinta naturaleza, al igual que con las aplicaciones 
de cunjuntos. El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales dado, o la regla que coloca en correspondencia con cada 
matriz de segundo orden a su determinante, resultan sólo manifesta- 
ciones 'particulares de ese círculo de conceptos formales, cuyo cono- 
cimiento, aunque sea a un nivel intuitivo, es útil para el futuro. 

í. Conjuntos. Se entiende por conjunto una agrupación en un 
todo de objetos, denominados a su vez elementos del primero. Los 
conjuntos con un número finito de distintos elementos pueden ser 
circunscriptos por medio de una evidente enumeración de todos sus 
elementos, por lo común estos elementos se encierran entre llaves. 
Por ejemplo, (1, 2, 4, 8) es un conjunto de potencias de dos, ence- 
rradas entre 1 y 10. Como regla, el conjunto se designa con una letra 
mayúscula de algún. alfabeto, y sus elementos con letras minúsculas 
del mismo o de otro alfabeto. Para los conjuntos más importantes, 
se clar notaciones uniformes, que conviene observar. Así, las 
letras N, Z, QA, R correspondientemente significan conjuntos de 
los números positivos enteros (naturales), de todos los números 
enteros, de los números racionales, y de los números reales. Para 
un conjunto $ dado, le notación a € $ indica que a es un elemento 
perteneciente al conjunto S; en caso contrario se escribe a € $. 
Se dice que S es un subconjunto del conjunto 7 0 S — T (7 contiene 
a $), cuando tiene lugar la implicación | 


ES, VWe>zxE€T. 
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(Con respecto a las notaciones, véase la parte «al lector», pag. 13). 
Dos conjuntos S y 7 coinciden (o son iguales) si ambos contienen 
los mismos elementos. Simbólicamente: 


S=T=>ScT y TUS 


(=> significa «si y sólo si» o «atrae a ambos lados»). El conjunto 
vacio Y, que no contiene ningún elemento, por definición integra 
el número de subconjuntos de cualquier conjunto. Si $ < T, pero 
SED ySX+T, entonces $ es un subconjunto propio en 7. Para 
Ja distinción del subconjunto S — 7 frecuentemente usan alguna 
propiedad inherente sólo a los elementos de S. Por ejemplo, 


ínEZ |n =2m para algún meE€Zz) 
es el conjunto de todos los números enteros pares, y 
N =(nEZ |n >0) 


es el conjunto de los números naturales. 
Se entionde como intersección de dos conjuntos S y T, al conjunto 


SNT=fr]rE€8 y xzE7), 
y, por su unión (o reunión), al conjunto 
SUT =1ix]|]x€S o 2ZETPT). 


La intersección de S () T puede ser un conjunto vacío. Entonces 
se dice que $ y T son conjuntos disjuntos. Las operaciones de inter- 
sección y unión cumplen con las identidades del tipo 


RN(SUT=(RASU(R NT, 
RU(S NT) = (RUS) N(R UT), 


cuyas comprobaciones dejamos al lector en calidad de ejercicio. 
Los dibujos 


ayudarán a realizar los razonamientos sencillos requeridos. 

Se llama diferencia SXT de dos conjuntos S y T, al cúmulo de 
elementos de S, que no pertonecen a 7. Aquí, en general, no se 
supone que 77 <S. En lugar de Sx.7 se escribe también S — 7. 

Si T es un subconjunto en S, entonces el simbolo Sx 7 indica 
además suplemento de T en S. Haciendo R = Sx.T, tendremos: 
RNT=DB,RUT=S Prestemos atención a la correspondencia 


g 5] CONJUNTOS Y APLICACIONES 39 


entre las operaciones de intersección, unión, suplementación, y las 
uniones lógicas «y«, «0», «no». 

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. El par do elementos 
(z, y), con € X, y € Y, tomados en un orden dado, serán llamados 
par ordenado, considerando en este caso, que (2, y.) = (%a, Ya) 
si y sólo si, 1, = Za, Y, = Ya. Se llama producto ortogonal (o carte- 
siano) de dos conjuntos X e Y, al conjunto de todos los pares orde- 
nados (zx, y): 

Xx xY =((_, y) ]r€X, yEY). 


Sea, por ejemplo, el conjunto de todos los números reales R. Enton- 
ces, el cuadrado cartesiano R* = R X R, es simplemente el conjunto 
de todas las coordenadas cartesianas de los puntos en el plano respecto 
a los ejes de coordenadas dados. En forma análoga se podía haber 
definido el producto cartesiano X, X X,¿ X Xy de tres conjuntos 
(= (X, xX,) x X= X, x (X, x X5)), de cuatro, etc. Con X, = 
=X¿*=... =X) se oscribe abreviadamente X* =X Xx X X 
XXX... X X y se dice que es un conjunto X a la k-égima poten- 
cia cartesiana. Los elementos de X* son las sucesiones, o filas (x,, 
Lay - - -y Ta) de longitud k. 

Para sentir la diferencia entre los conjuntos X xXx Y y X UY, 
tomemos en calidad de X e Y conjuntos de potencia [finita (cardi- 


nales) 
|X | =Card X =nm, |Y | = Card Y =m. 
Entonces 


|IXXY |] =nm y |IXUY|=n+m-|X NY 1. 


Si esto no es claro, entonces es necesario releer todas las definiciones. 

2. Aplicaciones. El concepto de aplicaciones o funciones, juega 
un papel esencial en las matemáticas. Dados los conjuntos X o Y, 
la aplicación f con dominio de definición X y codominio de existencia Y , 
hace corresponder a cada elemento x € X, el elemento f(x) E Y, 
denotado también con los simbolos fx o f,. Cuando Y = X se habla 
también de la transformación f del conjunto X sobre sí mismo. Sim- 


bólicamente, la aplicación se escribe de forma f: X »Y o X se » 
Se llama imagen de la aplicación f, al conjunto de todos los ele- 
mentos de la forma f (x): 


Imf => (f (2) ]1€X) =1(X) cY. 
IM? =1r€X |f (7) = y) 


se llama preimagen del elemento y € Y. Más generalmento, para 
Y, CY, supongamos que 


f? (Yo) = (EX 1f (2) E Yo) = y f”* (y). 
Si y € Ys Im f, entonces, evidentemente, f7? (y) = (HD. 


El conjunto 
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La aplicación f: X —Y se llama exahustiva o sobreyectiva (apli- 
cación sobre), cuando Im f = Y; ella se llama inyectiva, cuando de 
Ax sigue f (1) /f (1). Finalmente, f: X >Y es bliyectiva 
o biunfívoca, cuando esta aplicación es al mismo tiempo sobreyectiva 
e inyectiva. 

La igualdad f = g de dos aplicacionos significa, por definición, 
que sus dominios correspondientes coinciden: X BE Vo Y 
además f (2) = g (+), Vr € X. La confrontación del «argumento» 
T, O sea del elemento x € X, con el significado f (1) € Y se adopta 
representarla por medio de una flecha limitada x —= f(2). 


Sea, por ejemplo, f un número de Fibonacci (véase el $ 4) de una magnitud 


n. La correspondencia rr» f, determina la aplicación N — RI, que no es sobreyec- 


tiva, lo que resulta evidente, ni inyectiva, por cuanto f, = fa = 1. Si Ry 
es el conjunto de los números reales positivos, entonces las aplicaciones fR—R, 
EE>R¿,h: Rh —>K,, definidas por una misma regla z+»-» x?, son todas 
dijerentes: f no es ni sobreyectiva ni inyectiva; g es sobreyectiva pero no inyec- 
tiva; y la aplicación h es biyectiva. De este modo, todo lo concernionte al domi- 
nio de definición y al codominio de valores (o de existencia), es una parte esencial 
en la determinación de la aplicación (función). 


Se denomina aplicación unidad (o idéntica) e,: YX —X la que tras- 
lada cada elemento z € X sobre sí mismo. Si X es un subconjunto 
en Y: X CY, entonces a veces resulta útil una aplicación especial, 
la inclusión I: X — Y, que asocia a cada elemento € X el mismo 
elemento, pero ya en el conjunto Y. La aplicación f: X —Y se 
llama estrechamiento (o restricción o limitación) de Ja aplicación 
e: XX —Y”, cuando X <X”, Y CY” y f(a4)=g8 (2), Ve X. 
A su vez g se llama prolongación de la aplicación f. Por ejemplo, la 
inclusión /: X —= Y es limitación de la aplicación unidad e,: Y —>Y. 

Tendremos oportunidad también de referirnos a funciones de 
muchas variables. Es útil aclararse a sí mismo, que el concepto 
arriba introducido de potencia cartesiana X” del conjunto X permite 
hablar acerca de la función f (%,, .. ., Tn) de múltiples variables 
Zi E ¿=1,..., n,como si fuera una aplicación común f: X” = 
«Y . 

Producto (superposición o composición) de dos aplicaciones 
E: U>Vyf: V— VW se llama la aplicación fog: U —>W, definida 
por las condiciones 


(fog) (u) =7 (g (u)), Vu € U. 


Jo mismo, claramente, se muestra en el diagrama triangular 


LA 
NX 
1 
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De este diagrama se dice, que econmuta» (o es conmutativo), o sea, 
que el resultado del paso desde E hacia W no depende si Jo damos 
directamento, con ayuda de f e g, o utilizamos la etapa intermedia V. 
Obsérvese que la composición no está definida para cualesquiera 
aplicaciones f y £. Es necesario que en las notaciones anteriores, el 
conjunto V fuese común a ambas. Pero la composición de dos trans- 
formaciones del conjunto X en sí mismo, siempre tiene sentido. 

En adelante, en lugar de fog escribiremos sencillamente g. 


lis claro que 
fix =f, ey =f 


para cualquier aplicación f: X —Y. La prueba de esta propiedad 
es evidente. 

A una importante propiedad de la composición (producto) de 
una aplicación, se refiere el siguiente 

TEOREMA 1. La composición de aplicaciones obedece a la ley de 
asociatividad. Esto significa que, sih: U —>V, g: YV—>W,jf: W> 
=> XT, son tres aplicaciones, entonces 


f (gn) = (fe) h. 


DEMOSTRACION. Visualmente, todos los razonamientos necesarios 
están contenidos en el diagrama siguiente: 


donde a = gh, $ = fg. En correspondencia con la definición forma) 
de igualdad de aplicaciones, sólo es necesario comparar los valores 
de las aplicaciones f (gh): U >T y (8) h: U —%f en un «punto» 
cualquiera u € UY. Pero, de acuerdo con la definición de composición 
de aplicaciones, tenemos 


(Y (eh) u —= $ ((gh) u) = f (£ (hu) = (18) (hu) = ((f8) h) u. Y 


La composición de las aplicaciones X — X, en general, no es con- 
mutativa, o sea fg * gf. Resulta fácil convencerse de esto en el 
ejemplo, cuando X = (a, b) es un conjunto de dos elementos, 
fía) =b, $ (b) = a, g (a) = a, g (b) = a. Otro ejemplo: f y g 
son aplicaciones constantes de X en X,o sea, los valores de f (x) 
y eg (z) no dependen de x. Entonces f + g => f/g Y 8]. 

Algunas funciones tienen inversas. Supongamos que f: XA —Y 
y £: Y >X son dos aplicaciones tales, que Jas composiciones fg 
y gf están determinadas. Si /g = ey, entonces f se Jlama incersa por 
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la izquierda respecto a £, y g es inversa por la derecha respecto a f. 
Cuando el producto, en cualquier orden que se lo realice, da como 
resultado una aplicación idéntica: 


lg = ty, By =€x, (1) 


entonces g se llama aplicación inversa hacia ambos lados (o simple- 
mente inversa) para f, o con respecto a f (y f es aplicación inversa 
respecto a £), y se designa con el símbolo f7?. Y bien, f (u) = y => 
<= f/f (0) = u. 
Suponiendo también la existencia de otra aplicación g': Y > X 
para la cual 
lg" =ey, Ef =€x, (15 


basándonos en las igualdades de (1) y (1) y en el teorema 1, obte- 
nemos 
ge =ex8l = (8) el = 8 (f8) = 8ty =£. 


De este modo, la aplicación inversa para ambos lados respecto a f 
si es que existe, está determinada unívocamente. Esto sirve para 
convalidar la notación 77? 

TEOREMA 2. La aplicación f: X — Y tiene inversa si, y sólo st, 

es recíprocamente unívoca (biyectiva). 

LA DEMOSTRACION de este teorema se basa en el lema siguiente, 
que tiene un interés particular. 

LEMA. Sif: X »Y, g: Y —X son dos aplicaciones cualesquiera, 
para las cuales gf = ex, entonces f es inyectiva, y g es sobreyectiva. 

De hecho, sea x, 2" € X y f (12) =f (2). Entonces x == ex (1) = 
= (8) x= 8 (f1d = € (11) = (ef 1" =€x (a) = 2. Por lo visto 
f es inyectiva. Si, de seguido, x es un elemento cualquiera de X, 
entonces = =€x (1) = (gf) x = £ (fx), y esto demuestra la so- 
breyectividad de g. 

Volviendo al teorema 2, supongamos, al principio, que f tiene 
inversa g = f”!. Entonces, de las igualdades (1) y del lema se deduce 
tanto la sobreyectividad, como la inyectividad de f. En otras 
palabras, f es biyectiva. Por el contrario, suponiendo a f biyectiva, 
encontraremos para cualquier y € Y un único elemento € X, 
para el cual f (2) = y. Haciendo g (y) = z, definimos la aplicación 
g: Y — X, que tiene las propiedades de (1). Significa, quef”” = g. 

COROLARIO. De la biyectividad de la aplicación f: X — Y se deduce 
la biyectividad de f”*, además 


EN? =1f (2) 


Sea, después, f: X —Y,h: Y > un par de aplicaciones biyectivas. 
Entonces también será biiyectiva su composición hf, además 


(h =d.= FURL (3) 
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DEMOSTRACION. De acuerdo al teorema 2, la biyectividad do f 
trae aparejada la existencia de f”*, que, en virtud del mismo teo- 
rema, equivale a la biyectividad de /7?. La simetría de las condicio- 
nes de (1) reescritas de la forma ff"? = ey, f7*f = ex. da la igual- 
dad (2). Siguiendo, de acuerdo a las condiciones y ul teorema 2, 
existen las aplicaciones f7*: Y >X,%7!: Z —>Y y su composición 
7h: Z > X. De las igualdades 


(Af) (122) = (RA $7) hh? = (h ())h* = hh" =ez, 
(UMD (Af) = 1 (> (Rf) =$ (RA) Y) = ff = ex 
se deduce, que g”!h”! es la aplicación inversa con respecto a hf. [PP 
La aplicación «de seguimiento» 0: ÑN —=N, definida por la 
regla o (rn) = n + 1, es inyectiva, pero no sobreyectiva, por cuanto 
el primer elemento (la unidad) no pertenece a la Im o. Es intere- 
sante el hecho de que, para los conjuntos finitos, una situación 
semejante es imposible. 
TEOREMA $3. Si X es un conjunto finito, y la transformación f: X — 
=>X es inyectiva, entonces ésta es biyectiva. 
DEMOSTRACION. Es sólo necesario mostrar, que f es sobre yectiva, 
o sea, que para cualquier elemento x € X se halla un x' con f (2) = 
= . Hagamos 


POD=I0...(0.-.)=f(0 0, k=0,1,2, ... 


En virtud que X es finito, en esta sucesión de elementos doberá haber 
repeticiones. Sea, digamos, f” (1) = f” (2), m > n. Si r > 0 enton- 
ces, de f ($772) = f (fx) y de la inyectividad de f, sigue la igual- 
dad f(x) = /""! (2). Repitiendo un número suficiente de veces 
la reducción de f, llegaremos al elemento x* = f"-*-* (x%) con la 
propiedad requerida: f (2') = z. 

Como es fácil de compronder, la transformación sobreyectiva de 
un conjunto finito en sí mismo, es también biyectiva. 

Algunas palabras sobre potencia. Se considera que dos conjuntos 
X e Y tienen igual potencia si, y sólo si, existe una aplicación biyec- 
tiva f: X —Y. Los conjuntos de la misma potencia que N (o Z.), 
se Jlaman conjuntos numerables. 


EJRECICIOS 


1. Sea Q= (+, =. ++, +=, =>, =—, +++, .-.-) el conjunto 
de todas las sucesiones de «más» y «menos», y f: Q — Q una transformación, 
que traslada el elemento w = 0,07 ...0,€ 2 0 = 010/0303 ... 070, 
donde 0, =—, 8 04 = +, Y 04 = +, si 4 = —. Mostrar que en / (f0) 
cualquier a e longitud > 4 contiene ++01——. 

. ¿Tendrá la aplicación f: Y — NN, dadu de acuordo a la rogla nr — n?, 
inversa q la derecha? Indicar para f dos aplicaciones inversas pur la izquierda. 

3. Senan f: X > Y una aplicación y S, 7 dos subconjuntos en Y. Mostrar 
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que 
FS UT) =J(S) UF(M, f(S NTIDÍ(ÍS) N/ 17). 


Dar un ejemplo que muestro que la última inclusión no se puede, en general, 
sustituir por una igualdad. 

4. El simbolo 4 ($) = (7 | 7 <S) designa al conjunto de tados los 
subconjuntos de $. Si, por ejemplo, S = (s,, sz, » - - sn) es un conjunto finito 
de n elementos, entonces Y (S) está compuesto por el conjunto vacío Y, por 
n conjuntos de un elemento (s,), ([s2), ..., (sn ) Por n (n — 1)/2 conjuntos 
Le sl1<1<j3< mn) y así sucesivamente, hasta 7 = $. ¿Cuál es la potencia 

c] conjunto .” (S)? 
5. Sea una uplicación f: X — Y, y b= f (a) para cierto 4€ X, A la 


preimagen 
1 (6) = 1 Y (0) = (z1/ (2) = / (0), 


a veces la llaman también estrato sobre el clemento b € Im f/. Demostrar, que 
todo el conjunto X es resultado de la unión de estratos no intersecados (parti- 
ción del conjunto X). Advertencia: el símbolo f-2 (b) no se debe asociar con la 
aplicación inversa, que puede no existir. 

6. Mostrar gue la potencia (grado) cartesiana de un conjunto par, es un 
conjunto numecrablo. 

7 


AR El símbolo S A 7 significa la diferencia simétrica de dos conjuntos 
y T: 


SAT=(8xXT7)U(INMS). 


Mostrar que 


SAT=(S 1: DN (S p 7). 


$ 6. RELACIONES DE EQUIVALENCIA, 
FACTORIZACIONES DE LAS APLICACIONES 


La equivalencia de sistemas de ecuaciones lineales fue formu- 
lada en el $ 3, y sugiere considerar este concepto en un plano general, 
sobre todo siendo que las equivalencias de distintos tipos se usan 
con significados diversos, tanto en los razonamientos lógicos, como 
en la vida diarju. 

1. Relaciones binarias. Para dos conjuntos cualesquiera X e Y 
cualquier subconjunto OC X Xx Y se denomina relación binaria 
entre X e Y (o sencillamente on X, si Y = X). Pera el par ordenado 
(2, y) € O se usa el símbolo rOy y se dice, que x se encuentra en 
relación O respecto a y. Esto es cómodo, por cuanto, por ejemplo, el 
ordenamiento «<<» en el conjunto de los números reales R es una 
relación binaria en R, compuesta de todos los puntos del plano R?, 
que se encuentran por encima de la recta z — y = 0 (véaso la fig. 6); 
La voluminosa inclusión 


(x, y £€0(0 =<) 
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es sustituida por la habitual desigualdad x < y. 
A cada función f: X —Y se le confronta su gráfica, el subcon- 


junto 
PD) =((,y91r6X, y=f(1)) cX xY, 


que indica la relación ontre X o Y. El estudio de las gráficas de las 
funciones R ->*3 cn R?, es parte del curso de análisis matemático. 
Se comprende, que no cada relación O puede servir de gráfica de 


Fig.6 


alguna aplicación X Y. La condición necesaria y suficiente se 
reduce a que, a cada E X responda exactamente un clemento 
y con rOy. Las X e Y dadas, así como las gráficas T (f) reconsti- 
tuyon a f. 

2. Relación de equivalencia. La relación binaria —en X se llama 
relación de equivalencia, si para toda z, z”, 2” € X se cumplen las 
condiciones: 

(i) z — x (reflexividad),; 

(ii) 1: 2 =>: zu (simetría); 

(1) zo, y 3 =>ux—«x (transitividad). 

La escritura a += b expresa la negación de Ja equivalencia entre 
los elementos a, b€ X. 

El subconjunto _ 

z=i EX Jo oxcX 
de todos los elementos equivalentes a un x dado, se donomina clase 
de equivalencia contenedora de z. 


Como z e z (ver (i)), entonces, efectivamente z € z. Cualquier 
elemento x” € z se llama representante do la clase z. 
Es justa la afirmación siguiente. 

El conjunto de clases de equivalencia en la relación — es partición 
del conjunto X en el sentido que X es la unión de subconjuntos disjun- 
tos (osta partición se puede designar con el símbolo — x (X)). 


De hecho, como z€ zx, entonces X = | z. Segmmidamente, la 
xEX 


claso zx se determina unívocamente por medio de cualquiera de 
sús reprosontantes, 0 sea, z =x'<>z7 “zx. De un lado x — 2 
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yr Er>icai>ror>r ¿=>oica.Pero zorro 
— x (véase (ii)). Por eso, también se cumple la inclusión inversa 
er O se,  =2. Por otro lado: tal como x € z entonces 
I=i>IE >Io“T. 

Si ahora 2' N1"40DyzEx f]2", entonces yz a, 
de donde, debido a la transitividad (iii) tenemos 2" = 1" y Y = zx. 
O sea, las distintas clases no se intersecan. a 


Sea IU = 1? un plano real con un sistema de coordenadas rectangularos 
(cartesiiwnas). 

Tomando como propiedad de — la perienencia de los puntos P, P' € II 
a una recta horizontal, obtenemos, evidentemente, una relación de equivalencia 


Fig. 7 Fig. 8 


con clases de reutas horizontales (fig. 7). Las hipérbolas Tp (fig. 8) del tipo 
zy =p > 0, doterminan la relación de equivalencia en el campo IL, —Il 
de los puntos P (zx, y) con coordenadas x > 0, y > 0. Estos ejemplos one 
tricos, muestran en forma clara, que es cierta la siguiente afirmación. 


Si se tiene alguna partición n (X) del conjunto X en subconjuntos 
disjuntos C., entonces, los C, serán clases de equivalencia por alguna 
relación de equivalencia —. 

De hecho, según la condición cada elemento z € X ostá exacta- 
mente contenido en un subcojunto C,¿. Es suficiente considerar 
zx si, y sólo si, z y x” pertenecen a un mismo subconjunto C 4. 
Evidentemente, la relación — es reflexiva, simétrica y transitiva, 
o sea, es relación de equivalencia. Seguidamente, rEC¿>x=C.a, 
por cuanto por definición de — tenemos la inclusión r <C o, y lg 
< z se deduce de que distintos C, no se intersecan de dos en dos. 
Por lo visto, 1 (X) = zx. (A). 

3. Factorización de las aplicaciones. En vista de la corresponden- 
cia mutuamonte unívoca, establecida arriba, entre las relaciones de 
equivalencia y las particiones del conjunto X; es usual designar 
con el símbolo X/ —, y llamar conjunto cociente $ respecto a — (o en 
relación a —), a la partición que cumple la relación de equivalen- 
cia ——. La aplicación sobreyectiva 


p:i>p(1)=:2 (1) 
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se llama aplicación natural (o proyección canónica) de X en el con- 
junto cociente X/—. 
Sean X e Y dos conjuntos y f: X — Y una apjicación. La rela- 
ción binaria O,;: 
0 => f (2), f (2) Vx, xr eX, 


evidentemente, es reflexiva (f(x) = f (2)), simétrica (f(x) = 
=7/(0)>$(2) =$ (2) y transitiva (f() =J(0) y 7(0)= 
=f(2) >] (1) = f (2")). De este modo, O, es una relación de 
equivalencia en X. Las clases correspondientes de equivalencia zx 
son estratos (preimágenos) en el sentido del ejercicio 5 del $ 5. En 


otras palabras, _ 
= (0 |f() =/ (0). 


La aplicación f: X —Y induce la aplicación f: X/0, >—Y, 
definida por la regla 7 
f (1) =/ (2), (2) 


fp (z) =f (2), (21) 
donde p es la aplicación natural (1). Como z = 2' <>] (1) = 1 (27), 
entonces la relación (2), que prefija f, no depende de la elección del 
representante x de la clase x. En tales casos se dice que la definición f 


XA 


es cierta o correcta. El diagrama conmutativo describe claramente la 
factorización (descomposición) 

=p (3) 
de la aplicación f en el producto de la aplicación sobreyectiva p 
por la aplicación inyectiva 7. La inyectividad de f se deduce de que, 

Ty) = fi) =—/ (1) =/() == = e. 

La biyectividad de f equivale a la sobreyectividad de f. Observemos, 
que si f': X/O, >Y os otra aplicación, para la cual se cumple la 
relación (3): f'p =f, entonces, de f(x) =f' (pa) = fp ») <= 
= f (1) = f (2) (véase (2)), sigue de hecho Ja igualdad f” = f. Por 


lo visto, la aplicación f, que hace conmutativo al diagrama trian- 
gular indicado arriba, es única. 


Oo, lo que es lo mismo, 
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4. Conjuntos ordenados. Se llama ordenación del conjunto X 
(u orden en X), la relación binatia < en X, que tiene las propiedades 
de reflexión (z< 2), antisimetriía (sí r<y e y <zx, entonces 
zx = y) y transitividad (si r < y e y < z, onlonces » < 2). Cuando 
r<yyzxX+yse oseribe « < y. En lugar de x < y se usa también 
la notación y > x. El par de elementos x, 2” € X puede no encon- 
trarse en rolación <. Sin embargo, si z X 2 0x1 Xz para cada 


Fig, 9 


par do elementos de X, entonces X se denomina conjunto linealmente 
ordenado (o conjunto completamente ordenado, cadena, etc.). En un 
caso general se hace referencia a un orden parcial en X. 

El conjunto X = F ($) de los subconjuntos del conjunto $ 
(véase el ejercicio 4 del $ 5) con relaciones comunes de inclusión 
R <T entre los subconjuntos, y también el conjunto N de núme- 
ros naturales con la relación d | n (n se divide por d), son ejemplos 
de conjuntos parcialmente ordenados. 

Sea X un conjunto parcialmente ordenado cualquiera, - e y 
sus elementos. Se dice, que y cubre a x, six < y y no existe ningún 
tal que r << y. En caso que Card X < 00, z< y si, y sólo si, 
se halla una sucesión de elementos * = Z,, La, ++. .) Tar) Tn =Y)» 
en la cual x;+, cubre a z, (en otras palabras: esta es también la con- 
dición necesaria para que x e y sean comparables). El concepto de 
cobertura es cómodo para la representación de un conjunto finito 
parcialmente ordenado X, por un diagrama plano. Los elementos 
del conjunto X se representan con puntos. Si y cubre a x, entonces 
y se coloca por encima de zx, y x se une con y por medio de un seg- 
mento de recta. Ln comparabilidad entro y y z se indica por una línoa 
quebrada sen descenso», que uno a y con zx, pudiendo haber varias 
líneas quebradas. Las x e y no comparables no se unen. En dos de Jos 
diagramas presentados (véase la fig. 9) se han trazado «segmentos» 
de la série natural dlo números y ol conjunto <F (fa, db, c)) (Ñ es un 
conjunto natural Jinealmente ordenado, y el ordenamiento en $ (S) 
fue inteoducido antes). 

Se llama elemento mayor nr, de un conjunto parcialmenie orde- 
nado Nan € X Lal que y X< n para todo z € X: y elemento máximo 
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m € X, al que, cumpliendo con m<XÚ 12€ X, hace z = mM. 1] ele- 
mento mayor es siempre máximo, pero no viceversa. Puede haber 
muchos elementos máximos, pero el elemento mayor, si existe, está 
determinado univocamente. Las mismas observaciones se refieren 
a los elementos menor y mínimo, En Ja fig. 9, los dos dingramas de la 
izquierda tienen elementos mayor y menor. Én el diagrama de la 
derecha hay tres elementos máximos, un menor, pero no existe ele- 
mento mayor. 

La teoría de los sistemas algebraicos parcialmente ordenados 
(álgebra de Boole, retículos), saturada de resultados sustanciales, 
ocupa un lugar importante en el álgebra, pero no tenemos posibili- 
dades de referirnos a ella. Este parágrafo persigue un fin modesto: 
presentar al lector otra relación binaria natural, y darle una idea 
acerca de Jos diagramas, que ayudarán en el futuro a comprender 
la posición mutua de los subgrupos en los grupos o, digamos, la 
disposición de los subcampos en los campos, 


EJERCICIOS 


1. Mostrar, que el conjunto cociente RY-— que so obtiene del dibujo goo- 
métrico de la fig. 7, y cualquier recta ¿, que corta al ojo Oz, so encuentran en 
correspondencia biyectiva. 


2. Hacer P (zx, 1) — P (2*, y”) para los puntos de coordonadas reales del 
plano R3 exactamente, cuando -" —x€Z 0 y —yE€Z. 


axe come | le 


Fig, 10 


Demostrar, que — es relación do equivalencia y que el conjunto cociente 
RI geométricamente se ilustra por los puntos an el torso (superficies de «con- 
torno»; véase la fig. 10). 

3. Mostrar que los conjuntos de dos, tres y cuatro olomentos, tienen, respec- 
tivamente, 2, 5 y 15 conjuntos cocientes distintos. 

4. Sea — una relación de equivalencia en el conjunto X, y f: X -» Y una 
aplicación para la que xz — 2" => f (2)= f(x). Mostrar que esta condición 
de compatibilidad de f con — (más débil que la considerada en el punto 2) per- 


mite determinar correctamente la aplicación inducida f: 2 —] (2), de X/- 


en Y, que lleva a la factorización / =f P, pero f ya no scrá necesariamente 
inyectiva. ¿A qué se reduce la condición de inyoctividad de /? 

5. Trazar los diagramas de los conjuntos parcialmente ordenados: 
1) P (([a, b, e, dY); 2) conjunto do todos los divisores del número entero 24 
(las relaciones de ordenamiento están indicadas cn el texto). 


£$-—0392 
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$ 7. PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


Se considera que nos es conocido el conjunto Ñ = (1, 2, 3, ...) 
de todas los números naturales (enteros positivos). De hecho, como 
punto de partida para el estudio de N sirve la axiomática de Peano 
(1858 —1932). De sus tres axiomas (que no exponemos) surgen las 
propiedades de suma, multiplicación y ordenamiento lineal (véase 
el punto 4 del $ 6) de los números naturales o, más exactamente, 
del sistema N U (0). En particular, se «demuestra esta afirmación 
que es intuitivamente clara: en cada conjunto no vacto S CN hay 
un elemento menor, o sea, un número natural s€ S más pequeño 
que los demás números en S. Teniendo en cuenta esta afirmación 
de los axiomas de Peano se extrae el siguiente 

PRINCIPIO DE INDUCCIÓN. Supongamos, que para cada n E N tene- 
mos alguna afirmación M (n). Supongamos también que disponemos 
de una regla que nos permite establecer la veracidad de M (l) para un Il 
dado, con la condición de que M (k) es cierta para todo k < 1 (en parti- 
cular se sobreentiende que podemos verificar la veracidad de M (1). 
Entonces, M (n) es cierto para todo n EN. 

De hocho, admitamos que el subconjunto 


S =(s]sEN, M (s) inexacto) <N 


no es vacío. De acuerdo a lo antedicho, S contiene al elemento 
menor sy. Entonces, la afirmación Af (sp) es falsa, y AT (s) es verda- 
dera para cada s < sp. éslo, sin embargo, contradice nuestra supuesta 
capacidad para demostrar la veracidad de M (s,). 

No es éste el Ingar para una discusión profunda del principio 
de inducción matemática. Nos )imitaremos a observar que el refleja, 
por así decir, la esencia de la serie natural, y el conocimiento de 
esta última no conduce a algo quo sea fundamentalmente más sen- 
cillo. 

Cabe prestar atención a otra circunstancia más. Precisamente, 
un momento indispensable en la «demostración por el método de 
inducción completa», resulta el establecimiento de la base de la 
inducción, o sea, la comprobación de que la propiedad o la afirma- 
ción es cumplida para rn pequeños, Sin esta comprobación se puede 
llegar a conclusiones arbitrarias del tipo «todos los estudiantes son 
de igual estatura». Veamos el razonamiento. El conjunto vacío de 
estudiantes y ej conjunto de un estudiante aparte tienen esta pro- 
piedad. Formulamos el presupuesto de inducción, que esta propied ad 
la tiene cualquier conjunto de <n estudiantes. lin el conjunto de 
rn + 1 estudiantes, los primeros 7 y los últimos rn son de igual esta- 
tura por presupuesto de inducción. Estos conjuntos se intersecan con 
el subconjunto de n — 1 estudiantes, también de igual estatura. 
Esto significa que todos los n + 1 estudiantes son de igual estatura. 
De hecho, la primera afirmación de contenido se refería a un con- 
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junto de cualesquiera dos estudiantes, pero aquí precisamente resulta 
esto falso. ¿Qué longitud debe tener la fundamentación (la base) de 
la inducción? Frecuentemente esto queda claro de la demostración. 
En nuestro ejemplo elemental, lo importante es la condición de 
que la intersección de dos conjuntos no resulte un conjunto vacío, 
o sea, el cumplimiento de la desigualdad r — 1 >1, de donde 
n>d2. 

En situaciones más complejas, en especial cuando hay que definir 
o construir un objeto por inducción, con ayuda de relaciones de 
recurrencia (como nos proponemos construir determinantes de las 
matrices, en el capítulo 3), hay que prestar especial atención a la 
base de la inducción. Por otra parte, no se puede caer en el otro extre- 
mo: convencidos de la veracidad de M (k) para todos los k de un seg- 
mento suficieniemente largo 1 X< k < l de la serie natural, concluir 
sin fundamento la veracidad de 2*M (2) para todo n € N (lo que es, 
la denominada inducción incompleta). 


He aquí dos ejemplos desalentadores. 


1. P. Fermat suponía que todos los números del tipo F, = 27% + 4, 
n=0, 1, ... (números de Fermat) eran pos Los primeros cinco números 
de Fermat son primos, pero para F¿ Euler halló la descomposición F,= 
== 4 294 967 297 = 641-6 700 417. Los esfuerzos actuales para obtener, con 
ayuda de las noviísimas computadoras, aunque sea sólo un nuevo número de 
Fermat, hasta ahora no han tenido éxito. Uno de los últimos «progresos» en 
este sentido, ba sido la comprobación de que Faz se divide por 5-21947 + 4, 

2. La investigación de los númoros del tipo n*?— n + 41 cuando n = 
=41, 2, ..., 40 (o sea, del polinomio propuesto por Euler), es capaz de bacer- 
Dos pensar que estos números son primos para cualquier n (acerca de los números 
primos véase $ 8). Sin embargo, 41%? — 414 41 = 412. 

Ejemplos de este género, pueden brindarse en cantidad. 


En los razonamientos por inducción, a veces Jo más importante 
es darle la forma debida a la afirmación que se demuestra. Suponga- 
mos que hay que hallar la suma 

plo) =*P+F+24R+B8BS+...+ (nin k=4,2,3. 
El problema se facilita considerablemente, cuando a Ud. le dicen 
que la presunta respuesta está contenida en las expresiones: 


1 4 1 py y 
O AN IT A A 


Si bien a p, (nr) no es difícil llegar a pensarlo (lo que hizo Gauss 
a temprana edad), las formas p. (n) y py (n) ya no son tan triviales, 
y la relación 


ps, (n) + p, (n)=2 EAT 


en general habría que haberla buscado por algún plan determinado. 
En el caso dado, se puede indicar este plan, pero no es ésta la cuestión. 


4» 


52 FUENTES DEL ALGEBRA [CAP. 1 


Para la fundamentación de todas las relaciones indicadas arriba, 
es necesario realizar el paso de inducción de na n + 1 por cálculos 
directos. Dejamos esto al lector, en calidad de ejercicio útil. 

A propósito, en éste ejercicio sirve la denominada fórmula bino- 
mial 


ada arto (ar. 09. (1) 


Aquí a y b son números arbitrarios, y el coeficiente binomial (7) 
del término e”-"»* tiene la forma 
n ) ni nin—t) ... (n—k-1) (2) 


kx) Tia E(k=1) -..2:1 * 
Es útil complotar (2) con la convención de que O! = 4 y de que 
(7) = 0 cuando k < 0. Observemos lambién que, 


(124) =(%) 


(propiedad de simetría de los coeficientes binomiales). 

La fórmula (1) os cierta para rn = 1, 2, evidentemente, y noso- 
tros demostraremos por inducción que os cierta para n. Contando con 
su legitimidad para todos los índices <a, multiplicamos ambas par- 
tes de la relación (1) por a + b, Obtenemos 


(a + b)"*1 =(a + b)” (a + b) = 
arab) (Jaro (ad) +0" (a+b)= 
es aria + oa) ar+2ahpia1 y oy) grip y 


A 


La reducción de los miembros semejantes muestra que, el coeficiente 
del término ar+ AB? será 


n R nl nl 
(yl k ) = EMO FDO RRA 
n! t 1 
"=D —=RHT Ln—k+1 ++]= 


ae nl ] n+1 _ n=) 1)! n+1 

DS" Ra=k+1) Ma +1—A)] e ( k E 
o sea, un coeficiente binomial del tipo (2) con el índico superior 
aumentado en una unidad. Por eso mismo, la veracidad de la fór- 


mula (1) queda demostrada para todo n E N. 
Si se escribe 


(a + bd)" =(a + bD(a+ b)... (a + b), 
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adjudicando a cada factor del segundo miembro, números de 1 a n, 
y examinar aquellos subconjuntos de números 1X<X << L£<... 
...<tX<n, que al ser multiplicados responden ul término 


.. rn 
ar", entonces llegaremos a la conclusión, que (7) no es otra 


cosa que el número de todos los subconjuntos de potencia k, de un con- 
n 


junto de n elementos. El número, un poco pasado de moda, Ch, = (7) 
de combinaciones de nr sobre k, en esencia expresa lo mismo. 

En particular, la potencia del conjunto PY (fs,, . . ., Sn)) (véase 
el ejercicio 4 del $ 5) es igual a(o)+(7)+ o +(," ) + 


rn—1 
+(7) . Pero, suponiendo que a = b=1 en Ja fórmula (1), obtene- 


mos 

n=(” n r n (a 

Poo) +(1)+(2)+-+(,21)+(2)- 
De este modo, Card F ((8,, S2r . . -, Sn) = 2. 

La demostración de un teorema o la construcción do un objeto, a veces es 
cómodo hacerlas apoyándose en formas más complejas de inducción. Por ejemplo, 
el principio de «inducción dobles» consiste en lo siguiente: sea que dos números 
naturales cualesquiera m y n responden a alguna afirmación Y (m, n), y al mismo 
tiempo: (i) Y (m, 1) y Y (1, n) se cumplen para todos los m y n; (ii) ai Y (k — 1, 1) 
e Y (X, ! — 1) son ciertas, entonces Y (*, 1) también es cierta (equivalentemente: 
(ii si Y (X”, 1") es cierta para todos los x**<kXk, Y <! K+U<kRE5+l, 
entonces Y (%, !) es también cierta). Entonces, la afirmación Y (m, n) es cierta 
para todos los púmeros naturales m y n. 


$ 8. ARITMÉTICA DE NÚMEROS ENTEROS 


Es tarea de este parágrafo la suscinta descripción de las propie- 
dades más sencillas de divisibilidad de los números enteros, a las 
que, por distintos motivos, resultará cómodo hacer referencia más 
adelante. En el capítulo 3 se expondrán hechos complementarios, 
debido a que )a teoría de Ja divisibilidad se Jleva a un sistema alge- 
braico más general. 

í. Teorema fundamental de la aritmética. El número entero s 
se llama divisor (o multiplicador) del número entero n, si n = st 
para algún t€ Z. A su vez, n se llama múltiplo de s. La divisibili- 
dad de r por s se indica con el símbolo s | », y a la indivisibilidad 
con el símbolo st r.t La divisibilidad es una relación transitiva 
en Z. Si, sucesivamente m|n y n | m, entonces n = -+m, y los 
números enteros m y n se llaman asociados, El número entero p, 
cuyos únicos divisores son los números +p, +1 (divisores incompa- 
tibles), se llama primo. Habitualmente, en calidad de primos, se 
toman los números primos positivos >/1. 

El rol fundamental de los números primos es puesto en claro por 
el denominado 
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TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA. Cada número entero 
positivo n —= 1 puede ser escrito en forma de un producto de números 
primos: n= PP . - + Ps. Esta escritura es única con exactitud hasta 
el orden de los multiplicadores. 

Uniendo multiplicadores primos iguales y modificando sus 
notaciones, obtenemos una expresión de n de forma n = phptr... 
cp, eí>0,1<1i<k. Para cualquier número racional a 
= n/m € Q tiene lugar una descomposición análoga, pero con expo- 
nentes e; tanto positivos como negativos. Observemos, que el con- 
junto 


P=(2,3,5,7, 11,13, ... 


de todos los números primos, es infinito (teorema de Euclides). Por 
cierto, si súlo existiera una cantidad finita de números primos, 
digamos Pi, Par - + «» P:, entonces, de acuerdo al teorema funda- 
mental, el número c = pipa -.. pp F 1 sería divisible, por lo 
menos, por uno de los p;. Sin limitación de comunidad consideramos 
ac = p,c”. Entonces, p (c” = pz .- . pi) = 1, y esto es imposible, 
por cuanto en Z divisores de la unidad son solamente +1.  [P 


La demostración del teorema fundamental se pospone hasta el cap. 5. 
A primera vista, en general no hace falta demostrarlo, por lo evidente que parece. 
Entretanto, aun cuando se trata de las propiedades multiplicativas (propiedades 
divisivas) de los námeros enteros, no se puede domostrar el teorema principal 
sin efectuar a un mismo tiempo operaciones de multiplicación y do suma en Z. 
En calidad ilustrativa de osta afirmación, examinemos en N al subconjunto 
S= (4k+411|4=0, 1, 2, ...). El escerrado respecto al producto: (4k, 4-1) x 
X (4k2 + 1) = 4ky + 1. Por inducción, sobre nr € $, no es diflcil establecer la 
existencia de una descomposición (primera parte del teorema fundamonLa]) 
n= Gs. . q1. donde q, son elementos de S que ya no pueden ser descompuestos. 
Los denominamos números cuasiprimos. Escribamos algunos de estos números: 
5, 9, 13, 17, 21, 49. La segunda parte del teorema fundamental para el sistema S 
no es cierta, por cuanto, por ejemplo, el número 441 € S tiene dos descomposi- 
ciones esencialmente distintas en productos de números cunsiprimos! 


441 = 9-49 = 2112, 


2. M.c.d. y m.cm. en Z. Dos números enteros cualesquiera 
n y m, pueden escribirse en forma de producto de los mismos números 
primos 


n= EPZ1P3* +... pr, m=Hplipls... per, 


si se acuerda en admitir a los exponenles nulos (como siempro con- 
siderando a p? = 1). Pongamos en consideración dos números enteros 


N y 6 
m.c.d. (2, Mm)== pBpY... p,", m.c.m. (n,n)=plp8: ... pA, 


(1) 
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donde v¿ = min (%%;, Pu), 61 = max (as, Bi): =1,2, .. ., *. Como 
din>d=x+p" ... pr, 0<0a<a,, entonces, de las relaciones 
determinantes (1) se deducen las siguientes afirmaciones: 

(i) m.c.d. (n, m) | n, m.c.d. (2, m) ] m, y sid]|n, d | m, enton- 
ces d | m.c.d. (n, m). 

(1) n | m.c.m. (2, m), m|m.c.m. (2, m), y si nu, m]u, 
entonces m.c.m. (2, m) | u. 
Las propiedades (i) y (ii) justifican la simbolización reducida del 
máximo común divisor (m.c.d.) y del mínimo común múltiplo 
(m.c.m.) de los números enteros n, m. Para n > 0, m > 0 se cumple 
la relación 

m.c.d. (n, mj-m.c.d. (n, m) = nm. (2) 


Los números enteros nr, m se llaman primos entre sí, cuando 
m.c.d. (n, m) = 1. En esle caso, la relación (2) toma la forma 
m.c.d. (n, m) = nm. 

3. Algoritmo de división en Z. Dados a, b€ Z, b>>0, siempre 
se hallarán q, r€T. tales que, 


a=bq+r, O<r<b 


(si considerar sólo los b 340, entonces se cumplirá la desigualdad 
0<r< Job |). 

Efectivamente, el conjunto S = fa --—bs|sE€Z, a — bs >0), 
es, evidentemente, no vacio (por ejemplo, a — b (- -a?) > 0). Así 
que S contiene un elemento menor; designémoslo r = a — bg. 
Por condición r > 0. Suponiendo que r > b, obtendríamos cl ele- 
mentor —b=a—b (q + 1) € S, menor que r. Esta contradicción 
sólo se resuelve cuando r <b. 

Esle sencillo razonamiento, llevado a cabo, da también la pres- 
cripción (el algoritmo) para hallar al cociente b y al resto r en un núme- 
ro finito de pasos. El algoritmo de división en 2 se emplea para 
otra definición del m.c.d., y, en consecuencia, del m.c.m., si se 
toma en consideración la relación (2). 

Precisamente, dados los números enteros », m, conjuntamente 
no nulos, admitamos que 


J= (nu + mvl|u, vez). (3) 
Elegimos en Y cl menor elemento positivo d = nu, + moy. Utili- 
zando el algoritmo de división, escribimos 1 = dq -:-r,U<r<d, 
Habiendo elegido d, la inclusión 
r=n—dq =n — (nuy + mu) q =1n (1 — ug) -|- nm (—eoq) E y 
lleva a la igualdad r = 0. Así qued | n. Análogamente, se demuestra 


que d | mm. Sea ahora d” un divisor cualquiera de los números » y mn. 
Entonces 


d|n, d |m=>d" |nuo, de | mv =>" | (nus + mu) > 1d. 
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Así, d posee todas las propiedades del máximo común divisor, y por 
eso d =- m.c.d. (n, m). Llegamos a la siguiente afirmación. 

El máximo común divisor de dos números enteros n, m, que no se 
anulan conjuntamente, siempre se escribe de la forma sigulente 


m.c.d. (n, m) = nu + mo; u rez. (4) 


En particular, los números enteros n, m, son primos entre sí cuando, 
y sólo cuando, 
nu + my = 1 (4?) 


para algunos u, v EZ, 

Fue comprobado, que la condición de primos entre sí de n, m 
Jleva a la relación (4%). Por To contrario, si n, m son tales, que tiene 
lugar (4%), entonces d|n, d|im=>d|nu, d | mv=> d | (nu + 
+4mnb=>dlli>d= +. 

La demostración de las relaciones (4) y (4%) es suficientemente 
efectiva. Es necesario tomar cualquier elemento positivo del con- 
junto f (véase (3), y luego disminuirlo con ayuda del algoritmo 
de división, hasta que se obtiene el menor elemento, el que será 
e] máximo común divisor, 


EJERCICIOS 


1. Cada número primo tiene la forma do 4k + 41 o de 4k — 1. Utilizando 
la multiplicidad del conjunto S dado en el punto 1, demostrar que el conjunto 
de los números primos de la forma 4% — 4, es infinito. (Indicación. Para cual- 
quier n natural, 4n! — l tiene por lo menos un divisor primo p do Ja forma 
á4k — 1, además, p > n). 

2. Demostrar, que existen infinitamente muchos números primos de la 
forma 4k + 1, busándose en la siguiente afirmación no trivial (véase el punto 1, 
$ 2, cap. 9). Si n, m€ Z, el m.c.d. (n, m) = 1, y, si p es un número primo, 
que divide a n? — mi, entonces p = 4k + 41. (Fadicación. Hacer n = 2 y mu 
= Pipa - - - Ps, doude py, . . ., P¿ Son números primos de la forma p; == 4ky + 
+ 4, distintos entre sí. Entonces, cada divisor primo p del número impar n* + 
+mi A la forma 4%-+4, y, además, p no pertenece al conjunto (py, Pa, --- 
e Pod 

3. Si el número natural n se divido exactamente en r números primos distin- 
Los Pp, - --» Pp, Entonces, la cantidad do números menores que n y primos 
entre sí de a, es igual a 

| 1 1 
qua (12)... (1-7). 
1d P 


1 Pr 


La función p : N — NH se llama función de Euler. Probar la voracidad de la 
fórmula para los valores de q (an), con n < 25 y con n= p” (véase también 
el puntu 4, $ 1, cap. 9). 

4. Utilizando la fórmula binomial, demostrar por inducción sobre hn, 
que, si p es un número primo, entonces nY? — n se divide por p para cualquier 
n € E. (Indicación, En caso de fracaso, se recomienda dirigirse al $ 4 del cap. 4, 
que contiene una domostración, con el uso de «elevadas» reflexiones). 


Capítulo 2 


ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS. 
MATRICES 


Las matrices rectangulares, introducidas en el $ 3 del cap. f, 
se emplean tan frecuentemente, que con el tiempo apareció una 
parte independiente de Jas matemáticas, la teoría de matrices. Su 
proceso de formación tiene lugar hacia mediados del siglo pasado, 
pero su plenitud y elegancia las adquiere más tarde, junto con el 
desarrollo del álgebra lineal. Flasta ahora, la teoría de matrices 
continúa siendo un instrumento importante de investigación, bien 
apropiado a las necesidades prácticas y a las construcciones abstrac- 
tas de las matemáticas modernas. Aquí serán expuestos los resulta- 
dos más sencillos de la teoría de matrices. 

El título del capítulo, probablemente, da lugar a la ilusión de 
que la descripción de objetos puramente algebraicos nos disponemos 
a cargarlos sobre los hombros de la geometria. En ía práctica, sólo 
se trata de expresar cómoda y económicamente las propiedades de 
las matrices y las soluciones de los sistemas lineales en un idioma 
adoptado de la geometría. Los conceptos de espacio, vector, depen- 
dencia lineal, rango de un sistema, etc., que son aceptados por 
todos, se desarrollan exactamente en tanto, en cuanto son necesarios 
para nuestros fines inmediatos. A la intuición geométrica se le 
reserva un papel más honroso en olros cursos. 

A propósito, los espacios lineales nos serán también necesarios 
para que sea posible hablar acerca de las aplicaciones lineales, de 
las cuales las matrices son satélites. Precisamente, la composición 
de aplicaciones (véase el punto 2, $4, cap. 1) lleva por el camino más 
natural a la compresión de) producto de matrices. 


$ 1. ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS 


1. Argumentación. En relación con log sistemas de ecuaciones 
lineales, tuvimos que examinar filas de largo n, en las cuales se 
introducía distinto sentido. Eran filas (41,, Gig, -. ., Um) 1<i< 
< m, de la matriz A = (a¡s) de dimensiones m X n, y de la solución 
(2i, Zj» - - -, Zn) del sistoma lineal con la matriz A. La reducción, en 
el $ 3 del cap. 1, del sistema o de la matríz a una forma escalonada, 
incluía, además do una transformación elemental del tipo (1), dos 
actos importantes: multiplicación de una fila por un número, y la 
suma de dos filas. Las mismas operaciones pueden llevarse a cabo con 
las soluciones de un sistema lineal homogéneo. Efectivamente, si 
(Li> Tar - +.» Tn) Y (Lí, Ej - - ., 29) son dos soluciones del sistema 
UZ, + lit HE OinTn =0, ¡*=1,2,..., m, y «, P dos 
números reales cualesquiera, entoncos, la fila 


(ax + BA, Ur, + Bi ..., ari -+ Bar) 
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también será solución de nuestro sistema: 


811 (ar, + Bx;) + 012 (ax, + Pa) + ... + Gin (Uta + Ban) 
= 0 (047, + Gt; +... + Gintn) + 

+ $ (01% + 2, +... + Cinta) =0 
Por otra parte, cualquier fila, independientemente de lo que 
exprese, es elemento del conjunto «universal» R”, potencia n-ésima 
del conjunto R de los números reales. Por eso, es deseable estudiar 
un objeto general, cuyas propiedades se transfirieran automática- 
mente a las matrices y a las soluciones de los sistemas homogéneos. 
2, Definiciones fundamentales. Sea n, un número natural dado. 
Se denomina espacio lineal aritmético de dimensión n sobre R, al 
conjunto R” (los vectores-filas o, sencillamente, los vectores, son 
los elementos del mismo), considerado junto con las operaciones 
de suma de vectores y multiplicación de vectores por escalares (núme- 
ros reales). Los escalares se designan con letras minúsculas del alfa- 
beto griego o del latino, y los vectores con letras latinas mayúsculas, 
como las matrices. En esencia, el vector X = (%,, La, - - -» Tn) Se 
puede considerar como una matriz de 1 X n dimensiones. Sea Y = 

= (Y; Ya» - - -» Yn) otro vector, y 4 un escalar. Por definición 


X + Y =(2,+ Y, Ta + Y2 +.) Tn + Yn), 
AX = (A2, Aa o. -, Ma). 


El vector nulo (0, 0, .. ., 0), en adelante se indica con ol sím- 
bolo corriente del cero, 0. Es más, a ¡R* se acostumbra a identifi- 
carlo con R. 


Las reglas formales de operaciones con los números reales, seguramente 
son conocidas por el lector, y se trasladan ul 27. La enumeración do las mismas, 
aunque aburridora, da unu idea exacta sobre que dobo entendorse como espacio 
vectorial abstractu, que se estudia en un curso posterior de ¿lgebra lineal y geo- 
metría: 

JIM: X4 Y=Y + X, para cualesquiera vectores X, Y E RP (ley con- 
mutativa); 

NT,: (X=-Y)4Z=X+(Y +2), para tres vectores cualesquiera X, Y, 
ZER” (ley asociativa); 

fil¿: Existe un vector especial (nulo) O tal, que X + 0 = X para todo 
XER”; 

JITI,: a cada X E £” le corresponde un vector opuesto (o cuntrarto) — X tal, 


que 
X + (-X)=0; 


JU: 1X = X para todo X ER”; 

SUL: (af) X =0 (BX) para todos los a, PER, X ER”; 

JT: (a+ B)X =0X + BX (distributividad en relación con los escalares); 

My a (X -- Y) = aX + aY (distributividad en relación con los vectores). 

La unicidad de los vectores 0 y —X', sobre las que se habla en JT1T3 y en TM .,, 
al igual que otros corolarios simples de las reglas indicadas (o axiomas, si se 
tieae en consideración el espacio vectorial abstracto), no vamos u deducirlas, 
considorándolas suficientomente transparentes. 
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Llamamos a R” espacio de dimensión n, pero el propio concepto 
de dimensión adquiero sentido sólo al final de parágrafo, luego de 
una pequeña preparación. El origen del término «espacio lineal» 
se explica en el curso de geometría analítica, donde se establece 
la correspondencia biunívoca entre los puntos (vectores) del espacio, 
el plano cartesiano y sus coordenadas (z, y). La suma de vectores 
por la regla del paralelogramo, y la multiplicación de ellos poc un 
número corresponden, precisamente, a las operaciones con vectores- 
filas en K2. 

Juntamente con el espacio lineal de vectores-filas (z,, rg, .- - 

. ., En) de longitud nr, se considera también el espacio lineal arit- 
mético de vectores-columnas de altura n 


Ly 
= (%,, La, e..9. a 
Ln 
como convinimos en expresarlos en el $ 3 del cap. 1. Se comprende, 
que la diferencia entre ellos es puramente convencional, pcro pronto 
nos convenceremos de que es útil disponer de ambas variantes del 
espacio aritmético. Del contexto, habitualmente, queda claro sobre 
qué vectores, filas o columnas se trata, por eso no se introduce nin- 
guna simbólica especial. 
Sea Y un subconjunto no vacío en R”. Llamaremos a V subespacio 
lineal *) en R”, si 
XxX, YeV=>xuA +pYeV (1) 
para todas las a, BER. En particular, el vector nulo siempre está 
contenido en V. Digamos, la agrupación de todos los vectores-filas 
(L4» - + -» Tn-1» 0) con el compunente .r, = 0, ey un subespacio; es 
admitido identificarlo con R””*. Tenemos una cadeníta, como se 
suele decic, de subespacios dispuestos canónicamente 


OSRER CC... SR”! <R'. 


Las soluciones de la ecuación homogénea 2, +12 +...+2%,.=0 
componen un subespacio en R”, 1 > 1, distinto de cero y de todo 
el espacio R”. Más abajo se dan otros ejemplos. 
3. Combinaciones lineales. Envoltura lincal. Sean X,, X, .. 

. .., Xp, vectores del espacio lineal aritmético R”, y %,, Ag, - . - 
«. ., Gp, escalares. El vector X =0,/X, Fa X:s+... + 0H Xp 
se llama combinación lineal de los vectores X, con coeficientes «4. 
Por ejemplo, (2,3, 5,5) —3 (1, 1,1, D+2(1, 0, —1, —1) = 
= (1, 0, 0, 0). Soa, puos, Y =B,X, + PX +... + 8BprXx una 
combinación lineal de los mismos vectores X¿ con cocficientos Pa, 


_*) Esta definición hasta ahora tiene un aspecto nou muy satisfactorio, pero 
a final del parágrafo diremos alguuas palabras en su defensa 
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y %, PER. Entonces 
aX + BY =0 (0X, + 0x2 +... + 011) + 
+ PB(BX, + BaX2+ ... + BriAn) = 
= (90, + BB.) A, — (aa + Ba) Xy -.- + (aca + BBx) An 


de nuevo hay una combinación lineal de los vectores X;¡ con coefi- 
cientes aa; + PP; Vemos que el cunjunto de todas las combinaciones 
lineales del sisterna dado de vectores Xy, Xy, . . ., Xp,es un subespacio 
lineal en 4”. Habitualmente se representa con el símbolo (X,, 
Xoa ..., Xa? y se denomina envoltura lineal del sistema de vectores 
Xi Xa .... Xp. Se dice también, que el espacio (X,, Xy, ...- 

«y Xa)cubrea Xy, Xa, ..., An 0 está engendrado por el sistema 
do vectores X,, Xa, ..., Ap» 

S CR” se puede definir como la envoltura lineal de cualquier 
subconjunto, comprendiendo como (S) Ja agrupación de todas 
las combinaciones lineales de los sistemas finitos de vectores de $. 
Es claro que, si Y es un subespacio en [R”, entonces (V) = V: cual- 
quier combinación lineal de vectores de Y pertenecen a V. En parti- 
cular, S <V=> ($) CY, o sea, la envoltura lineal de ($) se 
puedo definir como la intersección de todos Jos subespacios que con- 
tienen el conjunto dado de vectores $, de R”: 


(S5= MV (2) 
SCV 


Á primera vista no es evidente que, lo contenido en el segundo miem- 
bro de (2), una intersección ()Y de alguna familia de semiespacios, 
resultará un subespacio. Pero si X, Y € (] Y, entonces X, Y € V 
para cada subespacio de Y, que pertenece a esta familia. listo signi- 
fica, que aX + PY € Y para todas las a, PER, y esto da la inclu- 
sión necesaria aX + PY € y Y. 

Por el contrario, la unión U U V do los suhespacios U y V, en general, 
no es un subespacio, como lo muestra aunque más no sea cl ejemplo de los subes- 
pacios U = ((A, 0) AER), Y = ([(0, 4)1 A€ ?) en R!. Se llama envoltura 
lineal (YU U V) a la suma de los subespacios U y Y: 

U+Y=(U YV)= (u+ v] u € U, ve v). 


y Xy, X3€ V2. Entonces tenemos X, — X; = X;¿— X3 € V, N Ya, y como 
Y, N Ys =0, entonces X, = A X= X;. Por el contrario, si la escritura 


Um = ((ér --rAm0... 014€ 5) 
Pr = (00, «1 O Amparo - + + An) 124 ER), 
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Q <m< n. Se comprueba inmediatamente que Um, Y» s3uu subespacios en 
RA, y adomás Um + Y/m=8S* y Um N Um >= 0. Esto significa que R% = 
Ñ EJEMPLO 2 Consideremos en K" el llamado vector-fila unitario 
Er=(1,0,....0) £í£=(0,f, ...,0), .... En =(0,0, .... ). (3) 
Cada vector X = (2,, Za, . . ., Zn) se escribe univocamente en forma X == 
a x1E, + ZE, +...“ XnEn: Por eso 
RA= (E1)0 (EJ)60 ...0 (En). 


Los vectores-columnas unitarios los dosignareraos con log simbolos 
E0O =[1,0,...,0,£8=[0,1, ...,0), ... EM =[0, 0, ..., 11 (3) 


4. Dependencia lineal. El sistema de vectores A:, ..., X, del 
espacio R” se llama linealmente dependiente, si existen k números 
Aj, gy ---» La, QUe no sean simultáneamente nulos, y tales que 


AX, +0%9X3+0... +0OrAp =0 (4) 
(el segundo miembro es un vector nulo). Diremos también que la 
dependencia lineal (4) es no trivial. Pero, si a,X, + aX3+... 
Pa Xp=0=>>01=04%9=... =0h =0, entonces los vec- 
tores Xi, Xay -.., Ax se denominan linealmente independientes. 

El ejemplo 2 del punto 3 muestra que lo vectores unitarios 
E,, Es, -. ., En son linealmente indepondientes. 

Un vector X 3£ 0, ovidentemonte, es siempre linealmente inde- 
pendiente por cuanto AX =0, X 40=>A =0. Luego, la propie- 
dad del sistema X,, ..., X» de ser linealmente independiente, de 
ningún modo está vinculada con el orden de Jos vectoros, puesto que 
los sumandos aX; de la igualdad (4) pueden ser permutados eu 
forma arbitraria. 

TEOREMA 1. Tienen lugar las siguientes afirmaciones: 

(i) un sistema de vectores [X,, .... Xx) con un subsistema lineal- 
mente dependiente, es linealmente dependiente; 

ii) cualquier parte de un sistema de vectores linealmente inde- 
pendiente [X,,..., Xx), es linealmente independiente; 

(iii) entre los vectores linealmente dependientes X,, ..., Xy por 
lo menos uno es combinación lineal de los restantes; 

(iv) si uno de los vectores Xy, ..., X» se expresan linealmente por 
medio de los restantes, entonces los vectores X',, ..., Xp, son lineal 
mente dependientes, 

(v) si los vectores Xy, ..., Xy son lincalmente independientes, 
y los vectores X,, .... X,, X son linealmente dependientes, entonces X 
es una combinación lineal de los vectores X',, ..., Xp; 

(vi) si los vectores Xy, ..., X, son linealmente independientes 
y el vector X +, no puede ser expresado por medio de los mismos, entonces 
el sistema Xx, ..., Xp Xy41 es linealmente independiente. 

DEMOSTRACION. (i) Sean, por ejemplo, los primeros s vectores 
Xp... XX, 5 <k, linealmente dependientes, o sea, 


AX¡+...+0%X, =0, 
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donde no todos los aj son nulos. Haciendo entonces Zi] ==... 
- =Q, = 0, obtenemos una dependencia lineal no trivial 


aA, + .... + ALA, =b- IPD, GA el e... + ArÁ » == (), 
La afirmación (ii) se deduce inmediatamente de (i) (razonamiento 


por el contrario). 
(tii) Sea, por ejemplo, %, 3 0 en la relación (4). Entonces 


qn = Ah—1 
X= As AA a », UA 


(iv) Sea, por ejemplo, E rn =BX,+...+ Br-1X2-1- Haciendo 
1 = Bio... ha = Bro La = —1, llegamos a la relación (4) 
con el coeficiente a, +0 

(v) La relación no trivial 
con $ > O brinda, en virtud de (iii) todo lo necesario. Si, no obstante, 
B =0, entonces Bf, =... =P, =0, por cuanto X,, O E 
de acuerdo a las condiciones, son linealmente independientes. 

La afirmación (vi) se deduce inmediatamente de (v). [PP 

5. Base. Dimensión. Damos ahora una importante 

DEFINICION. Sea Y un subespacio en R”. El sistema de vectores 
Xm .... X, € V se llama base para V (o en V), si es linealmente 
independiente y su envoltura lineal coincide con V: 


(X1, ...) X») = Y, 


De las definiciones de la base y de la envoltura lineal de un 
sistema de vectores, se deduce que cada vector X E V se escribe de 
un modo único, en forma de X =0,X, +... -+0,X,. Los coefi- 
cientes Q%;, ..., 4, ER" se denominan coordenadas del vector X 
en la base X,, ..., X,. 

Como hemos visto, los vectores ra linealmente indepen- 
dientes (3) engendran a R”. Así que, (E,, Ez, ..., En es la base 
del espacio R”. Pero esta base llamada estándar, está lejos de ser 
la única base en R”. Por ejemplo, los vectores 


Es = E,, E, == E, + Es, 


Es=LE + Far Ep... £ n= E + Ex+.. + E, 
también conforman base en el espacio R” (compruebe esto cuida- 
dosamente). Par otro lado, hasta ahora no es claro, si cada subes- 
pacio lineal en R” tiene base, y en caso de que sí, será constante la 
cantidad de vectores básicos o no. La respuesta a ambas preguntas 
resulta afirmativa. Nuestros razonamientos se basarán en el lema 


siguiente. 
LEMA. Sean, V un subespacio en R” con base Xy, ..., Xp, € 
o E E , Y, un sistema de vectores linealmente independientes 


pertenecientes a *. Entonces, s < r. 
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DEMOSTRACION. Como todo vector de V, Y,, ..., Y, son com- 
binaciones linealos de los vectores básicos. Sean 


Y, — aX + dq X» + .... + Om Ay, 
a = 19A1 + disXa + ... + lr A», 


Y, == aX; + 431 Az Pasó ArX rs 


donde a,; son escalares (siendo coordenadas de los vectores Y ,, están 
determinados unívocamente, pero esto hasta ahora nu es esencial 
para nosotros). Razonamos por el contrario. Supongamos que s$ >". 

Formamos la combinación lineal de los vectores Y, con los coe- 
ficientes de z;: 


YI +...+23Y, = (0,1%, + 032 + +07) A+... 
o. EF dat, + Qpgla E... + Gpyta) Ap 


y examinemos el sistema de r ecuaciones lineales con $ incógnitas: 
07113 + AjyTPa + De + Az. = 0, 
AT] + Oyola... + 0547, =0. 

Como se supuso que s > r, entonces es aplicable el corolario 2 del 
$3 del cap. 4, de acuerdo al cua), nuestro sistema tiene solución 
no nula (2i, 25, -- .. 7). Llegamos a una dependencia lineal no 
trivial 

AY, ++... +2. Y,=0, 


cuya existencia, sin embargo, contradice la condición del lema, 
Por consiguiente, s < r. 

TEOREMA 2. Cada subespacio V <= R” posee una base finita. fodas 
las bases de un espacio lineal V constan de un mismo número r < n 
de vectores (este número se llama dimensión del espacio V y se expresa 
con el simbolo dima V, o sencillamente dim V). 

DEMOSTRACION. Si Y = 0, entonces no hay nada que demostrar. 
Consideramos que V £ 0. Sea que encontramos en Y un sistema de 
vectores linealmente independiente, X,, ..., Xa. En calidad de 
X, se puedo tomar cualquier vector no nulo de V. Si Ja envoltura 
lineal (X., ..., X1) no coincide con Y, entonces elegimos en V 
al vector Xp41 4 (Xi, +... Xp). En otras palabras, X,+, no es una 
combinación lineal de los vectores X,, .. ., Xx. Según el teorema 1 
(vi), el sistema X,, .... Xa, Xn+1 €s linealmente independiente. 
Podríamos continuar un proceso ilimitado de ampliación de] sistema 
lincal independiente, pero todos sus vectores X, están situados en 
RP" =(E,, Es, .. ., En?» y por el lema reción demostrado, todo 
sistema linealmente independiente en R” contiene no más de n 
vectores, Así, pues, dado un cierto r < n natural, el sistema lineal 
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independiente X,, ..., Xn» «. ., A, € Y se vuelve maximal, o sea, 
obtenemos un sistema linealmente dependiente X,, ..., X,, X, 
cualquiera que sea el vector X +0 de V, Por el teorema 1 (v) ten- 
dremos la inclusión X € (X,, ..., X,?. Esto significa que V = 
= (Xi. ..., X,?» y los vectores X,, ..., X, componen la base 
para V. 

Supongamos ahora, que Y,, ..., Y, es otra base para V. Por 
el lema tenemos la desigualdad s < r. Cambiando de lugar los sis- 
temas X,, ..., A,e Y,, ..., Y,, obtenemos, por el mismo lema, 
la desigualdad r <s. Así, s = r y el teorema queda demostrado. A 


Observemos ahora, aunque en esto no haya una necesidad impe- 
riosa, que todos nuestros razonamientos del mismo modo se refi- 
rieron tanto al espacio de las filas, como al espacio de las columnas. 

Así, con cada subespacio lineal V en R” se asocia un número 
entero positivo r < », al que hemos denominado dimensión V: r = 
= dim Y. En particular, dim R” = n. Este importante parámetro 
numérico del espacio, se puede caracterizar de distintos modos 
(véanse los ejercicios). Una de las variantes para la determinación 
de la dimensión so basa en el concepto de rango de un sistema de vec- 
tores. Precisamente, si [X,, X2, . . .) es algún sistema de vectores, 
posiblemente infinito, en el espacio lineal aritmético [R”, entonces, 
como sabemos, la dimensión de la envoltura lineal (X,, X», .. .? 
no es superior a n. Esta dimensión se denomina rango del sistema 


(Xi, X2a ...) 
rank [X,, Xo» .. 2) = dim (XX, As .. ). 


Algunas palabras en defensa del término «subespacio lineal». 
Elegimos en el subespacio lineal V CR” una base cualquiera 
Xi .-., Ap. Entonces, X =a,X,+... + 0,X, para cada X € 
€ Y, y el conjunto V se encuentra en mutua correspondencia unívoca 
con el conjunto de todas las filas coordenades («,, .. ., ay) de 
largo r (o de las columnas coordenadas [a,, .. ., %»] de altura r). 
Además, con esta correspondencia, la combinación lineal de vectores 
pasa a ser combinación lineal de filas. Por lo visto, la elección de 
cualquier base en Y nos permite interpretar a V como un espacio 
vectorial aritmético R”, incluido de algún modo en R”, con n >r. 


EJERCICIOS 


1. Sean V, Y, y Vaz, subespacios en x", y al mismo tiempo V CY; + Vj. 
Es siempre cierto que V = Y NY, + Y N Va? ¿Qué se puede decir acerca 
e esta relación en el caso particular en quo V, <= 

2. Sea V, un subespacio en R*. Si V = U Y W es una ci 
en una suma directa, entonces el subespacio W se llama suplemento de U, y U, 
Suplemento de W on Y. ¿El suplemento de Y en Y, está determinado unÍvoca- 
mente? Comparar a W con el concepto conjunto teórico de suplemento V >. UY 
(véase el 55 del cap. 1). 
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3. Mostrar, que los vectores X, = (t, 2, e X, = (3, 2, 1) son lineal- 
mente independientes; examinar la envoltura lineal Y = (X,¡X'¿); mostrar, 
que el vector X = (—5, 2, 9) está contenido en Y, y hallar sus cuordenadas 
en la base X,, X2, hallar en R? por lo menos un suplemento de Y. 

4. Mostrar, que el sistema de vectores Xy, ..., Xp de R”, genera a R* si, 
y sólo si, es linealmente independiente. 


5. Mostrar, que cualquier sistema de vectores, linealmente independiente, 


X1 - --+ Xp del subespacio Y — R” puede incluirse en un sistema básico 
para V. 
6. Sean U y V, subespacios en R”. Demostrar que si Y fN V = 0, entonces 
dim (U + Y) = dim U + dim Y. 

7. Hallar el rango del sistema de vectores (0, 1, £). (f, 0, 1), (1, 1, 0). 
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1, Regreso a las ecuaciones. En el espacio lineal aritmético de 
columnas de altura IM, examinamos n vectores 


AG) = lar), Agjr ---, Gmjl, ) = t, 2, E 

y su envoltura lineal V = (40, 40%, ..., 40"). Sea dado otro 
vector B =lb,, ba, .. ., Um]. Se preguota: pertenece B al subespa- 
cio V CR”, y si pertenece, entonces, de qué modo sus coordenadas 
Br, . . -, Bm (en relación a la base estándar (3) $ 1) se expresan por 
medio de las coordenadas de los vectores A). En el caso en que 
dim Y = n, la segunda parte de Ja pregunta se refiere a los valores 
de las coordenadas del vector B en la base 4%, ..., A. Toma- 
mos una combinación lineal de los vectores A“) con coeficientes 
arbitrarios zx; y componemos la ecuación AY +...+248 = 
= B. La forma explícita de esta ecuación 


Qs Qu in by 
Ly al + Za ce +...+2, Seo = || %. (1) 
ami Um2 Umn Bm 


es sólo otra forma de escribir un sistema de m ecuaciones lineales 
con nr incógnitas: 

QyyT] — jota A inn = bs, 

Co 71 + AgoTo + o + Gantn = ba. 


Cmil, — Qmala +... + Gmnín = Dm. (2) 
Precisamente, con este sistema nos encontramos por primera vez 
en el $ 3 del cap. 1. También allí introdujimos los conceptos de 
matriz simple y de matriz ampliada 

Qu ly -++ Gin Ca Oy ... Gin |0, 


A=| Qi “2 --+ Gn , (A[B) TN 


mi m2 -»> Umn Gm Um2 --> mn Um 
50392 
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del sistema lineal (2). La primera impresión es que regresamos a la 
posición inicial, perdiendo el tiempo sin gamar nada. De hecho, 
ahora disponemos de una serie de conceptos importantes. Queda 
por adquirir práctica en el manejo de los mismos, 

En este lugar es cómodo convenir en Jas designaciones. En el 
futuro, a fin de abreviar la escritura, frecuentemente indicaremos 


la suma Ss, + Sa -P . . .-+PS, COn el signo z s¡. Además, las s,, ... 


«+ «y Sn, SON ile de naturaleza SEbitració (números, vectores- 
filas, etc.), para las cuales se cumplen todas las leyes de la suma de 
números o vectores. La regla 
Pu dos 
Vis i2tY os e (61 + t)= S; PL 
tal ; ía El ps 4) E E + -. A 
es suficiente comprensible, y no necesita aclaración. 
Serán consideradas también las sumas dobles 


PAD ÓN a,)=3 7 (he) = 2 Liz, 


en las cuales el orden de la suma (por el primer y por el segundo índice) 
se puede elegir a gusto. Esto es fácil de comprender, si se disponen 
a las magnitudes a,¿y en una matriz rectangular de dimensiones m X 
X n: somos libres de comenzar la suma de los elementos por filas 
o por columnas. 
Otros posibles tipos de suma, serán explicados en el lugar nece- 
sario. 
2. Rango de una matriz. Llamamos espacio de columnas de la 
matriz rectangular Á, de dimensiones m X n (véase (3)), al arriba 
introducido espacio V = (AD, AB, ..., AM), al que ahora indi- 
caremos con el símbolo V, (4), o sencillamente V, (la v significa 
vertical). A su dimensión r, (A) = dim V,, la denominamos rango 
por columnas de la matriz A. Análogamente, se introduce el rango 
por filas de la matriz A: r, (A) = dim V,, donde V, = (Aj,, Aa, ... 
, Am? es un subespacio en (R”, estirado en Jos vectores-filas 
y (81, Gia... Qin) 1=1, 2, ....m (h significa hori- 
zontal). En otras palabras, 
To (A) = rank (40, 480, ,.,., AM), 
ra (4) = rank [4,, Azy <... Am) 


son rangos de sistema de vectores-columnas y de vectores-filas, 
respectivamente. Por el teorema 2 del $ 1, las magnitudes r, (4) 
y rn (4), están determinadas correctamente. 

Siguiendo la definición dada en el $ 3 del cap. 1, diremos que 
la matriz A”, fue obtenida de A por medio de una transformación 
elemental del tipo (I), si A, =A,, Ar = 4,, para algún par de 
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índices s et, y Aj = Aj, para ¿<s, t. Y si Aj = Aj, para todo 
¡As yA, = A, + M,.cons t,14 € R, entonces decimos, que a 
la matriz A sele ha aplicado una iransformación elemental del tipo (11). 

Observemos, que las transformaciones elementales de ambos 
tipos son invertibles, o sea, que Ja matriz 4”, obtenida de A por 
medio de una ranelotmación: elemental, pasa de nuevo a ser A, 
por medio de la aplicación de otra transformación elemental del 
mismo tipo. 

LEMA. Si la malriz A” fue obtenida de la matriz A, mediante una 
sucesión finita de transformaciones elementales, entonces tienen lugar 
las igualdades: 

( Ta (4%) = ra (4); 

(1i) ro (A* ) =r, (4). 

pemostracion. Es suficiente examinar el caso, cuando A” es 
obtenida de A aplicando una transformación elemental (abreviado, 
t.e.). 

(i) Como, evidentemente, a O. A A 
= (Ay, E O. E, entonces, una te. “tipo (1) 
no modifica. el Fa (4). Luego, E = Á, + MSI = A; —)%4), 
ys en consecuencia, e cc. ALFA MA 4, ds Aros ES “An )= 


E 


= (A, ..., Ay, co Amd tal que el ra (A) DO varía 
y con una t.e. del “tipo (1D. 
(ii) Sean 4'9, ¡==4,..., n, columnas de la matriz A”. Nos 


es necesario demostrar, que 
a ” y 
? AAD=0= 2) 2/4" =0, 
51 s 


Entonces, cualquier sistema independiente de columnas de una 
matriz, incluso el maximal, deberá corresponder a un sistema inde- 
pendiente de columnas, con los mismos números, de otra matriz, 
con lo que se establece la igualdad r, (4”) = ro (4). Observemos 
además, que en virtud de la inversión de Jas t.e., es suficiente de- 


rn 
mostrar la implicación en un sentido. Sea, por ejemplo, Y, 1,40) = 
=1 


= (), Entonces, enc en (1) z, por A, y todos los b; por 0, 
vemos, que (4,, Az, . . ., An) es solución del sistema homogéneo 
SH, asociado con el sistema Jinea] (2). Por el teorema 1 del cap. 1, 
esta solución también la es del sistema homogéneo sH', obtenido 
con ayuda de t.e. del tipo (1) o (11), y que tiene a 4%” como su matriz. 
Tal como el sistema SH en forma Aros so escribe >, r4'4) = 
= (, entonces llegamos a la relación > 4/4'4? =0. 

El resultado fundamental de esté 5 parágrafo es la afirmación 
siguiente: 
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TEOREMA 1. Para cualquier matriz rectangular m X n, A, es 
cierta la igualdad r, (A) = r, (4) (este número, sencillamente se llama 
rango de la matriz A, y se indica con el símbolo rank A) . 

DEMOSTRACION. Según el teorema 2 del $ 3 del cap 1, con un nú- 
mero finito de t.e., efectuadas sobre las filas A;, de la matriz A, 
se puede reducir esta matriz a una forma escalonada: 


Qu e... Gar ..». 811 ... Tas e... Un 


0 dz --- Ua los -»: Uan 
0 0 A Gn 
de e... ..o. ... 0.0. .s0...eo9.. ER de (4) 
O 2 0 00. a li e 
0 0 ...0 0 ...0 
0 0 ...0 0 0 


con 2,¡Aa1%31 »-- Gr, 750. De acuerdo con el lema 
ro(A)=r,(4), rr(4)=r1(4), 


así que nos es suficiente demostrar la igualdad r, (A) = ra (4). 

Las columnas de las matrices A y Á con números 1, k. ls, 
que corresponden a las incógnitas principales Zi, Z4, Zi. --., Ts 
del sistema lineal (2), son llamadas columnas básicas. Esta termino- 
logía está plenamente justificada. Suponiendo la existencia de la 
relación 

YAOI ADE AYAD A 00, 


que une a los vectores-columnas A(W=[a,,, 0, ..., 0], AM= 
= [81 Ger O, ..., 0), AM=([G15 Gon +-.1 Cra 0, .«.., Ó0J de 


la matriz (4), obtenemos sucesivamente: Aa. = =0, ..., 4163 =0, 
Anta, =0, 4%, a y tal como 2,, %a ... lo, Z o, entonces 
Ay=4,=41=...=4,=0. Esto significa, que el rango rank 


(AD, AR, AO, ..., AU) =r, y que ro (A)>r. Pero el espa- 
cio V,, angondrados por las columnas de la matriz A, se identifica 
con el espacio de las! columnas de la matriz, que se obtiene de A, 
eliminando las últimas m—r filas nulas. Por eso, r, (A) = 
= dim V, < dim R" = r. La confrontación de las dos desigualdades 
muestra, que r, (4) = r (la desigualdad r, (4) < r también surgo 
del razonamiento evidente, de que todas las columnas de la matriz Á 


son combinaciones linoales de las columnas básicas; ejecute esto 
por su cuenta, en calidad de ejercicio). 


Por otro lado, todas las filas no nulas de la matriz A son lineal- 
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mente independientes: cualquier relación hipotética 

AA, +12 44H... +4,4,=0, A/ER, 
como en el caso con las columnas, da sucesivamente A¿a,, = 0, 
datar =0, .. ., 2447, =0, de donde A, =2%¿=... =2A,=0,. Así 
que r, (4) =r =r, (4). WM 

3. Criterio de compatibilidad. La forma escalonada de la matriz 
A, que da respuesta a una serie de cuestiones referentes a los siste- 
mas lineales (véase el $ 3 del cap. 1), contiene elementos de arbitra- 
riedad, vinculados, por ejemplo, con la clección de las columnas 
básicas o, lo que es equivalente, con la clección de las principales 
incógnitas del sistema (2). Al mismo tiempo, del teorema 1 y de 
su demostración se extrae lo siguiente. 

COROLARJO. El número de las incógnitas principales del sistema 
lineal (2), no depende del modo con se lleve este sistema a la forma 
escalonada, y es igual a rank A, donde A es la matriz del sistema. 

Efectivamente, hemos visto que el número de incógnitas princi- 
pales es igual al número de filas no nulas de la matriz A (véase (4)), 
coincidente, como vimos, con el rango de la matriz A. El rango 
es definido por nosotros de un modo totalmente invariante. Con 
estas palabras se expresa el hecho de que el rango de una matriz 
le sirve a ella de característica intrínseca, no dependiendo de cuales- 
quiera circunstancias accesorias. MW 

En el capítulo siguiente obtendremos un medio efectivo para 
el cálculo del rango de la matriz A, eliminando la necesidad de lle- 
varla a la forma escalonada. Esto, indudablemente, eleva el valor 
de Jas afirmaciones basadas en el concepto de rango. Jin calidad de 
ejemplo sencillo pero útil, formulemos el criterio de resolución 
de un sistema lineal, acerca del cual ya se habló en el cap. 1. 

TEOREMA 2. (de Kronecker—Capelli). ¿El sistema de ecuaciones 
lineales (2) es compatible si, y sólo si, el rangu de su matriz coincide 
con el rango de la matriz ampliada (véase (4)). 

DEMOSTRACION. La compatibilidad del sistema lineal (2), expre- 
sado en Ja forma (1), se puede interpretar (con esto se comenzó el 
presente parágrafo) como una cuestión acerca de la presentación 
del vectorcolumna B de los términos independientes en forma de 
combinación lineal de los vectores-columnas 44% de la matriz A. 
Si tal presentación es posible (o sea, el sistema (2) compatible), 
entonces, BE(AD, ..., AMD) y rank (Al, .... AM) 
= rank (410, ..., AM, B), do donde rank A =r, (4) = 
= r, ((A | B)) = rank (4 | B) (véase la formulación del teorema 1). 

Por el contrario, si los rangos de las matrices A y (A | B) coínci- 
den, y (AG), ..., A?r) es algún sistema linealmente indepen- 
diente maximal de las columnas básicas de Ja matriz A, entonces, 
eJ sistema ampliado (AY, ..., Ar, B), será linealmente depen- 
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diente, y esto, por el teorema 1 (v) del $ 1, significa que B es combi- 
nación lineal de Jas columnas básicas (más aún, de todas) A?. O sea, 
el sistema (2) es compatible. Ñ 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1, sin reducir la m X n — matriz A = (a,y) a la 
forma escalonada. (Indicación. Sean, dim Va (4) = r, dim V, (4) = s. Ele- 
gir r filas básicas; sio limitación de comunidad se puede considerar que cilas 
son las primeras r filas Az, Az, .... Ap. Examinar la r X n-matriz acortada 


A =l(4,, 42, .. .: Ay), formada por las primeras r filas de la matriz A. Elegir 


en Á 1 columnas básicas, t == dim Po (A). Sean ellas 412, .. ., 4(t), Como Vo (A) 
C KR”, entonces t < r. Para cuida columna A(%), k > t, es preciso hallar escala- 


res Ap... -, 24 Ex, tales que A) = 2,4004 ...2/4(), osea, ayy= Y) Apijp, 


p=1 
1<1< m. Para i < r, esto es seguramente así, puesto que se tiene la relación 


4) = AA Qi... ¿A (£) para las columnes acortadas. Para t > r, utilizar 
la expresión A, =p 4,+... + Hy4, de la ¿-ésima fila por medio de las 
primeras r filas. 


P r t t r 
De ellas sigue que, aja = 2 Pie Y, Mi )) Anpajp= >) 2) Ara /p = 
ler pei pal =31 


lui 


t 
= ), Apajp. La dependencia lineal de columnas establecida, muestra que 
pai 


s<t, y como t=>r, entonces s<r. Examinar más adelante, la llamada 
matriz traspuesta 


1 42; ..o. am: 
í G12 les Ama 
Gin an --- mn 


de dimensiones n X m. Tienen lugar las igualdades r; (¿A) = ry (A), ro ((4) == 
== ra (4), por eso, por lo demostrado r <s. Así que r = a). 

Como en el caso de las filas, la permutación de las columnas, con núme- 
ros s y t, de la matriz A, se llama transformación olementa) (t. e.) del tipo 
(1), y la suma a la s-ésima columna, de t-ésima columna multiplicada por el 

ar A, — t.e. del tipo (11). Indicar la forma escalonada de la matriz A por 
Ss: Por medio de t.e. sobre las columnas, llevar a la matriz A (véase (4)) 
a la forma 


Pa 


41 0 
“> 


022 


a? 
ll 
? 


1) 0 
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3. Mostrar, que pata ad 30, la matriz cuadrada 
0.0...0 0 a 


O *».. 
- a 
o» 
oo 
a 


0.0...0 1en 
tlene rango a. 
4. Expresar la condición de igualdad de los rangus de las dus matrices 


(y Us .os Ln 
Am a ' j E , B=|1B. Bs... Bn 
z A Y Ye --- Yn 


mediante la propicdad geométrica del conjunto de n rectas en el plano. 
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1. Matrices y aplicaciones. Sean 1” y R” dos espacios lineales 
aritméticos de columnas de altura n y m, respectivamente. Sea, 
luego, A = (a;j)) una matriz de dimensiones m X n. Definimos la 
aplicación pa: R" — [f], suponiendo para cualquier X = [x, 2, -.. 
.. TAE R 

PaA(X) = 7 AVE AD 2 A, (1) 


donde AM, ..., A”, son columnas de la matriz A (comparar 
con (1) del $ 2). Corno ellas tienen una altura m, entonces, en el segun- 
do miembro de (1) se encuentra el vector-columna Y = Íly,, Ya» ..- 

- +» Ym] € R”. Explícitamente, (1) se vuelve a escribir en Ja forma 


n 
Y=2 01%) l=1, 2, .... M. (1) 
Si A=X'Y+A"=[2, 2], 24H 40 +.» 21 +%n), entonces, 


PAX) Y (AO Y OY A 
iz 


¡1 i=.1 
= Pa (9) Ha (47). 
Análogamente 


Pa (AX) =2 dz ¡AO =4 3 ¡A0=Apa (XA) AER. 


Por el contrario, supongamos que q: RM —>R" es una aplica- 
ción de los conjuntos en el sentido del $ 5. del cap. 1, poseedora 
de las dos propiedades siguientes: 

(i) y (X” + X) = 4 (X) — q (X”) para todos los X”, X" ER"; 

(ii) q (AA) = Ap (X) para todos los X ERM, y 2 ER. 
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Entonces designando a las columnas básicas estándares (véase 
el punto 3 del $ 1) de los espacios R" y R”, correspondientemente 
con Jos simbolos Ex", ..., En” y Em, ..., En”, aprovechamos 
las propiedades (i) y (ii), aplicándolas al vector arbitrario 


L) 
X =(2,, Lp .<.; 22]=¿E uE? cn: 


e =e() 2,82) = > 2,9 (E9). (2) 


La relación (2) muestra que la aplicación q se determina total- 
mente con sus valores, en Jos vectores-columnas básicos. Haciendo 


ys (E?) "2 a, ¡Em = [Z,j, Gajs --.» Qmy] == ADE”, (3) 


descubrimos, que la y dada es equivalente a la matriz rectangular 
A = (a¡) dada, de dimensiones m X n, con columnas A”, ... 

, AC, y que las relaciones (1) y (2), de hecho, coinciden. Asi 
que se puede admitir que q = qa. 

DEFINICION. La aplicación y = 1: R” —R”, poseedora de las 
propiedades (i) y (ii), se llama aplicación lineal de R” en R”. 
Frecuentemente, en especial cuando rn = m, se hace referencia 
a transformaciones lineales. La matriz A se llama matriz de la aplica- 
ción lineal y 4. 

Sean pa y Par. dos aplicaciones lineales de R” —R” con las 
matrices A = (a,¡) y A* = (a;j). Entonces, la igualdad q, = ar 
es equivalente a la coincidencia del significado pa (X) = pa: (X), 
para todos los XER”. En particular, A%% = qa (Ep) = 
= Ga (E9) = 40, 1<j<nm, de donde aj¿ = ay, y A' = 4. 

Resumimos nuestros resultados: | 

TEOREMA 1. Entre las aplicaciones lineales de R" en R” y las 
matrices de dimensiones m X n, existe una correspondencia recíproca- 
mente unívoca. 

Hay que subrayar, que no tiene sentido hablar de aplicaciones 
lincales S — 7 de los conjuntos arbitrarios S y 7. Las condiciones 
(i) y (ii) presuponen que S y 7 son subespacios de los espacios lincales 
aritméticos MR”, R”. 

Prestemos ntención al caso especial m = 1, cuando la aplicación 
lineal q: R” —R, generalmente denominada función lineal de n 
variablos, se da por medio de n escalares a,, Az, . . ., Gp! 

PAX) = PlZ La .-.s Tn) = 01%, — Oy +. + Gin. (4) 
Nuestra terminología se diferencia de la adoptada en la escuela media, donde 
(en el caso de una variable 7) a la aplicación lineal la llama función z + az + b. 

Las funciones lineales (4), al igual que las aplicaciones Jineales 
arbitrarias de R” >3” con n y m dados, pueden sumarse y multi- 
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plicarse por escalares. De hecho, sean Pa, Qa: R" —R” dos 
aplicaciones lineales. La aplicación 


p = aa + PO p: R” —R”, A, PE R, 
se determina por sus valores: 
p (%) = apa (X) + Boa (X). 
En el segundo miembro hay una combinación lineal corriente de 
vectores-columnas. 


Como 
PAE X= 0, (00 + XX) + Bop (Xx! + X") = 
= 2 [Pr (XA) + PAD) AH Bea (A) + p2.(X59) = 
= [apa (X') + Bor(X Y) + Laa (XX) + Bpa (Xx) = p (45) + 
+ px” p (AX) = apa AUX) + Boa (AX) = arpa (X) + 
+ PA 5 (X) = A lapa (X) + Pes (X)) = Ap (X) 


(aquí, en forma no evidente usamos las reglas JIM, -— JM, del $ 41), 
entonces, q es una aplicación lineal. En virtud del teorema 1, se 
puede hablar de su matriz C: q = qc. Para hallar C, copiemos, 
siguiendo a (3), la columna con el número j¡: 
[cry Coyy -- -, Emyl = CO = Qq_ (ES) = aqa (E%) + Bo E) 
= 240 + BBÓ = laa, + Pb, 007; + Bay - . -, AAmy+ Bom). 
A la matriz C = (c;;) con elementos c,; = a0;, + Pb;, es natural 
llamarla combinación lineal de las matrices A y B, con los coefi- 
cientes a y f: 


Qi »»- Cn Di as Dé 
ah .... -. -. + B IS e = 
A Dni On 
aby + Bb, , ».. AGin - Lo 
ta ai (5) 
22m +B0ms --- Lan + Bm 
Así, 
UPA +BPa= Darren: (6) 


Especialmente con frecuencia utilizaremos el hecho, de que las 
combinaciones lineales de funciones lineales, de nuevo resultan 
Iunciones lineales. 

Para finalizar este punto señalemos que, si las reglas JH, — JM 
del $ 1 para los espacios lineales se copian reemplazando en todas 
partes a los vectores-filas X, Y, Z, por matrices de «dimensiones 
m Xn entonces, en correspondencia con las relaciones determinan- 
tes (5), se obtendrán las reglas JIM, — JlMy¿, que dan fundamento 
para hablar sobre un espacio lineal de matrices de dimensiones mXn. 
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Si se desea, éste puede considerarse como una escritura compacta 
del espacio lineal R”" de filas de largo mn (filas divididas en seg- 
mentos de Jargo rn, dispuestas unas sobre otras). 

2. Rroducto de matrices. Las relaciones (5) y (6) oxpresan coordi- 
nación de las operaciones de suma y multiplicación por escalares, 
en Jos conjuntos de matrices de dimensiones m X nr y de aplicaciones 
de 1? >R". En el coso de conjuntos arbitrarios se tiene otro 
concepto importante de producto (composición) de aplicaciones 
(véase el punto 2, $ 5, del cap. 1). Es sensato esperar que la composi- 
ción de dos aplicaciones lineales deba de expresarse de algún modo 
concordante en términos de matrices. Veamos como se hace esto. 

Sean Qp: R”=>R” a: R*-—R” dos aplicaciones lineales, 
Y Pc =P1 0 a su composición: 


pg” Pe a m 
N % 
R* 


Hablando en general, nos será necesario probar previamente que 


Y = a 0 73 gs una aplicación lineal, pero esto es suficientemente 
claro: 


(1) p(X + X%) =Qa (Pa(X" + X0)) = Qa (9 (X) + 
+ Pa(X5) = Pa NE? Pa (9 a (X" )) (NEO > (27): 
(ii) 9 (AX) = Pa (Pr AX) = Pa (14 (A)) = Aa rr (X)) = 
= 2 (X); por eso, por el teorema 1, con q se asocia una matriz € 
completamente determinada. 


La operación con aplicaciones en Jas columnas en cadena 


Pa Pa 
EN ...y Tn] |—— (Yi, es Ya) |—— [2,, 4.0 dy - 
la escribimos explícitamente, de acuerdo a la fórmula (1') 


3 3 n n 3 
=D) CiYa= 2 4 ja 2 Oi10rj) Ty. 
2 inYa e, mA, Rj%j 2, y) ih 14) J 
Por otra parte 
223) Cijr Li i=1, Ze ...y m. 


Comparando las expresiones obtenidas, y recordando que zx, (| = 


=4,2,..., rn) son números reales arbitrarios, llegamos a las 
relaciones 


$ 
a=2 8íbry Sim, 1<j<n. (1) 
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Diremos, que la matriz € = (c;¡,) se obtiene como resultado de 
multiplicar la matriz A por la matriz B. Ls admitido escribir 


C == AB. 


De este modo, se denomina producto de la matriz rectangular (a¿r), 
de dimensiones m X s, por la matriz rectangular (b, ;), de dimensiones 
sX on, a la matriz rectangular (c¿,), de dimensiones m X n, con 
elementos c¿y, dados por la relación (7). Hemos demostrado el 

TEOREMA 2 El producto GAP A de dos aplicaciones lineales con 
matrices A y B, es una aplicación lineal con matriz € = AB. En 
otras palabras, 


PaPa=Pas: | (8) 


La relación (8) es un suplemento natural de la (6). 

Nos podemos olvidar de las aplicaciones lineales, y hallar el 
producto AB de dos matrices arbitrarias A, A, teniendo en cuenta, 
sin embargo, que el símbolo AB tiene sentido sólo en el caso cuando 
el número de columnas de la matriz A, coincide con el número de filas 
de la matriz B. Precisamente con esta condición funciona la regla (7) 
de «multiplicación de la ¡-ésima fila A,; por la f-ésima columna BU», 
de acuerdo a la cual 

Cy = (A, 20 Q:,) lb, ;, .. .- bs) = AB. (9) 

El número de filas de la matriz Ab, es igual al número de filas de la 

matriz A, y el número de columnas, igual al número de columnas de la 

matriz B. En particular, el producto de matrices cuadradas de un 

mismo orden siempre es determinado, pero, aún en este caso, hablan- 

do en general, AB + BA, como lo muestra, sunque más no sea, 
0 0 


el siguiente ejemplo: 
=| l ON le 0 
"lo o +, ol7 h 0 


1 0 0 0 
0.0 10 

El producto de matrices, por supuesto, se podría haber introdu- 
cido de muchos otros modos (multiplicar, por ejemplo, filas por 
filas), pero ninguno de estos modos es comparable, por su importan- 
cia, con el examinado más arriba. Esto se entiende, por cuanto 
nosotros llegamos al mismo por medio del estudio de la composición 
natural (superposición) de aplicaciones y el propio concepto de 
aplicación es uno de los más fundamentales en las matemáticas. 

COROLARIO. La multiplicación de matrices es asociativa: 


A (BC) = (AB) C. 


Efectivamente, el producto de matrices corresponde al producto 
de aplicaciones lineales (teorema 2 y relación (8)), y según el teore- 
ma 1 del $ 5 del cap. 1, el producto de cualesquiera aplicaciones es 
asociativo. A este misnto resultado se purde llegar por cl camino 
del cálculo, utilizando directamente la relación (7). 


0.0 
1 0 
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3. Matrices cuadradas. Sea M,, (R) (o 4Mf,) el conjunto de todas. 
La forma escalonada de la matriz las matrices cuadradas (a,y), de 
orden n, con coeficientes reales aj). 

A la transformación unitaria eg": RP” —R”, que traslada cada 
columna X ER” en sí misma, le corresponde, evidentemente, la 
matriz unidad 


1.0...0 
2 ODIO 
0.0... 1 


Se puede escribir E = (6,,), donde 


1, si k= J, 
6, = | E e 
0, si kH<j, 
es el símbolo de Kronecker. La regla (7) de multiplicación de matri- 
ces, en la cual hay que sustituir a ba, por 0,,, muestra que es justa 
la relación 
EA =A =AE£. VÁ € M, (R). (10) 


Las relaciones matriciales (10), obtenidas por el camino del cálculo, 
surgen, por supuesto, de las relaciones ep = y = «qe para la aplica- 
ción arbitraria q (véase el punto 2 del $ 5 del cap. 1), si se aprovechan 
el teorema 1 y la igualdad (8) con a = Y, Es = Pz =€- 

Como sabemos (véase (5)), las matrices de MM, (R) se pueden 
multiplicar por un número, interpretando como AA la matriz (Aa,)), 
donde A = (a;). 

Pero la multiplicación por un oscalar (número) se reduce a la 
multiplicación de las matrices: 


JA = diag, (2)-4 = A diag, (A), (11) 
donde 
7 E 
0.4...0 


diag, (A) = AE = 


0.0...4 


es la matriz escalar conocida por nosotros (véase el $ 4 del cap. 1). 
En la igualdad (11) se refleja el hecho, fácilmente comprobable, 

de permutación de la diag, (A) con cualquier matriz A. Muy impor- 

tante para sus aplicaciones, resulta su siguiente tratamiento. 

TEOREMA 2. lóna matriz de M.,, permutable con todas las mutrices 
en Mn, deberá ser escalar. 

DEMOSTRACION. Introducimos la matriz E;,,, donde, en la inter- 
sección de la ¿-ésima fila con la j-ésima columna está el 4, y los 
restantes elementos son nulos. Si Z = (z¿¡) es la matriz de la que 
se habla en el teorema, entonces, ella es permulable, particularmen - 


$ 3] APLICACIONES. OPERACIONES CON MATRICES 71 
te, con todas las Ejy,: 
ZE, == E, Z, t, j — 4, 2, . .. y t R. 


Multiplicando ambos miembros de esta igualdad, obtenemos las 
matrices 


A EL, 0.0 ...0 

0 E 22 0 .— . ....o .. 1... 

AA En UR y 24 2 - Lin (e) 

0 Dni A 
(5) 0 0 0 


con la única j-ésima columna no nula y. correspundientermente, 
con la única ¿-ésima fila no nula. La comparación entre ambas 
inmediatamente conlleva a las relaciones 2.4 = O para k iy 
214 = 255, Intercambiando i y j, obtenemos lo requerido. A 

Notemos también las relaciones A (AB) = (14) B =A (AB), 
que se deducen inmediatamente según la definición de multiplica- 
ción de matrices por escalares o, si se quicre, aplicando las relacio- 
nes (11) y mediante la propiedad asociativa de la multiplicación 
de matrices. 

Para la matriz dada A € 1, (R) se puede hacer la prueba 
de hallar tal matriz 2 € M, (R), que se cnmpla la condición 


AB =E = BA. (12) 


Si la matriz B existe, entonces, a la condición (12), en términos do 
transformaciones lineales, le responde la condición 


Pa rn == PaPa> (12*) 


que significa que pa = qa es una transformación inversa a Ga 
De acuerdo al teorema 2 del $ 5 del cap. 1, qx existe si, y sólo si, 
a es una transformación bivectiva. Además, la qx está determi- 
nada unívocamente. Como q, (0) = 0, entonces, la biyectividad 
de la y, significa, en particular, que 


XH%0, XER=>.(X)7%0, (13) 


Sea ahora q, alguna transformación lineal biyectiva de R” 
en R”. La transformación invorsa a ella, qx, cxiste, pero, hablando 
en general, no está claro si es o no lineal. A fin de convencersede la 
linealidad de q1', introducimos Jos vectores-columnas 


X = q (X + X5 — 004 (X) — q (X0, 
Y = qx (AY) — ¿pa (Y') 
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y aplicamos a ambos miembros do estas igualdades la transforma- 
ción pa. En virtud de su linealidad ohtenemos 


Pa (X) = Pa (qa (+ XD) — pa (qa (XD) — ea (ya (1), 
Pa (Y) = Pa (qa AO) — Aa (ya (Y). 
Como papa = e, entonces 
Pa (X) =0 (X' + X") —e (X) —e (X) =0, 
Pa (Y) = e AY) —2e (Y) =0, 
de donde, cn correspondencia con la implicación (13), hallamos que 
X, Y, son vectores nulos. De este modo, se cumplen las condiciones 
(1) y (ii) del punto 1, que definen a las aplicaciones lineales. Tenemos 
PA = Qn, donde B es una matriz cualquiera. Copiando la condi- 
ción (12%) en forma Pa n= fx = Pna [véase (8)] y de nuevo emplean- 
do el teorema 4, Jlegamos a las igualdades (12). 

Así, la matriz, inversa a A € Ma (R), precisamente existe, entonces, 
cuando la transformación qa: R? — R” es biyectiva. Además, la 
transformación 4 es lineal. La biyección de q, es equivalente a la 
condición de que cualquier vector-=columna Y E [R” se escribe univo- 
camente en forma (1) 


Y =q,(X) => 7402 AR. +24, 


donde AY, A(%B, ,.., AC, som columnas de la matriz A (la 
sobreyectividad de pa lleva a la existencia de X, para el cual Y = 
= PaA(A), y la inyectividad de q, mucstra la unicidad de X: 
si Y = q, (X) = pa (A7), entonces, pa (X” — X) = qa (X') — 
— Qa (X”) = 0, de donde, de acuerdo a (12), X” — X” = 0). Esto 
significa que el R” coincide con el espacio de las columnas V, (A) = 
= (AD, ..., A) de la matriz A, así que el rank A = dim R” = 
= PR, 

Si existe Ja matriz inversa de A, entonces, de acuerdo con lo 
expresado arriba, es única. Se acostumbra designarla con el sím- 
bolo 47*. En tal caso (vénse (12”)) 


PA = Pas (14) 
La matriz cuadrada A, para la cual existe matriz inversa A”?, se 
denomina no degenerada (o no singular)*. También se llama no dege- 
nerada la correspondiente transformación lineal p,. En caso contra- 
rio, la matriz A y Ja transformación lineal p, se llaman degeneradas 
(v singulares). 
Resumimos lus resultados que hemos obtenido. 
TEOREMA 4. La matriz cuadrada A, de orden n, es no degenerada 
si, y sólo si, su rango es igual a n. La transformación qa!, inversa de 
Pas €S lineal y está dada por la igualdad (14). MM 


*) También se llama matriz no regular. (Nota del T.) 
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COROLARIO. La no degeneración de y, lleva a la no degeneración 
de pa, y (473) =A4.Si,A, B,... C, D son matrices no degene- 
radas de n X n dimensiones, entonces, el productu AB... CD tam- 
bién es no degenerado y (AB... CD)! =D-“C",.. Br47, 

Para demostrarlo es suficiente fundarse bien en el corolario del 
teorema 2 del $ 5 del cap. 1, o bien en la simetría de Ja condición: 
AA“? =E=A7M4. y 


La fórmula explicita para A”? la mostraremos en el cap. 3. Ahora sola- 
mente advertimos que el cálculo efectivo de A *! para la matriz A con coeficientes 
numéricos, o el cálculo del producto de dos matrices, aunque sea por el método 
indicado al final de este capitulo, habitualmente roguicre el cumplimiento de 
un gran númoro de operaciones. En la práctica nos encontramos con matrices. 
de orden n == 100 o más. Si A y B son matrices tales, entonces, para cl cálculo 
de € = AB, es necesario hallar n? elementos c¿; de acuerdo con la fórmula (7) 
(6 (9)), lo que, en cada caso, requiere 2n — 4 multiplicaciones y sumas de núme- 
ros. En total es necesarío realizar (21 — 1) n* operaciones, o sea, cerca de dos 
millones de operaciones cuando n == 100. Para las computadoras modernas esta 
tarea es relativamente fácil, pero las dificultades reales aparecen, si se requiero 
hallar la potencia A”” de la matriz A con exponente m > 1000. Aquí por defi- 
nición A” = AAT-=1, de hecho A” = ARA"=k, 0 < k £ m, es consecuencia 
fácil de la asociatividad (véase el corolario del teorema 2), como eato será mostra- 
do en el capítulo 4 en un contexto más amplio. Para calcular A” se utilizan 
distintos procedimientos complementarios, basados en la especificidad de la 
matriz A, o bien tomados del curso de álgebra lineal. En calidad de ilustración 
examinemos tres ejemplos. 

PJEMPLO 1. Si 


Ar ... O 
A=diag(%,, ..., “pjw A | 
. Cn > 
entonces, evidentemente, 
ar... 0 
Amadiag (ar, ..., afjeall ...... 
y am 
EJEMPLO 2. Sea 
a e 
A= 
O BN” 
Entonces la inducción sobre m muestra que, 
AM= a—b . 
0 pra 
M a AN 
donde A r  amh <.. + apmu24¿2M-1., En particular, con 


a=b, tenemos 


ar marie | 
0 ar 
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EJEMPLO 3. Por indicación sobre m no es difícil convencerse de que, la 
.m-ésima potencia de la matriz 
0 4 
4=I|; ;) 


tiene la forma 


AMos [jo Ima Ím (15) 

Ímez 
«donde los números enteros fy =0, $, = f, fy = 1, e = 2, se determinan 
mediaute relaciones recurrentes 0 = fm + fm-.1- Estos no on otra cosa 


«que los números de Fibonacct (véase el ejemplo 2) "al final del $ 3 del cap. 1). 


Introducimos la matriz 
1 


DO a, AA 


5 5 
—V 5 Y5 
con determinante 1 (véase el $ 4 del cap. 1), donde 


1 5 1—V5 
A A 4 AA, 


B= 


Uan pequeño cálculo muestra que, 


1 
V 5 A 
B"= Z y an 0 
O da 


la 
VS ds a 


Pero, si tres malricos cualesquiera A, B, C, de dimonsiones n X n, do las 
cuales B es no degenerada, están vinculadas por la relación A == B-!CB, entonces 
AM o BACB-BACB-BACB ... BACB = BCB 
(los multiplicadores interiores BB-', sustituidos por E se «redujeron»). En 

nuestro caso, teniendo en cuenta el ejemplo 1 y la relación (15), tenemos 


po ia ma op y 
Ímor 
1 
mi Pr a óN EN ea 
a — 
vs E a 4 [a Haras 
y 51m E —V5kh Y5 * * | 


(con estrellitas están indicados los términos que no nos interesan). 
Comparando los coeficiontes de las matrices del primer y del undo 
miembro de esta igualdad, obtenemos, para el número de Fibonacci de orden m, 


el valor 
(E A y, 
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Vemos, que tm 7g He para m grandes (progresión geométrica), por 


cuanto lím ( 
Moa 
Hemos obtenido relativamente muchas reglas de operación con 
matrices cuadradas de orden n. Se tienen en cuenta las reglas JIM, — 
— JIM¿ (véase la observación al final del punto 1), la propiedad 
asociativa (corolario del teorema 2), (10) y el teorema 4. Prestemos 
de uuevo atención a las llamadas leyes distributivas: 
(4 +4 B)C=ACH+ BC, C(A+B)=CA+CB, (16) 
donde A, B, C, son matrices arbitrarias de M, (R). 
Efectivamente, suponiendo que Á = (4), B == (bi), € = (ci), 
obtenemos para cualesquiera ¿, j=1,..., rn, una igualdad (se 
utiliza la distributividad en RI): 


n n n 
2, (2,n + Bin) Cp, = 2 GirCaj + Zi DinCrgo 


de cuyo primer miembro resulta el elemento g;,de la matriz (A + B) € 
y de cuyo segundo miembro se tienen los elementos h;; y hi¿ de las 
matrices AC y BC, respectivamente. La segunda ley distributiva (16) 
se comprueba en forma totalmente análoga. La necesidad de ello 
está fundida por la no conmutatividad del producto en M, (R). 
Las leyes distributivas 


(p +8 = 9xb + vE, E (o + y) = 50 + Ep (16) 


para las transformaciones lincales q, Y, E, de R” en R” se pueden 
no demostrar, haciendo hincapié en la correspondencia entre apli- 
caciones y matrices, pero se puede, a su vez, deducir (16) de (167), 
por cuanto en el caso de las aplicaciones el razonamiento es lo mismo 


de fácil: 
(pe +95 (%) = (p+ 060 =9 (EX) +pEX) = 
= (E) (X) + (95) (A) = (0É + $5) (A), X ER”. 


EJERCICIOS 


í. Dadas las aplicaciones 

a) [T1o Zas +... Zn]-bltn, .... 220 21); 

bh) [zi» 230 +++» 2n]>[21, 78, ..., 2); 

ET DEE TT o US 
¿Cuáles de ellas son lineales? 

2, Verificar que 
a 
e d 


d —b 


Aca . 
— O a 


, ad—bo + 03 Alan 


| 
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En particular, ad—beas 1 => a1=| y 5 .¿Exíste o no A"2 cuando 


ad —bc= 07 
3. Demostrar, que para cualquier matriz 


a b 
2 al 
se cumple la relación 
A*%= (a + dA — (ad — be) E 
(en otras parabras, que A es «raíz» de la ecuación cuadrada 2? — (a + d) z+4- 
+ (ed — be) = 0). 


4. Con ad — de + 0 emplear la relación del ejercicio 3 para obtener la 
matriz inversa A-!. 


$. Demostrar que 


Á ma 


la ejfm il ma O o me 
01d = o 4 mb , 
lac 
Hallar para JO 1 b/f la matriz inverso. 
0014 
6. Verificar que 
o —1y 
mn É, 
[: =,] 
7. Demostrar que, si 
¡a biim na h( 
l ¿ == 0, entonces A A =0. 


8. En las aplicaciones prácticas un papel destacado juegan las matrices 
de Márkov (o estocásticas): 


n 
P=(PI) Py >0, y Punto AA 
fun 


Las aplicaciones lineales pp asociadas con las matrices de Márkov, habitual- 
mente se emplean para vectores-columnas especiales, los llamados probabilist1- 
cos (o de probabilidades) 


rn 
Xu [x,, O-ov Z nl, zi >), >, z¡=>1. 
ta1 


La concordancia de estas dofiniciones, dictadas por problemas científico-natu- 
rales, so aprocia cn las siguientes afirmaciones, Jas cuales es necesario domostrar 
aunque sólo sea pora n= 2. 

a) La matriz P € M,, (R) es matriz de Márkov, propiamonte dicha, siempre 
cuando junto con cualquier vector probabilístico X, el vector PX también 
rosulta probabilístico (aquí PX == p, (X)), 
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b) Si P es una matriz de Márkov positiva (py > 0. Vi, J), entonces, 
a cualquier vector probabilístico X le respoude ua vector positivo probabilístico 
PX (todos sus componentes son le mayores que cero). 

c) Si P y Q son matrices de Márkov, entonces, también la matriz PQ será 
de Márkov. Esto significa, en particular, que cualquier potencia PA de esta 
matriz también os matriz de Márkov. 


$ 4. ESPACIO DE SOLUCIONES 


1. Soluciones de un sistema lineal homogéneo. De las obser vacio- 
nes incorporadas a principios de los $5 2 y 3 se deduce que el siste- 
ma de ecuaciones lineales con matriz A de dimensiones m X n 
y columna B € R”, puede ser indicado sintéticamente en la forma 


AX =B (1) 


(en el primer miembro se tiene e) producto de matrices de dimensiones 
mxXnrynxX it). 

Imaginándoso por un momento que m = nm y que la matriz 
cuadrada A, de orden n, no es degenerada (véase punto 3 del $ 3), 
obtenemos una solución, además única, del sistema (1”), multipli- 
cando ambos miembros de la relación matricial, a la izquierda, por 
A“: X =EX =(A7A4) X = A7* (4X) = 47*B. Esta cómoda es- 
critura simbólica de la solución del sistema cuadrado determinado, 
no nos libera de Jos cálenlos, por cuanto la mntriz A“! no nos es 
previamente dada. Pero no nos privaremos de Ja satisfacción de 
observar, que el aparato matricial desarrollado en el $ 3, brinda, 
por lo menos, un placer estético. Utilicémoslo ahora para apreciar 
todas las soluciones del sistema (1). Con este fin, cxaminemos en 
principio el sistema homogéneo asociado, cuando B = [0, O, ..., 0) = 


Se llama núcleo de la aplicación lineal p,: R” — R” al conjunto 
Ker pa = (X ER” | pa (X) = 0) 
(Ker del inglés kernel). En otras palabras, Ker p, es el conjunto 
de las soluciones del sistema homogéneo con matriz A. De hecho, 
Ker p, es un subespacio en R” (denominado espacio de soluciones 
del sistema lineal homogéneo), lo que ya se señaló al principio del 
$ 1 y que fácilmente sigue de la linealidad de la aplicación qa: 
X', X" € Ker pa > Da (aX” + BX” = 
= GA (X) + Ppa (12) =0>axX + PX” € Kor Pa: 
A su vez, la imagen Im q, de la aplicación y, es un subespacio en 
RP: si BP” = qa (X), B” = q, (X”) € Img,, entonces y 
aB" + BB” = apa (X") + Bra (X5) = qa (92X” + BX”) E Im pa- 
ge 
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La compatibilidad del sistema (1) es equivalente a que B€ Img,. 


Sean 
s = dim Ker qu, r = dim Im qa 


las dimensiones de los espacios Ker p, e Im pa. De la definición 
de dimensión en el $ 1 so deduce, ques < n, r < m, Al mismo tiem- 
po r<Án, puesto que cualquier sistema linealmente independiente 
PaA(XW), ..., pa (X') en Im q, se puede obtener sólo a partir 
del sistema lineal independiente XV, ..., XP en Rf”. Una infor- 
mación más exacta la da el 

TEOREMA 1. Tiene lugar la igualdad r + s = n. Luego, el número 
r = dim Im q, coincide con el rango de la matriz A (y por esta causa r 
se llama rango de la aplicación lineal y a). 

DEMOSTRACION. Elegimos la base X2, ..., X(" del subespacio Ker 
Pa R” y completamos al mismo hasta la base X0W), .,., X, 
XD, ..., X' de todo el espacio [R”. Esto siempre se puede 
hacer, como lo indica la demostración del teorema 2 del $ 1 (y el 
ejercicio 5 del $ 1). Para cualquier vector X = > a¡XV E A” tene- 

3 


mos 
n 
Pa (4) = A, E Pa (XD) = Ag Pa (XCD) a (AU), 


tal que Imq, =(91(X0+D).... pa(X'M) y rs<n—s. Los 
vectores pa (X4*19, ..., pa (A) son linealmente independientes, 


por cuanto de 0= Y ap (XxX) =p, [ Y 9, XxX) sigue, que 
A231+1 k>s+1 
192 a, X 0) E Kerqa, y esto, en virtud de la elección X4+212,..., XC» 
++1 


sólo es posible cuando + => ... =%n =0. O sea, r =n —s. 

Luego, por definición de q, para X =|lx,, ..., 2,] tenemos 

Sa (X) =2 404... +42. 4, 0 sea, lm pa, = (4%, ..., 4), 
ero la dimensión de la envoltura lineal (40%, ..., 4(") de las 

columnas de la matriz A, precisamente es el rank A. 

Un caso particular del teorema 1 ya nos es conocido: si A es 
una matriz cuadrada no degenerada de orden n, entonces Á y Qa 
tienen un rango máximo posible n. 

A fin de hallar la base del espacio de soluciones del sistema lineal 
homogéneo AX =0UÚ de rango r, clegimos en A r columnas básicas 
(el modo práctico de elección se indica en el siguiente capítulo). 
Con una permutación de columnas o, lo que es equivalente, con un 
cambio en la numeración de las variables, se puede conseguir que 
las columnas básicas sean las r primeras AY, ..., A”. Cualquier 
sistoma de r — 1 columnas AWD, ,.., A), AC, k > r, será lineal- 
mente dependiente y basándoso en el teorema 1 (v) dol $ 1, se puede 


54] ESPACIO DE SOLUCIONES 85 


representar el sistema por medio de Jas relaciones: 
INAW Y ANAD Y ad + 20AM — A0 - O, 
k=r+y41,r+2,...,R. 
Los vectores-columnas 
X0=(f2+P, 299, .,,, ZP, 4,0,..., 0), 


2 
XO =[24+2, an mias qe+ , 0, 1, ..., 0), (2) 


xen= iO A ..., 27, 0,0, ..., 1] 


en cantidad de n — r son, evidentemente, linealmente independientes 
(a causa de la forma especial de sus últimos r — r componentes) 
y como soluciones del sistema (1) conformarán, por el teorema t, 
la base del espacio Ker q, de todas ellas. 

Cualquier base del espacio de soluciones del sistema lineal homo- 
géneo AX = 0 de rango r, se llama sistena fundamental de soluciones. 
Al sistema (2) también lo llaman sistema fundamental normal. 
De acuerdo al corolario del teorema 1 del$2,su rango s=dim Im p, => 
=n-—r, es igual al número de incógnitas independientes del 
sistema linea). O 

Un cierto sentido «geométrico» de los sistemas de ecuaciones 
lineales descubre la siguiente afirmación (que en adelante, no nos 
será necesario). 

TEOREMA 2. Todo subespacio V CR” de dimensión s, es el espacio 
de soluciones de algún sistema lineal homogéneo de rango r = n — 3. 

DEMOSTRACION. Sea V = (A(P, ..., A(”?). Al igual que en la 
demostración del teorema 1, completamos el sistema lineal inde- 


pendiente A, ..., A( hasta la base AM, ..., 40%, ACM, ,.. 
«..y AM de todo el espacio R”. Cualquier vector-columna X = 
=Íxr,, ..., 27.]€ R” se escribe univocamente en forma 
n 
X= Y 240 mm AX", (3) 
Ia1 


donde A es una matriz cuadrada de orden nr, compuesta por las 
columnas AY, y X' =l[x/, %,, ..., 12m). Como las columnas 
AM, ..., 4”, son linealmente independientes, entonces rank 
Á = n y, según el teorema 4 del $ 3, existe la matriz A7* == (4 ;,) 
inversa de A. Tenemos 


. a n 
[Z;» ...s 22] = AX =[ 2 C,¡T5, 2. 2 QnyZ 4). 


El corolario del teorema 4 del $ 3 muestra, que rank 47"!1= px», 
por eso, cualesquiera r filas suyas son lineaJjmente independientes. 
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Por consiguiente, ol sistema homogéneo 


n 
a, 221 =0, k=s-+p1,...,n 
tiene rango r = n —+s. Pero el conjunto de soluciones de este siste- 
ma está compuesto, precisamente, por los vectores-columnas X 
del tipo (3), para los cuales 2,41 = 0, ..., zan =0, o sea, exacta- 
mente, por los vectores del subespacio V. 

2. Multiformidades lincales, Soluciones de un sistema no homogé- 
neo. Sean V un subespacio en R”, y X” un vector perteneciente 
a R”. El conjunto 


Vx =(X + XX |XEV) =X "+ V 


se llama multiformidad lineal tipo V y de dimensiones dim V. La 
figura geométrica 


ilustra esto, en general, en una forma clara: V + X” es el espacio V 
trasladado. (desplazado) a la magnitud del vector X”. El subespacio V 
en R” también es una multiformidad Jineal, que responde al despla- 
zamiento cuando el vector X” = (0). Dos multiformidades lineales 
de tipo Y coinciden oxactamente sólo, cuando se obtienen de V 
al ser desplazadas a una magnitud de los vectores X”, X” tales que 
X" — X"E V (la pruoba de esta afirmación se le deja al lector). 

En particular, si X” es un vector arbitrario de la multiformidad 
lineal V + X”, ontonces, V + X” coincide con V + X”. 

Sean, por ejemplo, Y = (EV, EM), E) c R*, X” =10, 0, 
1, 1, 01, X” =1[0, 0, 0, 1, 0). Entonces 


VA< A? = Y + X' or (lx, Ys 2» AN 0] | z, Ys zER). 


Nos dirigimos a un sistema no homogéneo de ecuaciones linea- 
les (1). Supongamos, que el sistema (1) es compatible, o sea (según 
el teorema 2 del $ 2), los rangos de las matrices A y (A | B) coinci- 
den. Ses X? = lxi, ..., tal una solución cualquiera dada de este 
sistema, tal que pa (X”) = B. Si X” es cualquier otra solución 
del sistema (1), entonces, pa (X" — X% = q, (X') — Pa (X”) = 
=»B=—pB=0. O sea, la diferencia X” = X” — X”, entre dos 
soluciones del sistema no homogéneo (1), siempre es solución del 
sistema homnréneo correspondiente y XA" = X” + X”. Por otra 
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parte, si pa (A) = 0, entonces 
Pa (X + X%) = qa (4) + Qa (A) =04 B =B. 
De esta manera, es cierta la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3. Las soluciones de un sistema lineal no homogéneo 
compatible, llenan la multiformidad lineal del tipo V, donde Y = 
== Ker p,, es el subespacio lineal de soluciones del sistema homogéneo 
correspondiente. 

3. Rango del producto de matrices. La operación de multiplica- 
ción de t ... Op aplicaciones convencionalmente se puede repre- 
sentar por medio del diagrama 


e 
e. 
o 
e. 
e 


PARADE 
que aclara, en el caso de aplicaciones lineales de espacios lineales, 
la implicación 
py (U) < y (Y) > rank py < rank q. 
Luego, la base del espacio y (U) se representa (como aplicación) 
en la base del espacio py (U), de donde 
rank y < rank y. 
O sea, 

rank qy < min (frank q, rank y). (4) 
Pero, rank py, = rank A, y rank AB = rank ap =T5ank er9 a, 
por eso, la desigualdad (4) lleva a la siguiente afirmación útil. 

TEOREMA £ El rango del producto de matrices no es superior al 
rango de cada uno de los factores: 

rank AB < min (rank A, rank 2). P (41) 

COROLARIO t. SiB y C son matrices cuadradas no degeneradas de 
órdenes m y n, respectivamente, y Á es una matriz arbitraria m x n, 
entonces 

rank BAC = rank A. 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4 tenemos rank BAC < rank 
BA = rank BA (CC"*) = rank (BAC) C7* < rank BAC, de donde 
rank BAC == rank BA. Análogamente se establece fa igualdad rank 
BA == rank A. P 
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COROLAHIO 2. La matriz cuadrada A de orden n, que tiene matriz 
inversa a la izquierda o a la derecha, no es degenerada. 

DEMOSTRACION. Supongamos que AB = E, para alguna matriz B 
de orden n. Como el rank E = n, entonces, la desigualdad (4') 
se vuelve a escribir en forma n < min (rank A, rank B), de donde 
se deduce, que rank A = rank B = n. Pero esta condición es equi- 
valente a la no degeneración de A y B (véase el teorema 4 del $ 3). 
Análogamente, se establece la no degeneración de A en el caso 
cuando existe la matriz C, para la cual CA = E. 

De acuerdo con el corolario 2, la transformación lineal p,: R” => 
—> R”, invertiblo an la derecha y a la izquierda, tiene inversa de 
ambos lados, lo que atestigua la diferencia radical que existe entre 
las transformaciones lineales y las aplicaciones generales dde conjun- 
tos (véase el ejercicio 2 del $ 5 del cap. 1). 

4. Clases de matrices equivalentes. Al igual que en el punto 3 
del $ 3, designemos por medio de E,, a la matriz de dimensiones 
m X m, en la cual en la intersección de Ja s-ésima fila con la t-ésima 
columna está el 1, y los restantes elementos son nulos (estas matrices 
a veces las llaman matrices unidades). 

Introducimos luego en M», (R) las denominadas matrices ele- 
mentales: 


(1) F,, ¿=E-—Er Eu + Ent Es => 
1 


DA E O 
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ID FM) =E+ (0-4) E,,=dia8 (1, ..., 1,4, Lt... 1 
A 350. 


Sea A una matriz arbitraria m X n. Entonces, inmediatamente 
se comprueba, que la matriz A? = FA se obtiene de A por medio 
de una transformación elemental (t.e) sobre las filas, del tipo (1) 
o (11) dependiendo de si será F =F,, o F =F, (4). En el caso 
cuando P = F, (4), hablaremos de t.e. del tipo (111) (multiplica- 
ción de la s-ósima fila de 4, por 4). Análogamente, la matriz A” = 
= AP se obtiene de A por medio de t.e. de columnas. Ya sabemos, 
del punto 2 del $ 2 y del ejercicio 2 del $ 2, que Jas t.e. de tipos (1) 
y (II), efectuadas sobre las filas y columnas de la matriz A, conlle- 
van a ésta a una forma diagonal. Puesto que 


a; 4 
a 1 0 


o =F, (a,) F; (az) ... FP, (a?) 


0 20 0 0 
entonces, incorporando una t.e. del tipo (III), brinda la posibilidad 
de obtoner de A una matriz de la forma 


E, 0 E 


(aquí los ceros significan matrices de dimensiones r X (an — r), 
(m—r) xr y (m—r) X (n — r)). De este modo, 


E, 0 
PPros o. Py AQÍU0e ... Qí= 0 0 , (6) 


donde P, (correspondientemente Q,) es una matriz clemental de 
orden m (correspondientemente n). Varias veces se seiñialó que las 
operaciones elementales son invertiblos. Esto concuerda con la 
existencia de las matrices inversas 


(Py y? => Pos, Por (A)7* == Ps, (—A), F, (77 F, (A73), 


En correspondencia con el corolario del teorema 4 del $ 3, las matri- 
ces P=P Pi, ... P, y (C= 01; .-- Q, también son invertí- 
bles: P"* =P"... P24P;', Q7* = Q1* ... Q70;*. Ilagamos no- 
tar, que P;*, Q5", son matrices elementales. 

Dos matrices A, B de dimensiones m X n, se llaman equivalentes 
y se escriben A — B, si se hallan matrices no «degeneradas, de orden 
m y n, correspondientemente tales, que B = PAQ. 
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Como es fácil comprender, — es relación de equivalencia: (i) A = 
wA(P=En, 0 =EJ, (1) A —B=>B-—A, por cuanto B= 
= PAQ > A = P-1BQ”; (iii) B =P'"AQ', C =P*"BQ">C = PAQ, 
donde P = P"P", Q = Q'Q”. De acuerdo con los principios generales 
(véase el $ 6 del cap. 1), el conjunto de todas las m X n matrices 
se parte en relación de equivalencia — en clases disjuntas de matri- 
ces equivalentes. Como los rangos de las matrices equivalentes son 
iguales (véase el corolario 1 del teorema 4), entonces, el razona- 
miento que nos llevó a la igualdad (6), muestra que, en calidad de 
representantes de las clases, se pueden tomar matrices (5). Obtenemos 
la siguiente afirmación. 

TEOREMa 5 £l conjunto de matrices de dimensiones m X n se 
parte en P = min (m, n) + 1 clases de equivalencias. Todas las 
pont EidS de rango r van a parar a una clase con los representantes 

). 

COROLARIO Toda matriz n X n no degenerada, se escribe en forma 
de producto de mutrices elementales. 

Efectivamente, todas las matrices no degeneradas de orden n 
pertenecen a una clase con representantes que son matrices unidades, 
por cuanto sus rangos son iguales a n. La relación (6) 


PRA e... P,AQQ, .... Q == E, 
vuelta a escrilir en forma 
APT a PAP QUO is Q7 iñ (7) 


brinda la afirmación necesaria. | 

No se afirma que Ja escritura de A en forma de producto de 
matrices elementales es única, pero, el sólo hecho que exista tal 
escritura es sumamente útil. En particular, se puede utilizar en la 
búsqueda de la matriz inversa. De hecho, de (7) hallamos: 


4712 =0Q,01 .-. QPPar «.» Pr =QP. 


Puesto que, a cada una de las matrices P¿, Q,, le corresponde una 
transformación elemental, entonces, la cadena de transformaciones 


EA —>P,|P,A >... >P,... PL |P,... 
o. PA=>P,... PIP... P,AQLIQO, >... 
. —P,...PL|P,... P)4Q0, ..- 0110, ... Q; 


es realmente factible, aunque el número s + £ de todas las trans- 
formaciones puede ser grande. Los productos que nos interesan 
están separados por trazos ondulados para recordar que son los resul- 
tados de las transformaciones elementales sobre las filas (en la 
parte izquierda) y sobre las columnas un la parte derecha) de la 
matriz unidad. Para r < n llegamos a la conclusión, de que A es 
una malbriz degenerada y no tiene inversa. Con r = n, nos queda 
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multiplicar Q por P, a fin de obtener A”*. Notemos que e] orden 
de las transformaciones sobre las filas y sobre las colnmnas se puede 
cambiar. 


Examínemos dos ejemplos. 
Para la matriz 


123 
Aml4 5 6 
789 
tenemos 
123 £. 2 3 
ó 4 5 6 Peri) 0 3 —6 || > 
7189 7. 8 9 
1 2 3 
> Fe 1(—7) Fs, 114] 0 —3 —6 || > 
0 =6 —12 
0 2-3 
=> Fa (2) F3.1(=7) Fa, 1 (4 [0 —3 —6 [[. 
0 0. 0 


Como en el segundo iutembro hay una matriz escalonada de rango 2, entonces, 
rank A == 2. En consecuencia, Á ses una matriz degenerada. 
Deo la cadena 


00041 1000 
12000 00.04 
Ello 4 o o 17 “fos o ol” 
00410 00410 
1000 1000 
0100 v1.0 0 
> Posa vo 0 y 4 > PrsPosFr ou 1 0 
001090 00.0 4 
hallamos 
00.0 41ygpa? 0100 
1000 00dt.0 
04100 Po ¿Pm ra 0vu0 4 
vOd.0 1000 


en la práctica, los productos Fa, ¿F1. 39 Pa. «Fa, sFy, y inmediatamente se hubiesen 
expresado explícitamente). 


El cálculo de la matriz inversa por el nuevo método, llamado 
a veces (P, (Q)-reducción de la matriz a la forma normal (5), es sufi- 
cientemente cómodo, aunque es temprano para hablar sobre sus 
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ventajos e insuficiencias basándose en los sencillos ejemplos exami- 
nados: no nos fueron necesarias, incluso, todas las transformaciones 
Eso, Pas (A), F, (A). 


EJERCICIOS 
1. Obtener las reglas de operaciones con Jas matrices traspuestus (ver 
ejercicio 1 del $ 2) 
(A+ B)=1A +1B; 
t(AB) = BA. 


2. Demostrar, por razonamientos directos con las matrices, que rank 
AB € min (rauk A, rank B). (Indicación: Prestar atención a que, si en la 
matriz B, sun bases las cvulumnas con números 7), . . ., f,, entonces, todas las 
columnas de la malriz 4B se expresan linealmente pur medio de las columnas 
raras k= ja...» J,. Lo mismo se refiore a la matriz traspuesta t(AB) = 
PS .) 

3. Demostrar la desigualdad de Sylvester 


dim Ker y < dim Ker q + dim Ker y 


y 

para dos aplicaciones Jineales cualesquiera R” =» KR” BA Ri. (Indicación. 
Examinar la restricción p = q lv de la aplicación q en cualquier subespacio 
V>R". Evidentemente Kor p < Ker q. Por consiguiente, según el teorema 1 
(ya sabemos, que Y se puede interpretar como Rk, k < m, por eso el teorema 1 
es aplicable) dim Y — rank q == dim Ker y < dim Ker q, de donde, dim V — 
— dim p (V) < dim Ker q. Haciendo V = y(R") = Im y, obtenemos defi- 
nitivamente: dim Ker qy = n — rank pp= (n—rank Y) + (dim V—rank q) < 
< dim Ker y + dim Ker «). ld sl 

4. Demostrar, que toda: aplicación lineal p: R” +R'” de rango r, 30 
escribe en forma de suma p = q, +... + Q, de las aplicaciones q, de rango 1. 

5. Hallar el rango de la matriz 


YiYr “1NY2 +... TiYn 
TaV1 TaYa -+-- ZzaUm 


FnYx *YnYa +... ZaJn 


(Indicación. Mostrar, que A = lzx,, ..., Zn) (Y, +. * + Yn) 


d= 


Capítulo 3 
DETERMINANTES 


Las fórmulas (3) y (9) del $ 4 del cap. 1, para las resoluciones 
de sistemas lineales cuadrados de órdenes n = 2, 3, inducen a pen- 
sar sobre la existencia de fórmulas semejantes paria cualquier r. 

A fin de cuentas, se trata de la interpretación correcta, en cada 
una de estas fórmulas, del numerador y del denominador. Las mira- 
remos como los valores de alguna función «universal» det: M, (R) — 
> R del conjunto de matrices cuadradas de orden r cn R. La con- 
formación efectiva de Ja función det (dcterminante) también da 
respuesta a muchas otras cuestiones sobre matrices, formuladas en el 
cap. 2. En efecto, ol papel do la teoría de doterminantos en las mate- 
máticas es mucho más amplio que los temas tratados por nnsotros, 
y cada una de las aplicaciones de esta teoría, indican caminos propios 
para su formulación. Uno de los enfoques más naturales es el geo- 
métrico, hasado en la analogía «determinantes de matrices—volú- 
menes de figuras polidimensionales» (véase el ejercicio del $ 4 del 
cap. 1) y en las n-formas externas. Como pura esto se necesita un 
poquito más de geometría, nos quedaremos en el camino «analíti- 
co»? , 
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1. Construcción por el método de inducción completa. Considera- 
remos, que el determinante 1 X 1 de la matriz (a,,)) cs igual al 
número 4. El determinante de la matriz Je «dimensiones 2 Xx 2 
y 3X3 son introducidos, respectivamente, por las fórmulas (2) 
y (8) del $ 4 del cap. 1. En el último caso, el determinante de la 
matriz 2 X 2 se dejó premeditadamente «sin desarrollar». Por eso 
mismo se subraya la base de la inducción que nos disponemos a usar 
para la construcción de determinantes de matrices n X hn. 

Sea, que los determinantes de las matrices de órdenes 1, 2, ... 
.«.., R—ÁÍ ya han sido introducidos. Llamamos determinante de la 
matriz A = (a) a la magnitud 


D =D, —%1D2 + ... + (104.10, (15) 
E Formas analíticas de exposición de la teoría de determinantes, hay va» 
rias. En este capítulo al igual que en el 5 4 del cap. 1, nos atenemos a las lec- 
clones de I. R. Shafarévich (profesor de la Universidad de Moscú), suponiendo, 
que un ejercicio de más, por el método de inducción es útil por sí mismo. En 
todo caso, prácticamente, los principales modos para calcular los determinantes 
de matrices se obtienen bastante rápido, aunquo, posiblemente, la exposición 
basada on la fórmula de edesarrollo completo del determinantes (véase $ 3 
del cap. 4) sea un poco más sencilla en A. G. Kurosch, Curso de álgebra superior, 
Ed. «Mira, Moscú, 197%. 
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donde D, es el determinante de Ja matriz de orden n — 1: 


12 Gin 
Ar.1,2 Cri. n 
Gh+1,2 Uri, n 


laz ..o lan 


que se obtiene de 4 tachando la primera columna y la k-£sima fila. 

Es fácil convencerse de que la expresión (1), cuando nr = 2, 3, 
concuerda con Jas expresiones (2), (8) del $ 4 del cap. 1. El determi- 
nante de la matriz A = (a,,) se designa con el simbolo | 4 |], o tam- 
bién por medio de |a¡, [í o det A. Jos trazos verticales se usan 
preferentemente, cuando la matriz A se escribe explícitamente. 

Si en la matriz A se tachan la ¿-ósima fila y la j-ésima columna 
y se deja Ja misma disposición de los elementos restantes, entonces, 
so obtiene una matriz cuadrada de (n — 1)-ésimo orden. Su determi- 
nante se indica por medio de M,, y se llama menor de la matriz A, 
correspondiente al elemento a;j. 

Con las nuevas designaciones, la fórmula (1) adquiere la forma 


det A = ADM EE aa Ma + e..—.. + (—0)""an,Mn1- (1) 


En palabras, so expresa así: se considera determinante de una 
matriz cuadrada de n-ésimo orden, e la suma algebraica de los productos 
de los elementos de la primera columna, por los menores correspondientes, 
además, los productos se toman con signos alternados. 

Si en lugar de la primera columna se toma la k-ésima, y los meno- 
res Mj¡, se sustituyen por los M,,, entonces, como veremos más 
adelante, se obtiene una expresión que, a lo sumo, se diferencia 
del det A en el signo. 

En adelante, al igual que en el cap. 2, los símbolos 


A, = (Ai, Qtgr «.-, Am) ¿=1% 2,..., PR, 
ad = (Mijs CUgjr eo», ay l, j= 1, %, e. .y R, 
indicarán, respectivamente, la ¿-ésima fila y la j-ésima columna 
de la matriz A = (a¡y). La propia matriz A se representa, bien 
como unión de sus filas: 
4 = lAs, Ás, . .., An] 
(columnas de filas), o bien como unión de sus columnas: 
A =(A0, AD, .,., AM) 


(fila de columnas). Convengamos en adelante en llamar, a las filas 
y columnas de la nr X n-matriz A también filas y columnas del 
determinante | ay, | de orden n. 
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De acuerdo con Ja definición, || = det, es una función, que 
confronta a la mutriz cuadrada A, algún número |A | = det A. 
Nuestra tarea, es estudiar el comportamiento de esta función cuando 
varían las filas o las columnas de la matriz A, consideradas como 
elementos (vectores) del espacio lineal R”. Si se quiere, para noso- 
tros, det A es la designación sintética (en el espíritu del punto 2, 
del $ 5 cap. 1) de la función 

det [4,, ..., An] o det (4, ..., 4 
de rn variables, que son vectores de R”. 

A la función urbitraria Z: [A4,, ..., Anl>D (Aj... .. An) la 
llamaremos multilineal, si ella es lineal pura cada argumento Ay, 
O sea 
(Aj, ..., AA — BA ..., An) => 

=aBD (Aj, -. At... AN + PD (As... An...» An) 
(comparar con ej punto 1, $ 3 del cap. 2). La misma función se 
llama antisimétrica, si 
D (As, ... 3 Á,, Á +)» .. .) Á ,) => 

ma DÍA ..., Ar As e... .9q A.) iZ<i<n-— l. (2) 

OBSERVACION 1. De la definición de funciones lineales (véase (4) 
del $ 3, cap. 2) se puedo concluir, que la función Z es multilineal 
precisamente entonces, cuando, siendo fijas 
Ar Ava Atrpo «««. An y cuando A¡=xX = (Li. -. -, Tn) 
tenemos 

D (As, .. .y A») = q; + AqLg + . ... — EaTn 
donde dr, » . ., %, son escalares, no dependientes de 2;, .. ., Zp» 

OBSERVACION 2. La relación antisimétrica de Ja función multi- 

lineal Y es equivalente al cumplimiento de la relación 
D (As, 9... Ai, Xx, X, Alto ... :9 Á,) = O, 
í<i<n-—1f (2) 

En efecto, haciendo A, = 44, = X en (2), llezamos a (2%) 
Por el contrario, con X = A, 4- A¿4,, de (2') se deduce, en virtud 
de la multilinealidad de Z, la relación 
Zl..., Ay Ay -.IFZL Lo Ata At >) 

A TO A A FO TA 
=J l. . .) A + Ald+. Ai + Ál+41 2) = 0, 
Los primeros dos términos son nulos (hacer en (2”), respectivamente, 
X =Ajy y X = Aj4,), por eso es nula la soma de Jos dos últimos 
términos, lo que es sólo otra escritura de la relación (2). 


Las mismas definiciones y observaciones se refieren a la función 
TZ (AD, ,.., A) de vectores-columnas. Más aún, la condición (2) 
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de relación antisimétrica es aplicable a cualquier función D: MM — 
—> R, donde MY es una potencia cartesiana de algún conjunto M. 

En adelante tendremos necesidad del 

LEMA 1. Al permutar de lugar dos argumentos cualesquiera de una 
función antisimétrica, ésta cambia su signo. 

DEMOSTRACION. Sean permutados los ¿-ésimo y J-ésimo argumen- 
tos, siendo ¿ < j. Efectuamos una inducción para un número k = 
= j — ¿ — 1 de argumentos, entre el par permutado. Cuando k = 0 
la afirmación del lema coincide con la definición de la función 
antisimétrica. Sea que el lema se cumple para todos los j — i — 
— 1 <k. Entonces 


Z (. . .y Xn Xi+z ...0q Xj.1 Xp .. .) cd 
ad =D (..., Xi+1 Xi ...) Xi Xy, ...)= 
= Dlo.., Xt+r Aaa Xi-1 Xp. ..)= 
=—Zl(.. Xp Xisno +» go Xp + e 


2. Propicdades principales de los determinantes. El concepto de 
determinante, introducido por nosotros, hasta ahora no es efectivo. 
Nos queda por obtener una serie de propiedades de los determinantes 
(más exactamente, funciones det), cómodas, tanto desde el punto 
do vista teórico, como para el cálculo. 

La relación trivial del (a + b) == det a + det b para determi- 
nantes de primer orden, puede llevar a una conclusión falsa, de que 
aquella se cumple para los determinantes de orden nr (mostrar un 
ejemplo cuando rn = 2). El caso de n = 2, sugiere una interpreta- 
ción más exacta de la relación examinada: 
az +Bax, ax, +Bzx, h ' 

A A 


Q»; a 
= QU (1,492 — 7,21) bp (2,220 — £,421) = 
tr, Y, z, %, 
=2 (Z . 
dar la G2 


De nuevo observamos, que 


411 4 10 
Ga 2 0 1 


Do este modo, existe fundamento para suponer que es veraz el 

TEOREMA 1. La función A —» det A en el conjunto M, (R), tiene 
las siguientes propiedades: 

DÍ. det A es una función multilineal de las filas de la matriz A, 
o sea, el determinante de la matriz es función lineal de los elementos 
de cualquier fila Aj. 


431 Co 
41 4 


== 1 


) 
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D2. det A es una función antisimétrica de la fila de la matriz A 
(en otras palabras, el determinante es nulo, si algunas de sus filas 
vecinas coinciden). 

D3. det E = 1. 

DEMOSTRACION. Utilizamos la inducción sobre nr. Para n = 1, 2, 
las propiedades D1 = D3 están comprobadas. Considoraremos que 
las tienen todos los determinantes de orden <n. Demostremos 
D1-D3 para un determinante de orden r, a partir de la fórmula (4). 
Comenzamos por la propiedad D3. 


D3. Si 
1 0...0 
ra OS 
0.0...1 


entonces, en la fórmula (1) será a, = 0 para ¿3 1 y a,, = 1, por 
eso, det E = M,,. El determinante M,, tiene la misma estructura 
que el det E, pero su orden es igual a n — 1. Por presupuesto de la 
pia podemos considerar que M,, = 1 y, por consiguiente, 
et = 1, 

Las propiedades Di, D2 las demostramos en una situación un 
poco más general, descrita por el siguiente lema. 

LEMA 2. Sea Dj: Ma (R) >R, una función expresada por la 
fórmula 


D, (4) =2,M, —44My +... + (1405 M nj (3) 


(por presupuesto de la inducción, todos los determinantes M, ¡ de orden 
e 1 nos son conocidos, por eso la función Dj; está correctamente 
). 
Entonces, tienen lugar las afirmaciones: 
DA. D, es una función multilineal de las filas de la matriz A; 
DR. D, esuna función antisimétrica de las filas de la matriz A, 
DEMOSTRACION. Djy1l. A fin de destacar el carácter variable de los 
elementos de la ¿ésima fila, hacemos T., =4j,, 5=4, ..., R: 


Css e... Gs, e... lin 


vo... 0.0. .L2... 1] ] e Ln) 4 
Grs, 1 Qia,] Citn 

4=|| 7, - Ej Ln 
Lira lirt,] Cition 

Gn; e... Any .. . Gan 


El menor My, no depende de 2,, ..., Lp, así que ay = (—1) 14, 
es una constante. Cualquier otro menor Mf,,, k +1, contiene, en 
7—0392 


98 DETERMINANTES [CAP. 3 


calidad de una de sus filas, a (Z,, .. .. Lj-11 Tj4ro » - -» Ta), y todas 
sus filas restantes son constantes. Por presupuesto de la inducción, 
My es función lineal de las variables 2,, .. ., Ljuro Ty4rr + - -> no 
o sea, de acuerdo a la observación 1, 


Mr =2 TrsToar k £ di 


Haciendo ahora a, = 2 (— 1) 2,2, 1, 87]f, llegamos a la expresión 
sá 


D,(4) = pu) (— 9 az jM y¿= 


= 0,2, L, (— 431 Lay Y, Aa Ta = 


= AT) +2 ¡e (— 1) Lasa) Ty = 2, AgTa» 


que significa, que Z, (4) es función lineal de los elementos 2,, ... 
« ., Tn de la ¿-ósima fila de la matriz A. 
D;,2. En correspondencia con la observación 2 del punto 2, es 
más cómodo demostrar la igualdad YD, (4) = 0 para la matriz 


As Gs) Cin 

AA - í, Ta 

Ly LE) Tn 

Cani ... ln ... Can 
con dos filas iguales A <= A+, = (%1, -.., Zj ++. -» Zn). El 
menor May, k < i, 1 + 1, también contiene dos filas vecinas iguales 
(Tr. Tyra Tj4rr - + «y Zn) de largo n — 1. Por eso, por presu- 


puesto de la inducción My = 0, k <1, 1+ 1. La fórmula (3) se 
vuelve a escribir en la forma 
D, (A) = (DM y + (0 2 Miño y 
Pero, evidentemente, M¡ ; = Mi+, y Así que 
D (A) = (1) za (My — Mis, y =0. M 


Haciendo j = 1 en la fórmula (3), y comparando la expresión 
obtenida con la fórmula (1), llegamos a la igualdad 


D, (A) = det A. (4) 

En consecuencia, Jas propiedades DA, D2 de los determinantes 

están contenidas en la afirmación del lema. El teorema 41 queda 
demostrado. 
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Describamos más delalladiamente la propiedad D4: 

D1'. det lA,, ..., 241, -.., An] =AdotlA,. .... An ... 
. . ., Anl, o sea, al multiplicar alguna fila A, del determinante porá, 
el propio determinante queda multiplicado pur 4. En particular, multt- 
plicando a todas las filas por A, obtenemos 


det A = 4” det A. 


Di”. Si para alguna i, todos los elementos de A; ticnen la forma 
ayy = aj + aj, entonces, det A = det A” + det A”, donde 4; = 
= Aj= Aj, para ¡+l, yA: =(4,, --., 2%), Aj= (A... an). 

Del teorema 1 surgen varias afirmaciones sencillas, que formu- 
lamos en forma de propiedades de los determinantes, pero que demos- 
traremos para cualquier función D),, definida por la fórmula (3). 
El paso a los determinantes es provisto por la igualdad (4). 

D4. Un determinante con unu fila nula, es nulo. 

e ner ejemplo, A; = (0, O, , 0). Entonces, y 24; = 
= (0, , 0). En consecuencia, por DA: 


HARD A A a An) = 
== LD; (41, Ss 2A4, . ...) Án) — 
=2D (Ay. An... An) = 22, (4), 


de donde, D, (4) =0. | 

D5. Al permutar cualesquiera dos filas (y no sólo vecinas), el deter 
minante cambia su signo por el contrario. 

Para cualquier función D,(A), esta propiedad surge de D;,2 
y del lema 1. 

D6. Si en la matriz cuadrada A dos filas coinciden, entonces, su 
determinante es nulo. 

Tomamos de nuevo una función arbitraria D, (4). Intercam- 
biando de lugar las dos filas coincidentes A,, A,, cn A, obtenemos 
la misma matriz A. Por otro lado, de acuerdo a Ja propiedad D5 
(más exactamente, la propiedad Dj5 para Z,), D,(A) toma el 
signo O Así, D,(A) = —D), (4), de donde. 2D, (4) =0 
y 2, (4) = 

D7. Un pe, no varía, si sobre sus filas se efectúan trans- 
formaciones elementales del ttpo (11). 

Es suficiento examinar el caso cuando se emplea unn sola trans- 
formación elemental. Por ejemplo, a] sumarle a la s-ósinsa Sila de la 
matriz Á su £-ósima fila multiplicada por 2, se obtuvo la matriz A”. 
Entonces, en correspondencia con las propiedades D4 y DG (más 
exactamente, Dj y ae para Z';) tenemos 


DJ (A) =D (Ar ---., el 7 O 
= Dil... As ) + 4D) (. . A A e) 
= Di(An --- A,)= D, (4). 


70 
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Las propiedades demostradas permiten calcular, en forma rela- 
tivamente fácil, un determinante de orden n. Uno de los métodos 
consiste en lo siguiente. La matriz A = (a,;) se debe reducir, por 
medio de transformaciones elementales, a una forma triangular 
(véase $ 3 del cap. 1). Sea que obtenemos la matriz 
214 012 +++ Qin 


Am 0 ax... Gan , (5) 


0 0 ... Gan 


Supongamos, que en el proceso de reducción fueron realizadas q 
transformaciones olementales del tipo (1), y alguna cantidad de 
transformaciones del tipo (11). Como las últimas no modifican el 
determinante ¡(propiedad D7), y cada transformación del tipo (1) 
lo multiplica por (—1), entonces, det 4 == (—1)* det A*). Demostra- 
remos que 
det Á=4,,477 eo. Gan. 
En ese caso 


dl 


det A=(—1)la,¡l2 ... Lan. (6) 
Esta será una de las fórmulas para el cálculo de det A. 
Demostremos la fórmula para det A por inducción sobre n. 
Como ay, == ... =4,, =0, entonces, de acuerdo a (1), det A = 
= 41,34, ,, donde 


A 423 -.. Gn 
MM, = 0 ay Cn 
0 0 Ann 


es un determinante de orden n —1. Por presupuesto de la inducción 
M1 += dont -.. Aun- Por oso, det A =4,¡M ¡1 = 4,1% A PA 

Ahora, apoyándonos en la fórmula (6), estableceoremos un impor- 
tante hocho, que concierne al papel de las propiedades D1-D3 de 
los determinantes. Precisamente, tiene Jugar el 

TEOREMA 2. Sen D: M,, (3) —>D, una función que tiene las siguien- 
tes propiedades: 

(1) D (Ad es función lineal de los elementos de cada fila de la matriz 
A € MA (R); 


e) Hay que hacer notar, que hubiésemos podido reducir la matriz A a una 
forma escalonada, con ayuda de transformaciones elementales (sobre las filas) 
del tipo (11) solamento, que no cambian el signo del determinante, entonces, 
en la demostración no habría] necesidad de usar el multiplicador (4), 
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(ii) cuando se permutan dos filas vecinas, £' (A) cambia de signo 
(en otras palabras, D(A) es función multilineal y antisimétrica de las 
filas de la matriz). 

Entonces, existe una constante p, ro «dependiente de A, tal que 


LD (A) = p-det A. 


El número p se determina de la relación p = L£ (E), donde E es una 
matriz unidad. 

DEMOSTRACION. Según el lema 1 Z (4) cambia de signo al permu- 
tar dos filas cualesquiera, «o sea, con cuolquier transformación 
elemental del tipo (1). Luego, un razonamiento análogo al efectuado 
para demostrar la propiedad D7, muestra, que % (4) no varía, si 
las filas de la matriz A so someten a una transformación elemental 
del tipo (11). 

Reducimos la matriz A, con ayuda de transformaciones elc- 
mentales, a la forma triangular (5), donde, claro que algunos de los 
Gi; pueden ser nulos. Teniendo en cuenta lo «dicho anteriormente, 
tenemos dos fórmulas 


det A=(— 1)? det A=(—1)18,,07 ... G,, (ver (6)), 
D(A)=(—19 D (A), 


donde g es el número de transformaciones elementales del tipo 
(D), efectuadas durante el paso de A a A. La igualdad que necesita- 
mos D (A) = p-det Á es, evidentemente, consecuencia de la fór- 
mula 


D (4) =%L (E)-4,, -.. Can, (7) 


que ahora demostraremos (hablando con propiedad, (6) es consecuen- 
cia de (7), por cuanto, para D = det, en virtud de ln propiedad D3 
será 9 (E) = 1). 

De acuerdo a la condición (i) del teorema, podemos sacar al 4,n 
fuera del signo D: 


D (A) = Ann LD 0 * Ant. n-1 Ani, 
0 ...0 1 


Le aplicamos ahora a A una transformación elemental del tipo (11): 
restamos de la ¿-ésima fila, que se encuentra bajo el signo deL, 
de la matriz, la última fila, previamente multiplicadaY por a;,. 
Con esto, los elementos de la última columna se anulan] (excepto 
Gan = 1), y los restantes elementos de la matriz no sufren"cambios. 
Aplicamos el mismo razonamiento a la penúltima fila de lafnueva 
matriz obtenida, y así sucosivamente. Cada vez, el siguiento ele- 
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mento Gs, se saca fuera del signo Y y el razonamiento se repita, 
Ejecutándolo nr veces, nos convencemos de que 


“m4 ...0 
D(A)=%a.n du e... , 
JO... 4 


y esto es la fórmula (7). Y 

Así, las propiedades Di—D3 caracterizan univocamente a la 
Imnción det. Por esta ruzón, las consideramos propiedades básicas 
de los determinantes. Desde un principio se podría haber llamado 
determinante a la función D, poseedora de las propiedades D1—D3, 
pero, en ese caso, es necesario establecer su existencia. En nuestro 
caso, la existencia está provista por la propia construcción de la 
función det, por la formula (1). 

Teniendo en cuenta la futura aplicación del teorema 2, no inclui- 
mos en su formulación la condición normativa J (E) = 4. 


EJERCICIOS 


1. Utilizando la fórmula (1) y la regla de los signos cn ol desarrollo de un 
determinante de tercer orden (ejercicio 1 del $ 4 del cap. 1), escribir íutegra- 
mente todos los pruductos que entran en el desarrollo de un determinaute de 
cuarto orden. Prestar atención al número total de términos en el desarrollo 
y hacer la prueba de hallar la rogularidad on la distribución de los signos. 

2. En el segundo miembro do la fórmula (1) hay n sumandos. A su vez, 
cada menor M;, se indica en forma de combinación líneal de sus n — 1 menores 
de orden » — 2, J así sucesivamente. Én total, en el desarrollo de un determi- 

o 


nante det (a, y) orden n entran ní(n—1)... 3-2-1 = nl (ene factorial) 
productos del tipo 4,1493 - - - Gipn Con signo +0 —. Mostrar que 
22 


det (a;))=4)183 -.. Gn (—1) % Onján=1,2 ++ Gin to. 


3. En base a las observaciones del ejercicio anterior, empleadas respecto 
al doterminante det (a;y) con a, = 1, para t, j=1, 2, ..., n, mostrar, que 
en el desarrollo do cualquier dotorminante de orden nr, exactamente la mitad 
de los productos 4;,14;,3 . - - ¿yn Entran con signo +. 


4. A la función untisimétrica A = R3 > A" do tres variables z, y, 2: 
d (x, y, 2) = (y — 2) (2 — 1) (2 — y) 


escribirla ea fomua de determinante de tercer orden. 


$ 2, PROPIEDADES ULTERIORES DE LOS DETERMINANTES 


1. Desarrollo de un determinante por cualquicr columna. Esta- 
mos ahora on condiciones de contestar a la pregunta que involunta- 
riamente surgió al construir la función det: ¿juega o no la primera 
columna un papel especial en la fórmula recurrente (1) para el 
determinanto de r-ésimo orden? La respuesta está contenida en la 
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fórmula siguiente: 
det A= ) (—1)Ya, Mi, (1) 
i=] 


Para la demostración, es suficiente aplicar el teorema 2 del 
$ 1 a la función Z, del lema 2 del $ 1. Obtenemos la relación 


Z, (4) = 3) (E)-det A. 


Pero, de acuerdo con la fórmula (3) del $ 1, D, (E) = (4-1. 
O sea, D, (4) = (—1)"1 det A. Luego de multiplicar ambos miem- 
bros de esta igualdad por (—1Y”* nos queda det A = (—4)'-13, (A), 
que sólo es otra escritura de la fórmula (1). Esta expresión se vuelve 
más simétrica si introducimos el llamado complemento algebraico 
Aj = (—1)+4M,¡, del elemento a,, del determinante A. Formule- 
mos el resultado obtenido. 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de alguna fila por sus complementos algebraicos 


det A 2) a,JAyy> El (2) 


En esta afirmación todas las columnas ya juegan igual papel. 
Cuando j = 1 ella se transforma en el desarrollo inicial (1) del $ 1, 
introductorio del concepto de determinante. Acerca de las fórmu- 
las (1) y (2) se dice, que ellas brindan el desarrollo de un determinante 
por su j-ésima columna. 

Aparece la tentación de comparar a (2) con la suma análoga por 

n 


el segundo índice: > a¡¡A¡,. Pronto, veremos que se obtiene el 
ja 


mismo significado del det A. 

2. Propiedades de los determinantes respecto a las columnas, Em- 
pleando el teorerma 1, podemos obtener toda una serie de nuevas 
propiedades de los determinantes. 

TEOREMA 2 Las propiedades Di—D? del $ 1, se cumplen no sólo para 
las filas, sino que también para las columnas de los determinantes. 

DEMOSTRACION. Como fue convenido al principio, det A == 
= det lA,, ..., An] = det (4D, ..., A(”), De] $ 1 se ve, que 
las propiedades D4-D7 son totalmente consecuencias formales de las 
propiedades D1-D3, y, por consiguiente, demostrando sus analogías 
para las columnas, automáticamente obtenemos las restantes propie- 
dades en relación a las columnas. Pero la propiedad normativa D3 
ocupa un lugar especial y no se refiere ni a las filas ni a las columnas, 
De este modo, nos quedan por examinar las propiedades D1 y D2. 
Las demostraremos por inducción según el orden nr del determivante. 
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Partiremos de la fórmula (2). Ella directamente muestra, que 
el det A es función lineal de los elementos de la j/-ésima columna, 
por cuanto los complementos algebraicos A¡¿ no dependen de estos 
elementos. Por eso mismo, la propiedad 4 queda demostrada. 

Demostremos la propiedad D2, es decir la antisimetría de la 
función det (41%, ,.., A). Para n = 1 la propiedad D2 carece 
de contenido. Para n = 2 es fácil comprobarla inmediatamente: 


a b 
c d 


Sea n > 2. Supongamos que se permutan las columnas AP y A(R-D, 
Utilizamos la fórmula (2) con  4k,k-+ 1. En el menor M;y, (o en 
el complemento algebraico Ay) ee contienen ambas columnas A”, 
4*+D, pero en forma acortada: sin Jos elementos Gin, C1 41. Por 
presupuesto de la inducción, al permutar dos columnas, cada menor 
cambia de signo. Por lo tanto, también 


det (..., AM, AGD, ...)=—det(.... 40*D, AM, ...). 


3. Transposición de un determinate. Recordemos el concepto in- 
troducido en el ejercicio 1 del $ 2 del cap. 2. La matriz rectangular 
de dimensiones 2 X m, en Ja que su ¿-ésima columna, ¿ = Í, 2,... 
. » », M, Coincide con la ¿-ésima fila de la matriz A de dimensiones 
m X n, se llama matriz traspuesta de A. La matriz traspuesta de Á 
se anota por medio de *'A o de A'. En consecuencia, si A = (4,3), 
lA = (a¡,), entonces ai, = aj. Asi 
La columna se puede considerar como una fila traspuesta 


o b a 
a e 
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y1 2 3 492 6 

|! 
4 8 


La columna se puede considerar como una fila traspuesta 
E A A 
En el caso de matrices cuadradas se dice también que el determinante 
Gu Gm... Gnj 


QLbeo . .6<.2..02x2_bb... . e 6 


l4n lna .. o Can 


se obtuvo por trasposición del determinante det A. Explícitamente 
la operación de trasposición de una matriz (determinante) de orden n, 
se puede presentar en forma de giro de la matriz (determinante) 
alrededor de un eje inmóvil, su diagonal principal. El giro alrededor 
de la segunda diagonal (no principal) es mucho menos usado. 
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TEOREMA 3. El determinante de la matriz traspuesta coincide con 
el determinante de la matriz inicial 


det*A = det A. 


DEMOSTRACION. Bxamineinmos la función L: M, (7) >R, que 
es composición A > (4 —» det '4 de la función de Lraslado a la 
matriz traspuesta y a la función det. La función 2 posee las pro- 
piedades (i), (ii), formuladas en el teorema 2 del $ 1. Ln realidad, 
por el recién demostrado teorema 2, la función '4 — det 'A posee 
las propiedades Di-D7 respecto n las columnas de la matriz 'A, o 
sea, respecto a las filas de Ja matriz A. De este modo, Y es función 
multilineal y antisimétrica de las filas de la matriz. Por el teore- 
ma 2 del $ 4 tenemos Z (4) = L (E)-det A = del 'E-det A. Pero, 
E = E, y por eso, det £ — 1. Luego, Z (4) = det A. 

En correspondencia con el teorema 3, las filas y Jas columnas 
de un determinante gozan los mismos derechos: las propiedades, 
expresadas en términos de sus filas, también se expresan en términos 
de sus columnas, y viceversa. Por ejemplo, juntamente con el tea- 
rema 1 sobre el desarrollo de un determinante por sus columnas, es 
correcto el 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de todos los elementos de cualquier fila dada, por sus 
complementos algebraicos: 


det A= y 2;¡Aj5 Ñ 


A esto se le puede agregar el criterio siguiente: si alguna fila (algune 
columna) del determinante det A, es combinación lineal de las filas 
restantes (columnas restantes), entonces, det A = 0 (véanse las propie- 
dades D1”, D1” y sus análogas para las columnas). 


Los dos ejemplos siguientes sirven para ilustrar las propiedades obtenidas 
de los determinantes. 
EJEMPLO 1. El determinante 


1 1 1 
X7 La Tr 
An = z? r3 rh =A (z,, Fay ..., In). 


pa 
vioculado con el nombre de Vandermonde, se cualcula por la fórmula 
An= |]  (2—z0, (3) 
¡Ex iEn 
o, en una escritura más detallada 
An = (Za — 11) (23 — 29) -.- (2n — 71) (13 — 22) -.- (Ip — La) -.- 


- (a — Yn-1) 
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En particular, cuando los alomentos son distintos de dos en dos z 
el determinante de Vandermonde es diferente de cero. Esta propiedad 
frecuentemente. Per cl teorema 3 también tenomos! 


1 Xy z? ... nas 
iz zas. Loss 


A” 
o utiliza 


LD E 


Para dowostrar la fórmula (3) aplicamos Ja inducción sobro n. Conside- 
rando, que A,,, m3i< a, se calcula por medio de la fórmula (3), y apoyándonos 
ea la propiedad D7, rostamos do cada i-ésima fila del determinante A, la 
(1 — 1)-ósima fila, multiplicada por x,: 


1 1 1 

o Lg, In —11 
An=|0  zi—zzx, 2A-*—ziA-2r, |. 

E SA ao O a Uca 

e A 


Surge la idea do desarrollar ahora a A, por la primera columna, y al determi- 
vante de orden n — 1 que so obtenga, sacar de la f-ósima columna (¿ =1, 2, ..., 
- « «+» R— 1) fuera del signo del deteriainante, el multiplicador común zj41 — z7 
(propiedad D1” para las columnas). Llegamos a la expresión 

1 1 O | 


An => (29 —31) (En-1 41) ... (221) sn E A = 


A E 
(a — 21) (En 1— 41) > (£3—71):A (%g, Zgp 02.» Tn) 
que coincide con (3), por cuanto, por presupuesto de la Inducción A (27, ... 


..., = (1) —x)). 
2<i<iGn : 
EJEMPLO 2, La matriz A=(a;;) dol tipo 
U 1 Ala Gin 
—812 6 43 “an 
ÁA= —d13 — dor 0 Can 


—8in —tian —%Gyn O 


3e denomina entiísimétrica (de su determinante también se dice que es antisi- 
métrico). En otras palabras, 'A = —4. Teniendo en cuenta el teorema 3, 
tenomos 

del A = det A = det (—A) = (—-1)9? dot A, 
de donde [1 + (—1)?2) det A = 0, Para n impar obtenemos det A = 0, o sea, 
el determinante de cualquier matriz antisimétrica de orden impar, es nulo, 


,4. Determinantes de matrices especiales. Cuanto más ceros hay 
entre los elementos de Ja matriz A, «cuanto mejor» ellos se encuentren 
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dispuestos, tanto más fácil rosulta calcular el det A. Esla idea intui- 
tiva encuentra en algunos cusos una expresión cuantilutiva exacta. 
Por ejemplo, sabemos (véase el punto 2 del $ 1), que el determinante 
do una matriz triangular (superior o inferior) os igual al producto 
de los elementos que se encuentran en la diagonal principal. Otro 
caso particular importante contiene el 

TEOREMA 4. Para el determinante D, de orden n -- m, en el que, 
en las intersecciones de las primeras n columnas con las últimas m filas, 
sólo se encuentran ceros, tiene lugar la fórmula 


Gu Gn G.nts -+-+ 8, n+2 


. LU] 1] 0 0] e. . o e e . . 
Q41 e... Cin E, e... Dim 
A E 


y ze . es ... e tm .. Cas Uan Ent e: mm 
0 0 m1 e ¿e 


(el determinante del primer miembro de esta igualdad se llama 
cuasitriangular, o determinante con un ángulo de ceros). 

DEMOSTRACION. Fijemos on principio n (rn + m) elementos ayy 
y consideremos al determinante D como una función de los ele- 
mentos b,,, que conforman la matriz cuadrada /3 de orden m. La 
función obtenida se puede considerar como una función de la matriz 
B:D = Z (B). 

Es claro, que la multilinealidad y la antisimetría del determi- 
nante D respecto a las últimas m filas, es equivalente a las mismas 
propiedades de Z (B) en relación a las filas de la matriz B. Quiere 
decir, que es correcto aplicar a Z (B) ol teorema 2 del $ 1, de acuerdo 
al que Z (B) = 3 (E) -det B. Por definición de la función Z Le- 
aemos 


O ++ Gin yoo + Pg em 


Cn ... Can Qn, ni ..e An, n+m 


VTE0=l. o 1 ..0 
O ...0 44 


Desarrollemos a Z (E) por la última fila (véase la fórmula (2)), 
luego por la penúltima, etc. Repitiendo esta oporación m veces, 
nos convencemos de que D (£) == det A, donde 


Q:1 ... Gn 


A= e. .0.o.o...reo.2. .nÁ.2xh.k.Q(.€ 
Ant «.+ Can 


Definitivamente obtenemos: D = Z (8) = del A-det B. PP 
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Con las nuevas designaciones, la fórmula del teorema 4 adopta 
una lorma más compacta 


se det A -det B (4 
= : (1e a 
o B e el ) 
Aquí, A y £ son matrices cuadradas, y la matriz nula O y la 
matriz ( son rectangulares. Apoyándonos en los teoremas 3 y 4 
o en los razonamientos utilizados en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, sin trabajo establecemos que, 


del 


det =det A-der B. PM 


A 0 
Cc B 


A veces, prueban de escribir exactamente la misma expresión para el 


Á 


aunque —lumediatamente se sugiere Un 


determinante del | 


, 


( 


1 
contracjemplo sencillísimo a |=—.. Toda la cuestión radica on el 


signo. La respuesta correcta se ohtiene e bn de filas 
C 4 y 
, que ]lev matriz forina o 
o de columnas, que llevan la ri7. y i | a la for | 2 | 
A o] 
GO B , 


Razonamientos más sencillos, se basan en e] nismo teorema 2 del $ 1, 
la cua] hemos utilizado repetidamente. Efectivamente, 


C A € A 
det BOU le det | EU det 8. 
Luego, por la fórmula (1), Aplicada m veces, ballamos 
" 1 . G1n 
CA an1 Gnn 
det = z = 
e ce | o 0 1) 


sir A A 

=(— [)+2)+(n+6)+ <<. +in+21n) det As (—1)am det A. 
Definitivamente, llegamos a la concinsión que si A, B son matrices cuadradas 
de orden » y mm tospectivamente, entunces, 


det = (— 1)" del A. det B. (5) 


B 0 


Las fórmula (4) y (5) engloban al teorema general do Leplace sobre el desa- 
srollo de determinantes. Este teorema, sin embargo, se utiliza relativamente 
poco, y nou nos detendremos en él. Y no nos apuramos con Ja deducción del 
lMamado teorema de] desarrollo completo de un determinante (véase el cap. 4, 
$ 3), que presta poco pruvecho desde el punto do vista del cálculo. 

Una afirmación muy importante, acerca de los determinantes 


de matrices, contiene el siguiente 
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TEOREMA 5. Sean Á y B, matrices cuadradas de orden n. Entonces 
dot AB == det A. dot ». 


DEMOSTRACION. De acuerdo con las fórmulas (7) y (9) del $ 3 del 
cap. 2, que expresan los coeficientes c;, de la matriz (c;¡) = AB = 
= (a, (b,)) por medio de los coeficientes de las matrices A y B, 
la ¿-ésima fila (AR), se escribe de la forma 

(AR), =(4,80, ALBO, ..., AB); 
n 

ABO= 2, €1qbr,- 
kami 


Fijamos la matriz B y para cualquier matriz Á hacemos 
D (A) = det AB. 


Demostremos, que la función 2 cumple las condiciones (i), 
(1i) del teorema 2 del $ 1. Efectivamente, sabemos que el det AB: 
es una función lineal de los elementos de la ¿-ésima fila (4 B);: 


det (48) =4,4,BW0 +424,80+...+4,4/B"". 
Por eso, 


n n 


n n n 
Z (A) = a, A, a abr A Gih 2, Ar UTE 


nm 
donde =2 Abs, es un escalar, independiente de los elementos 
1 


de la ¿-£sima fila A; de la matriz A. 
Observamos, que D (A) es linealmente dependiente de los ele- 
mentos de la ¡-ésima fila de la matriz A. 
Luego, intercambiamos de lugar a 4, y 4,. Puesto que las s-ésima 
y t-ésima filas de la matriz AR tienen la lorma 
(AB... ALBO, 
(4,BO, .... AB, 
entonces, en este caso, ellas también se intercambian de lugar y, en 
consecuencia, por el teorema 4: 
Dl.o., As. Ac...) =D (4) = det AB = 
=det[..., (AB), ..., (4B);,, ...] = 
= —detÍl... (ABl, -.., (AB). ...| = 
A A A PA 
De este modo, se cumplon «mbas condiciones del teorema 2 del 


$ 1, de acuerdo al cual D (4) = Y (£) -det A. Pero, por definición, 
D (E) = dot EB == det B. Do donde se deduce la fórmula buscada. P] 
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5. Sobre la construcción de la teoría de determinantes. Los teoremas t y 2 deb 
$ 1, dan, en esencia, una descripción exiomática de la función det, aunque 
comenzamos cop su pura expresión conslructiva. 

Un camino inás para la construcción de la teoría de los determinantes indica 
el teorema 2. Precisamento, sea que tenemos una función Z: Mn (R)—¿4, 
poseedora «do las siguientes propiedades: 

(1) Z(AB) = H(4)-Z (B), para cualesquiera matrices A, B € My (R); 

(ii) Z(P, y) = —1 para cada matriz elemental FP, , (véase el punto » 
del $ 4 del cup. 2): 

(ti) S (4) =),; pare cada matriz triangular superior del tipo 


A 
1 

Ad Le , AER. 
0 1 


So afirma, que 2 = det. Efectivamente, aprovechándose de la propiedad 
(i) empleándola on la matriz 


1 + 
¡2 e 
B=F,..! le f Pi.= A 


0 1 0 4 
obtenemos Z (B) = (—1)-2«(—1) = A. Esto significa, que Z (F, (A)) = A pare 
la matriz elemental F, (A). De clero con (10. Z (Po 10) = 1' para la matriz 
elemental F,, ¡ (A) cons < £. Coro 


PFerPeo DP ie Fis (De 


entonces, yZ (F, ¿(A)) = fl, y por eso, Z (P,, ¡ (A)) = 1, para cualesquiera 
índices s % 4. 
Asi Z(P¿ = 1, Z(F, (0) =i1i y Z(F,(0)=24. Por cuanto, 


cualquice matriz A € M,, (F) se escribe de forma A = P o 0 O, r<n, 


donde P y Q son productos de matrices elementales (véanse los razonamientos 
antoriores al tevreiua 5 del $ 4 del cap. 2), la propiedad (i) permile efectiva- 
mente calcular 2D (A). 

Sea que la matriz A* so ohtuvo multiplicando la s-ésima fila 4, de la matriz 
4 por A, o sumando a A, la fila A ¿con el número £. Entonces, como se hizo notar 
on ol cap. 2, A” == F,¿(A)-4, o también A* u= F, ¿(1)-A. En el primer caso, 
tenomos 2 (4% = 1-Z (A), y en el segundo, Y 45 = Z (A). Dicho de otro 
mondo, Z (4) os función multilineal de las filas de la matriz A. 

Si, además, A” so obtuvo de A por una permutación do filas con números s 
y t, entonces, A* = F, ¡ A, de donde Zi (4) = D(F,, ,)-7 (4) = —2 (4). 
O sea, Z(A) es una función antísimétrica du las filas de la matriz A. 

Finalmente, 9% (E) = Z (F, (1) = 1. 

Vemos, que la función 2: posee las tres pro iedados básicas Di — D3 
de los determinantes. Asi pues, por el teorema Y del 5 1 Z (4) == det A. 

Se le propone al lector plantear y fundamer tar variantes propias de descrip- 
ción exiomática de la función det. 
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. Los númoros enteros 1798 = 31-58, 2139 = 31-69, 3255 = 31 -105, 
4867: == 31-157, son divisibles por 31. Sin pingún cálculo, mostrar que el deter- 
mínante de cuarto orden 


1798 
2 1309 
3255 
4856 m7 


también es divisiblo por 31. 

2. Mostrar, que cualquier determinante antisimétrico de cuarto orden 
| aj, | con ayy Ez, es cuadrado de un número entero. (Observación. Esto es 
cierto para cualquier determinante antisimétrico). 

3. Demostrar la relación det AB = det A -det B (leorema >) mediante 
la reducción empleando transformaciones elementales del tipo (1Í) sobre las 


filas, de la matriz auxiliar C= e | de dimensiones 2n X 2n, a la 


—A 0 
B 
forma C'= E . (Indicación. Apruvecbar la igualdad det C = del C” 


y las relaciones (4), (5). 

4. Mostrar, que *(4B)'B!A, para cualesquiera matrices rectangulares 
A, B, de dimensiones m X r yrXmn. 

5. Mostrar, que det B-14B = det A, para 08 matriz cuadrada A € 
€ M, (R) y cualquier matriz invertible B € Ma ER). 


6. Sea 
h, 00 0 o 0 
— 1 As 1 ... 0 0 0 
CrlAr, ..., hn) = q 0 o. , ds 4 0 ñ 
0.000... —1 An-4 1 
0.000. 0 — 1 An 


Mostrar, que det C, = An det Cn... + det Cr.s. Parad => ¡4 =...=4n =1, 
hallar el valor numérico del det Cr. (Indicación. Recordar el ejemplo 3 del pun- 
to r Sr a mA 2, y prestar atención al hecho, de que dot C, (1, ..., 1) = 
= (—1)9- de —A,... 

7. Mostrar, eS el determinante rn X n de la matriz 


2 —i 0 > 0 0 0 
—1 2 —1 O a 0 0 0 
— a (0 
Fea 0 1 2 1 0 0 
0 0 0 0. — 1 2 —1 
0 0 0 0 0 —i a 


es igual a n+1. 
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$ 3. APLICACIÓN DÉ LOS DETERMINANTES 


1, Criterio de no degeneración de una matriz. En el $ 3 dol cap. 2, 
la matriz cuadrada A se llamó no degenerada, si existe una matriz 
inversa a ella A”*. Aplicando el teorema 3 del $ 2 a la relación 
AA = ATA = É£, obtenemos, que det A-.det 47* = 1. Así pues, 
el determinante de una matriz no degenerada es distinto de cero y 


det A”! = (det A)”. 


Juntamente con la matriz A examinemos su matriz adjunta (o re- 
efproca) 
An 1308 Ánt 
AV= 


O 


A fin de obtener 4”, hay que colocar en el lugar de cada elemento 
ay de la malriz A, a su complemento algebraico Ay (i, ¡ =4, ... 
. -y R), y luego proceder a la trasposición de la matriz. 
TEOREMA t. La matriz A € M, (3) es no degenerada (invertible) si, 
y sólo si, det A 320. Si det A 30, entonces A“? = (det AJA”. 
o, en escritura más detallada: 


a An 
det A *"* “detÁ 


.—...+..+..aoÁ2.Á.o. = +... o...» .l, 
Á A 

a . Q in an 

nt nn det Á ...o det A 


A la demostración del teorema le anticipamos un lema. 
TEOREMA 1. Sea A € M,, (2). Tienen lugar las relaciones 


ayÁj, + and ya + ... + aná a = Sy det Á, (1) 
AÑ iy + AurArs +. - + Ani Ány = Ó 1, det Á, (2) 


donde 61, es el simbolo de Kronecker (cuando i 2 ] se habla sobre el 
desarrollo del determinante por una fila ajena, o por una columna 
ajena, respectivamente). 

DEMOSTRACION. Cuando i= 7, la afirmación del lema coincide 
con los teoremas 1 y 1” del $ 2. Por eso, queda por examinar el caso 
¿Xj, cuando 6,, = 0. Con este fin introducimos la matriz 


Gu lr Qisn 

, Ca Ci ...o Cin 
Á =[(A,, ..., Á, ...) An ...y An) = NS > 9... 
11 4 Qin 
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que se obtiene de 4 =[.... Aj, ..-.. Aj .- -) cambiando la 
j-ésima fila por la ¿ésima (la ¡-ésima gueda en su Jugar. ) Como cae 
quier otra matriz cuadrada con dos filas iguales, el det 4” 

Por otro lado, el complemento algebraico Aj (k ll, ..., n) Ke 
forma tachando la j-ésima fila Aj = Aj y de la kÉésima columua del 
determinante, asi que Aj = = Aya. El desarrollo formal del determi- 
nante de la matriz A” = (a;¿) por la j-ésima fila nos da la relación 


n n 
O = det 4' = S Qin Aja =2 QA 
hal i 


coincidente con la expresión (1) en la formulación «el Jema. La 
segunda relación sc obtiene de reflexiones análogas, referidas a las 
columnas. | 

Volviendo a la demostración del teorema, sencillamente observa- 
mos, que el primer miembro de la relación (1) no es otra cosa, que 
e) elemento e,, de la matriz ( = AA”: 


Cm ..o. Cin Qs; ...o Gin y ..u. Ani 


Carcass Cm Guía Cn dia a 
De acuerdo a la relación (1) (c1,) = (Ó,, del A) = (det A) £. De 
este modo, 
AA" == (det A) £, 
de donde, para det A 5£ 0 obtenemos 
(det 4)? (44 ") — A (det 1) 14” — E. 


El primec miembro de la relación (2) es expresión del elemento 
c3s de la matriz C* == A“ A. Puesto que los segundos miembros en (1) 
y (2) coinciden, entonces, en el caso en que det A =€ 0 MNogamos a las 
relaciones 
A (det 43734" = (det Ay 24"4 = E, 


que significa que A“! —= (det 4)"14”. | 

COROLARIO 1. Un determinante es nulo si, y sólo si, sus filas (uv colum- 
nas) son linealmente dependientes. 

Este criterio, nos es parcialmente conocido (véase el final del 
punto 3 del $ 2) y pudo huber sido demostrado imicho antes, pero 
no hubo necesidad de é]. Xl razonamiento: por el teorema 1 la igual- 
dad det A = 0 es equivalente a la degeneración de la matriz A, y ol 
degeneramiento, por el teorema 4 del $ 3 del cap. 2, es equivalente 
a la condición de que rank A < n (n Xx n son las dimensiones de la 
matriz 4), que caracteriza. en virtud del teorema 1 del $ 2 del cap. 2, 
a la matriz con filas (columnas) linealmente dependientes. 

El teorema 1 tiene más bien significado teórico. lDesdo el punto 
de vista del cálculo, en especial para grandes dimensiones de Jas 


8—0392 


115 DETERMINANTES [CAP. $ 


matrices, en Ja húsqueda de la matriz A7* es más cómodo utilizar 
el método (P, Q)-redncción, descripto en el corolario del teorema 5 
del $ 4 del cap. 2. 

Deduvzcamos ahora fórmulas para resolver sistemas de nr ecuacio- 
nes lineales con n incógnitas, debido a las cuales, en particular, fue 
inicialmente desarrollada la teoría de determinantes. 

coroLaTrO 2 (Regla de Cramer). Si el sistema lineal 


tiene determinante distinto de cero (o sea, det (a,,) y 0), entonces, 
su solución túnica es dada por la fórmula 


eo... 0. .a. . . 06. 000.009 8 


a bn . An 

== pi Z pr k=1, 2, . , NR 
a. 1h G1n 
án nh Can 


(el numerador D , se obtiene cambiando a la k-ésima columna de D = 
= det (a;;), por la columna de términos independientes). 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4, la matriz A = (a,;) es inver- 
tible. Por eso, escribiendo nuestro sistema de forma AX = B, como 
en el $ 4 del cap. 2, obtenemos 


de donde 


Precisumentbe, esta expresión obtenemos en el numerador, desarro- 
llando el determinante D,, por la k-ésima columna (véaso (2)). [PB 

Cumpliendo todas las transformaciones en orden contrario, se 
muestra, que el conjunto (D,/det Á, ..., Dn/det A), efectiva- 
mente, es solución de nuestro sistema. A 


Observamos. que las fórmulas (3), (9) dol $ 4 del cap. 4 coincidon, justa- 
mente, con las reglas de Cramer para n = 2 y 3, respectivamente. Cómudas para 
n pequeñas. las reglas de Cramer cumplen. en goneral, una función puramente 
teórica. Por ejemplo, empleándolas para el sistema lineal del ejemplo 2 on el 
punto 4 del $ 3 dol cap. 1, da (teniendo en cuenta la igualdad det A = 1) la 
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expresión para los números de Fibonacci 


4 00... 0 0 4 

0 10 0 O 4 

— —1 1 0 0 0 

In= .. .e.._.._e. .. £UU/67%7.00m00smo00s0osos ss .eo.o.o 
0 0 0 — 1 1.0 


0 00... —1 —1 0 


Se comprendo, que esta fórmula está lejos de la clara expresión de /n hallada al 
final del $ 3 del cap. 2. 


2. Cálculo del rango de una matriz. En los $$ 2 y 4 del cap. 2 
está contenido todo lo necesario para describir un cúmulo de resolu- 
ciones del sistema rectangular general de ecuaciones lineales. El papel 
principal en esta descripción, le corresponde al concepto de rango 
de una matriz. Nos queda sólo traducirlo a la longua de la teoría 
de determinantes, para tener a nuestra disposición otro método más 
de cálculo del rango y un medio cómodo para expresar el hecho de la 
independencia lincal de un sistema de vectores del espacio lineal 
aritmético R”. 

De suerte que, sea 


mt 6... Amr ... Cmn 


una matriz rectangular cualquiera, de dimensiones m X n, con 
coeficientes as; ER. Bajo el nombre de menor de k-ésimo orden 
de Ja matriz A, como de costumbre, se entiende al determinante 
de la matriz de los elementos, que se encuentran en 4, en las inter- 
secciones de las k columnas y X filas distintas, señaladas: k < 
< min (a, m). 

Sea que el rango de la matriz A es igual 2 r. Do acuerdo con el 
teorema 1 del $ 2 del cap. 2, esto significa, que r es cl número má- 
ximo de filas linealmente independientes, y el número máximo de 
columnas linealmente independienles de la matriz A. Volviendo al 
teorema 5 del $ 4 del cap. 2 y su corolario, notamos que 


E, 0 


1-0 


donde B y C son matrices no degeneradas, de dimensiones m X m 


y n X n. respectivamente, escritas en forma de producto de matrices 


E,0 
elementales. Como en la matriz o 0 se tiene un menor M4 = 
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= | E, | -= 1, distinto de cero, de ordon r, no hay menores no nulos 
de orden >> r, y amo estu propiedad se conserva con transformaciones 
elementales de las filas y de Jas columnas, entonces, llegamos a la 
siguiente afirmación. 

TEOREMA 2. El rango de cualquier matriz A, m X n, es igual al 
orden mayor de sus menores distintos de cero. 

Cualquier menor distinto de cero del orden máximo de la matriz A, 
se llama menor basico. Las columnas (corrcapondieutemente, las 
filas) de la matriz A, que intersecan al menor básico dado, se llaman, 
de acuerdo con la terminología del cap. 2, columnas básicas (corres- 
pondientesmente, filas básicas). Como de costumbre, interpretando 
las filas y columnas de la m X n-matriz A, como vectores de los 
espacios R” y í”, respectivamente, y también utilizando las pro- 
piedades básicas de las sistemas de vectores linealmente independien- 
tes (su complementación hasta la base; véase el ejercicio 5 del $ 1 
del cap. 2), es fácil compronder, que la búsqueda de por lo menos un 
menor básico se puede simplificar sensiblemente, si se examinan con- 
secuentemente los Jlamados menores orlados. Precisamente, si es 
hallado un menor 17 de k-ésimo orden de la matriz A, distinto de 
cero, entonces, el paso siguiente consiste en In verificación de sólo 
aquellos menores de (k -—— 1)-ésimo orden, de los cuales M se obtiene 
eliminando una fila y una columna. Si, esos menores, que orlan 
a M, son nulos, entonces, el rango de rank A = k. (¿Porqué? Esto 
significaría, por el teorema 2, que cualquier columna de la matriz A 
se expresa linealmente por medio de las k columnas elegidas.) En 
caso contrario, se debe pasar a los menores que orlan algún menor 
no nulo, de orden k y- 1. 

El método de los menores orlados ex suficientemente práctico, 
especialmente, cuando deseamos saber no sólo el rango, sino también 
las columnas o filas de la matriz A, que componen cl sistema maxi- 
mal linealmente independiente. Al emplear transformaciones ele- 
mentales esta información, por supuesto, se pierde. 


EJERCICIOS 
l. Mostrar, que se cumplen las siguientes relaciones: 
(ABU =BVYA?; (LA) =*(AY Y (MA) =AN-14 7; (AY) V =(det A)"-" 4, 


2. Exprosar el rank A”, por medio dol rank A. 

3. Demostrar, que el sistema cuadrado de ocuaciones lineales homopéneas, 
tieno solución no trivial si, y sólo si. el determinante del sistema es nulo. 

4. Basándose en Jos resultados del punto 1 del $ 4 del cap. 2 y en el coro- 
lario 2 del teorema 1, mostrar, que el sistema fundamental do soluciones, del 
sistema homogéneo 


634 ...+e¡n2n=0, 
c6S90n.e o . e. 1] . e. . e 


Ga-uTiTH.. F6n-1. n?p=0 
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de rango r =» n— Í, se compone de un vector-columna 
XxX" = [D,, —RDa, D3, ... (1371 Dr), 


donde Dj es el detorminante do la matriz que sc obtione do A = (a, y) eliminando 
Su ¿-ésima columua. Cualquier sulución del sistema tiene la forma X == AX". 

5, Sean, A = (0) € My (E), y (n—1) | aji < | 451 para todos los 
i sí j, Demostrar, que del A 0. (Indicación. Suponiendo lo contrario, utili- 
zar ol criterio formulado en el ejercicio 3. Precisamente, si Í1?, ...., 72] es solu- 
ción no trivial del sistema lineul AX = 0 y 7f os sn componente, que tiene 
el módulo máximo, entences, de la k-ésima ecuación asp «E Da + ap 28 =0, 

+:h 


sigue la cstimación (a— 112x114 1=(5—1) | > anjrj [<(n—Mlarn 1179), 
juh 


que brinda la contradicción necesaria). 


6. Demostrar la siguiente afirmación. Sean Á = (a;y), PB = (5j ¡), matrices 
de dimensiones n X m y m X n, respectivamente, y sen ( = AB. Entonces 


det C són y 15, aa, Di Cn, $51 bra Lata Bin 
¡E-SOA .<InEm e. .2.o... e... ... ». |/ .....0o00...... 
Món Aj Sas Gra JN bi: e bjpn 


En el sogundo miembro, la suma se efectúa para todas las (5) corabinaciones 


posibles de n elementos (1, 2, . - ., ¿n) tomados de t, 2, ..., m. En parti- 
cular, det € = det A -del B para m = n y det € = 0, para n > m. (Indicación. 
Como € = (e), cjy== DD, agpbry, entunces, el usu repetido de la regla de desa- 
rrollo de un determinanle por una fila (teorema 1? del 3 2 del cap. 3), da 


1, %2, CA, 
n 
el 
det C ma DR) 1 » Br, la,2 Ort > 
LA PT hy=1 - . . .... ....2.2.2oo.0eo. 
Car, Cnh, Cara 


donde la suma se realiza para bLudos los pares de k,, .. ., Xp distintos. Cuando 
m< n, no existen tales índices, y, en consecuoncia, det C( = 0. Si m>m, 
entonces, k,, ..., kn, es una muestra de los olementos (/,, . - .. jn). tomados 
en algún orden, de 4. 2, ..., m. Se debon juntar todos los miembros, en co- 
rrespundencia con la combinación dada (f,, . . ., ¡n). y con la ayuda del tcorema 
sobre el desarrollo completo de un deterinínante, obtener 


ay; ... ank, 


ajXn ... AnFn 
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%15, da Cu bs din 


Gn: Gnia int --- Gjpn 


dondosaias ( a o) 


7. Utilizando el ejercicio anterior, mostrar, que si A es ma m X n-matriz 
sobre E, m > n, entonces 
det !AA= )) M?, 
M 


donde 4f recorre por todos los (7) menores de orden n de la matriz A. 


Capítulo 4 
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


(grupos, anillos, campos) 


En los capítulos precedentes se acumnló suficiente material 
concreto, al que es necesario conceptualizar desde posiciones más 
generales. Con este fin, introducimos y estudiamos, por el momento 
en un nivel elemental, los conceptos fundamentales para todo el 
álgebra, de grupo, anillo y campo. 


$ 1. CONJUNTOS CON OPERACIONES ALGEBRAICAS 


1. Operaciones binarias. Sea X un conjunto cualquiera. Se llama 
operación algebraica binaria (o ley de composición) en X, )a aplicación 
arbitraria (pero dada) 1: Xx X —X del cuadrado carlesiano 
X?=XxXxXen X. De este modo, a cada par ordenado (a, b) de 
los elementos a, b€ X, se pone en correspondencia de modo uní- 
voco un tercer elemento determinado t (a, b) perteneciente al mismo 
conjunto X. Á veces, en Jugar de í (a, b) se escribe a Tb, y más fre- 
cuentemente, la operación binaria en X se designa con algún símbolo 
especial: », o, + y +. Seguimos nosotros el mismo camino, llaman- 
do a-b (o sencillamente ab, sin ningún signo entre a y b) producto, 
y a + db, suma de los elementos a, b € X. Se comprende, que estos 
nombres, en la mayoría de los casos, son convencionales. 

Hablando en general, en X se pueden dar muchas operaciones 
distintas. Deseando separar una de ellas, sc emplean paréntesis 
(X, +) y se dice, que la operación « determina on X una estructura 
algebraica o que (X, +) es un sistema algebraico. Así, por ejemplo, 
en el conjunto ¿ de los números enteros, además de Jus operaciones 
naturales +, + (suma y multiplicación), es fácil mostrar operaciones 
«derivadas», obtenidas con ayuda de +(0 —)y+»: nom =n +4 m— 
—nmM, nem= —n—m, etc. Obtenemos diferentes estructuras 
algebraicas (2, +), (2, +), (E, +). 

Juntamente con las operaciones algebraicas binarias, no carecen 
de interés Jas mucho más generales n-arias opernciones (unarias 
cuando r = 1, ternarias cuando » = 3, etc.), al igual que sus com- 
binaciones. Las estructuras algebraicas relacionadas con ellas, com- 
ponen la teoría especial do álgebras universales. Todo esto lo men- 
cionamos solamente para subrayar olra vez ja importancia funda- 
mental que tienen para las matemáticas, algo que parecería como 
partes propias de la teoría de álgebras universales, las estructuras 
algebraicas con operaciones binarias. 

En e) sentido de la construcción de distintas operaciones bina- 
rías en el conjunto X también, evidentemente, se abre uh espacio 
ilimitado a la fantasía. Pero la tarea del estudio de estructuras 
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algebraicas urbitrarias es demasiado general para que represente 
algún valor renal. Por esla causa, se efectúan con distintas Jimitaciones 
naburales. 

2. Subgrupos y monoides. La operación binaria * en el conjunto 
X es asociativa, si (a * b)x=c = (a * (b * c) para todas, a, bc, EX; 
se dice que es conmutativa, si a «* b =bw*a. Los mismos nombres 
se le otorgan a la correspondiente estructura algebraica (X, +). 
Las exigencias de asocialividad y conmutatividad son independien- 
tes. De hecho, la oporación « en 2, dada por la regla nr - m == 
= -—-n—m, evidentemente, es conmutativa, pero (1 =*2) «3 = 
= (—1-Y13= —(1-2) —-3=0%4>41e (2=3), así que la 
condición de asociatividad no se cumple. Luego, en el conjunto 
Ma (R) de todas las malrices cuadradas de orden n > 1, está defi- 
nida la operación de multiplicación, que es asociativa pero no con- 
mutaliva (véase el punto 2 dol $ 3 del cap. 2). 

El elemento e € X se llama unidad (o neutro) en relación con la 
operación binaria considerada =, sie=x=x=0*e = zx, para todas 
las € X. Si e” es otro elemento unidad, entonces, como se deduce 
de la definición, e” =c« +e = e, Así que, en la estructura algebraica 
(X, +) no puede existir más de un elemento unidad. 

El conjunto X, con una operación asociativa binaria dada en él, 
se llama semigrupo. Ál semigrupo con elemento unidad (neutro) 
se acepta denominarlo monoide (o sencillamente, semigrupo cun 
unidad). 

Al igual que para cualquier grupo, la potencia del monoide 
M == (M, *) se designa con el símbolo Card M4 o | 4 ]. En el caso 
de un número finito de elementos contenidos en él, se habla de un 
monoide finitu 17 de orden | 41 |. 


Daremos algunos ejemplos de semigrupos y de monoides. 

1) Sea 2 un conjunto arbitrario y M del coujunto de tudas sus transfor- 
maciones (rplicaciones de Q cn sí mismo). De las propiedades de los conjuntos 
y de las aplicaciones, señaladas en el $ 5 del cap. 1, se deduce, que Af (Q) es un 
monoide. Se tione en consideración, por supuesto, ol trío (M4 ($2), o, ey). donde 
o us la composición natural de las aplicaciones, y el Q es la aplicación idéntica. 

Dostaquemos n) caso particular, cuando Q es un conjunto finito dol Q| = nr 
elementos, designados sencillamente con los números naturales 1, 2, ..., r. 
Cada transformación f: Q > Q se define por la sucesión ordenada señalada 
F(1), f(2), ..., Y (n), donde en calidad de imagen f (t) puede estar cualquier 
elemento de (2. Nu se excluye la coincidoncia f (1) = f (7) para i x= ¿. Eligiendo 
todas las sucesiones posibles, obtenemos exactamente nan" transformaciones. 
Entonces, | AM (Q) = Card M (Q) = n”. Sea, digamos, n == 2. Los elementos 
ef, g, 4 del monoide 1% ((1, 2)) y sus productos pares, son dados en su tota- 
lidad por las dos tahlas: de 


| t 2 . e f y h 
e 1.2 e e f yg h 
] 2 A Í fe ke 
e 1 1 L E E £ RK 
h 2 2 h hhh kh 
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Inmediatamente se aprecia, que M ((1, 2)) es un monaide no conmutativo. 

2) Sea otra vez $9Y un conjunto arbitrario, y 4 (9) el conjunto de todos 
sus subconjuntos (véase el ejercicio 4 «del $ 5 del cap. 4). Como (4 NB) NC= 
= 4 N(B NC) y (4 UB)UC=A JU (B3 UC), entonces, en .** ($2) se definen 
dos operaciones binarias naturales asocialivas. Es evidente, yue Y UA = 
yA NQ = A. Tenemos dos monoides conmulativos (.4* (Q), U, 5)rYr (F (Q), 
U, $). Como se sabe, | F (9) = 27, si | Q| — un. 

3) (Mn (R), +, O) es un monoide conmutativo cou elemento neutro, una 
matriz nula, y (M, (R), +. E) es un monoide no conmutativoa con elemento 
neutro, la matriz unidad E. Esto surge inmuedialamente de las propiedades 
de la suma y de la multiplicación de matrices, Jas que hemos conocido en el 
cap. 2. 

4) Sca nZ = (am| m€ Z) un conjunto de números entevos divisibles 
por rn. Es claro, que (2, -E. 0) cs nn monoide conmutativo, y (47, -) un sub- 
grupo conmutativo sin unidad (n > 1)... 

5) El conjunto P, (R) de matrices estocásticas de orden n (véase el ejer- 
cicio 8 del $ 3 del cap. 2) es un monoide cun una operación habitual de nimlti- 
plicación de matrices. 


El subconjunto $” del semigrupo $ con la operación «*, se llama 
subsemigrupo, si 2« y € S “para todos los .., y E S”, Jón este caso: 
también se dice, que el subconjunto S* ES cs cerrado respecto «a la 
operación «. Si (Mf, +) es un monoide, y el subconjunto AF” CAM 
no sólo es cerrado respecto a la operación *, sino que también contie- 
ne el elemento unidad, entonces ¡M' se llama submonoide en M. 
Por ejomplo, (+4. . -) es un subsemigrupo en (4, +), y (az, +. 0) 
un submonoide en (¿, +, 0). Todo submonoide del monoide M (9) 
se denomina monoide de transformación. (del conjunto $2). 

3. Asociatividad generalizada; potencias. Sea ( A,.) una estructura 
algebraica arbitraria con operación binaria -, a la que, por sencillez,. 
la omitiremos, escribiendo xy en lugar de «+ y. Sea, luego, Yi. -.. 
«.., Zp, Una sucesión ordenada de elementos de X. Sin cambiar el 
vrden, de muchos modos podemos formar un producto de largo n.. 
Sea l, el número de tales modos: 


bl = l:ix,Zo; 
la = 2:(2,%g) Lg, 21 (5228); 
ly = 9: ((2,%9) Lg) Lg (51 (222g)) Las 71 ((Lgl 3) Tar 1 (72 (2,7 4)), 


(2,2) (ET 4); etc. ] 
Es evidente que, escogiendo todos los productos posibles r,. -.. 


co. Cp Zap + + - E, de largos k yn —k,1t<k<m—1, y luego 
uniéndolos mediante nuestra operación binaria en el orden dado, 
agotamos todas las 1, posibilidades. Es notable. que cn Jos monoides 
(y subgrupos) la colocación de paréntesis resulta innocesaría., 

TEOREMA 1. Si una operación binaria en X es asociativa, entonces, 
el resultado de su aplicación consecutiva a n elementos del conjunto X, 
no depende de la colocación de paréntesis. 

DEMOSTRACION. Para n = 41, 2 no hay nada que demostrar. Para: 
n = 3 la afirmación del teorema coincide con Ja ley de asociatividad.. 
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Seguimos razonando por inducción sobre r. Supongamos que n > 3 
y que para el número de elementos < n la veracidad de la afirmación 
está establecida. Es necesario sólo demostrar que, 


(Ep... Ll E A (o o) (o in) (1) 
para cualesquiera k, 1, 1<k, 1 <n — 41. Transcribimos sólo los 
pares exteriores de paréntesis, por cuanto, por presupuesto de la 
inducción, la disposición de los paréntesis interiores no es eseucial. 
En particular, yt... ta =(.. ((2,7)) 23) -.. Xp-1) 2, es un 
producto, Jlamado normalizado u la izquierda. Distinguimos dos 
Casos: 


a)k=n-—4. Entonces (2, ... Tn Zn =(... (2,23) ... 


S.. Ep) 1, es un producto normalizado a la izquierda. 
Dk<n —1. En virtud de Ja asociatividad tenemos 


dr Tp) (Uhpr +  Tn) = (W1 > - 0) (nr + 
no Ena) En) = UE] >> 71) lata «+ Zn) Ln = 
= (. ns (( e (2,7s) ... Ta) Tr+1) ms Tr -1) Tn 


o sea, de nuevo un producto normalizado a la izquierda. A la misma 
forma se lleva el segundo miembro de la igualdad demoustrada (1). 


En el $ 2 del cap. 2 fue introducido el signo de la suma Yxj. 
Evidentemente, se puede utilizar en cualquier monoide conmutativo 
aditivo. En un monoide multiplicativo, de análogo sirve el signo 
de producto múltiple: 

pa 3 n n-1 
[| L¿=L,1X2, [] L¡ =(2,27) Ly, 11 r,=( ||] z,) Tn. 
je? [ ua Y i=1 i=1 

En virtud del teorema 1, cuando se escribe (o cuando se calcula) 
el producto de los elementos 2,7, . . . 2h de un monoide, los parénte- 
sis son superíluos. La única preocupación debe de manifestarse con 
respecto al orden de los multiplicadores, y sólo en el caso cuando 
no todos ellos son permutables entre sí. En particular, cuando 
TI >= x=... 2%, =2%, €l producto zx... zx se indica, al 
igual que cuando se opera con números, con el símbolo z, llamán- 
dolo nr-ésima potencia del elemento x. Un corolario del teorema 1 
resultan Jas relasiones 


PU — UA, (EM =W 7, m, neÑN (2) 
En el monoide (M, +, e), para todo z € M también suponen z? = e. 
A. las potencias 2% € M, +, e) en el monoide (YW, +, 0) les co- 


rrospunden los múltiplos nz =x + xr +2... +2 del elemento z. 
Las reglas (2) pasan a ser reglas para los múltiplos: 
mr + n2%- (m-7- n)x, n (mx) = (nm) 2. (2) 


Mencionemos otro hecho útil. Si xy = yx en el monoide “4, entonces 
(LEY = Y RO Te lio (3) 
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En particular, esto es siempre así en un monoide conmuntativo. La 
relación (3) se demuestra por inducción en r: 


(xy) ss (zy)""*xy == (1r=tyno!) (xy) ás (2-11) y 
== (17 zya-1) y = (1-17) (y*=1y) == any 


De forma más general, apoyándose en la relación (3) y utilizando 
la inducción sobre m, obtenemos 

22) = 1 << E) E MRAR "2200 (4) 
Análogamente, 


n(r+y)=nr+xmey n=0,1,2,..., (35 
R(E+R ... Ein) =%,+7 0... Friimn=0,1,2,... (4) 


Habitualmente, al monoide (4, -, e) lo llaman multiplicativo, y al 
(M, —, 0), aditivo. La escritura aditiva se utiliza preferentemente 
en Jos monoides cormutativos. 

4. Elementos invertibles. El elemento a del monoido (M, , e) 
se llama ¿nvertible, si se halla un elemento b€ 541, para el cual 
se cumple ab = e = ba (se entiende, que el elemento ) también 
será invertible). Si también ab" =e = b'a, entonces, 1” = eb' = 
= (ba) b' = d (ab') = be = b. Esto nos da fundamento para hablar 
sencillamente del elemento inverso a”* al elemento (invertible) a € 
EM: ada =e = aq 7. 

Se sobreentiende, que (a7*)”7* = a. Yl concepto de elemento 
invertible de un monoide sirve, evidentemente, para gencralizar 
naturalmente el concepto de matriz invertille en el monvide multi- 
plicativo (M, (R), -+, E). 

Como (xy) (yrixd) = 2 (yy) x7* =xer! =y4! =e€ y, aná- 
logamente, (y7ix7*) (xy) = e, entonces, (ry)"* = y7te-!, Por consi- 
guiente, el conjunto de todos los elementos invertibles del monoide 
(M, -, e) es cerrado con respecto a la operación - y compone un submo- 
nvuide en M. 


EJERCICIOS 


1. En el punto 1, en calidud de ejemplo, se introdujo en ? la operación? : 
ne m=-=—n— m, conmutativa, pero no asociativa. Fu el sistema algebraico 
(Z, +) se cumplen las relaciones: (n«* m)*m= mn, me (m+»)-- 1. Sea, que 
ahora nos es dado un sistema algobraico arbitrario (X, +), en el cual (x, « y) « y = 
=x, y» (y +1) =x, para cualesquiera x, y € Y. De mostrar, que za y = 
=yex, 0 sea, que la operación * es conmutativa. (No se dan indicaciones 
para su resolución, por cuanto este ejercicio es uno de los más inútiles del libro. 
Sin embargo!) 

2. Mostrar, que 


n 
MAR) =[A=(84) € Mn (| Y] 80, it, 2,..., 1 
jas 
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es un semigrupo con la operación corriente de multiplicación de matrices. ¿Es 
o no (MA (3). +=) un ntonoide? 

3. En el monoide multiplicativo M4 se elige un elemento arbitrario t y se 
introduce una nueva operación + y = zty. Mostrar, que (41,*) es un semi- 
grupo y que la invorsión «del elemento t en 3M es la condición necesaria y sufl- 
viento, con cuyo cumplimiento, (4f,%) resulta un monoide con elemento neutro 
(unidad) e, 

4. Mostrar, que cl conjunto Z con la vporación >: nom ua na + m-— qm 
= (1 + m (1-11) — 1, es un monoide connulativo. ¿Qué sirve en (Z, 0) 
de elemento neutro? Hullar en (7, =) todos los clementos invertibles. 


$ 2. GRUPOS 


1. Delinición y ejemplos. Examinemoz el conjunto GL (n, R) 
de todas las hn x n-matrices cuadradas con coeficientes reales, y con. 
determinantes distintos de cero. Según el teorema 5 del $ 2 del. 
cap. 3, det A 0, det R 40= det AR +0. Vemos, que 4. B€ 
€ GL (nn, 8) > 48 € GL (u, 3), luego, (4) € = A (BC), y existe ' 
una matriz escogida E tal, que AE = EA = A, para toda A € GL 
(n, R). Además, cada matriz A € GL (2, 7) tiene su «antípoda», . 
la matriz inversa 47! , para la cual AA! == ATA = E, 

El conjunto GL (7, 7). examinado junto con la ley de composición + 
(operación binaria) (A, 3) > AB y llamado grupo lineal completo” 
de potencia n sobre R, se podría haber definido brevemente, siguiendo. 
la terminología del $ 4, como un submonoide «de todos los elementos: 
invertibles dol monoide (M,, (R), +, E). Pero este submonoide es* 
tan importante, que se merece un nombre especia] y brinda un argu- 
mento sólido para introducir vna general a 

DEFINICION. El monoide G, todos los elementos del cual son * 
inver bles, se lama grupo. En otras palabras, se presupone el 
cumpim jento de Jos siguientes axiomas: 

(G1) en el conjunto G está definida la operación binaria: (2, y) —> 
> Y; 

(G2) la operación es asociativa: (xy) z = x (yz). para todos lo 
a, y, 72€ (; 

(G3) G posee el elemento neutro (unidad) e: xe = er = x para 
iodo rEG; 

(G4) para cada elemento x€G, existe el inverso x 
= wr =e,. 

Es admirable, que una de las ramas del álgebra más vieja y más 
rica en resultados. que juega un papel fundamental en Ja geometría 
y en las aplicaciones de Jas matomálicas a cuestiones de las ciencias 
naturales, se base en axiomas tan sencillos. Un pequeño análisis 
muestra, que se pueden simplificar aún más, pero esta tarea no es 
tan importante para nosotros. 

Los grupos con operaciones conmulalivas se llaman, nalural- 
mente, conmulativos, y más frecuentemente, abelianos (en honor 
dol matemática noruega Abel). El propio lérmino «grupo» pertenece 


li zada 
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al matemático frances Galois, el legítimo creador de la teoría de los 
gropos. La idea de teoría de los grupos flotaba en el aire» (como 
frecuentemente sucede con las ideas matemálicas fundamentales) 
mucho antes de Galois, y algunos de sus teoremas yu habían sido 
demostrados en forma ingenua por Lagrange. Los tenbajos geniales 
de Galois resultaron incomprendidos, y e) renacimiento del interés 
por ellos comenzó sólo después dol Jibro de Jordan «Curso de la teoría 
de permutacionos y de ecuaciones algebraicas» (año 15870). Sólo 
hacia fines del s. XIX en la Leoría do los grupos «se renuncia total- 
mente a la fantasia. Á cambio de esto, se prepara cuidadosamente el 
esqueleto lógico» (F. Klein, «Lecciones sobre el desarrollo de las 
malemáticas en el siglo X1X»). 

Para la dosignación del número de los elementos en ol grupo € 
(más exactamente, de la potencia del grupo) se utilizan los simbolos 
equivalentes Card G, |G | o (G: e). Casi todo Jo dicho en el $ 1 sobre 
los monoides se traslada a los grupos. Sólo corresponde roalizar el 
cambio debido de palabras. din particular, el subconjunto 1 <=G 
se llama subgrupo 0n G, sie€E HR, ,h¿ElT —>—hRh¿ENYREH => 
=> h-1 € IT. Yl subgrupo FT <G es propio, si H+e y ll + G. 


Aporteimos algunos ejemplos de grupos: 

1) En el grupo lineal completo GL (n, R) ya conncido por nosotros, exami- 
nemos el subconjunto SL (rn, R) de inatrices con determinante 4: 

SL (n, R)= (A EGL (n, R) | dot A = 1. 
Es evidente, que E € SE (n, R). De acuerdo con los resultados gonorales del 
an 3 acerca de las determinantes, det 4 =41, det B =1 => det AB <= 1 
y del 4-! = (det A)! = 1. Por eso, SL (n. £) es un subgrupo en G£L (na, R); 
ue lleva el nombre de grupo lineal espectal de potencia n sobre 3. También lo 
llaman grupo unimodular, aunque a este último trecuentemento se le incorporan 
matrices con determinante +1. 

lay que decir. que el grupo G/. (1, KR). al ser receptáculo de muchos grupos 
interesantes. resulta para los matomáticos de distintas gencracionas, como una 
fuente inagotable de nuevas ideas y de problomas no resueltos. 

2) Empleando números racionales en lugar de los realos, llegaremos al 
grupo lineal completo GL (n, 2) de potencia n sobre (A y a su subgrupo SL (n, (2). 
A su tiempo SL (nr, (2) contiene al interesante subgrupo S£ (nr, 5) de matrices 
enteras con determinante 1. £l teorema 1 del $ 3 del cap. 3, que propone una 
fórmula explícita para los cocficientes de la matriz inversa, muestra, que 
SE (n, Z) es realmeute un grupo. Los grupos S£ (n, Q) y S£ (n. A) ocupan un 
lugar de honor en la icoría de los números. El conjunto parcialmonte ordenado 
de los subgrupos examinados (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1) dol grupo 
GL (», R), se representa en el diagrama aquí ubicado (fig. 11). 

3) Haciendo en los ejemplos 1) y 2) n = 1, llegamos, primero, a Jos grupos 
mnltiplicativos Rr=R > (0) =GL, (1, R)Q* =Q (0) 6. (4, 0) 
de loz números reales y racionales. Estos grupos, evidentemente, son infinitos. 
Como en (Z, +. 1) los únicos elementos invertibles son i y —1. entonces, 
GL (1, 2) = (+1). Luego. SL(1, AR) =SL(4., Q)= SL (. 2) =1, Vero 
ya para n= 2el grupo S£ (2, 7) esinfinito: ya que Je pertenecen, por ejemplo, 
todas las matrices 


(0) (a), (177). mez 
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Notemos también Jos grupos infinitos auditivos: 
(R. +, 0, (QA, +,0. 2, +, 0). 


4) Sean, 2 un conjunto arbitrario, y S (Q) el conjunto de todas las trans- 
Sormaciones biyectivas (reciprocamente unívocas) f: £2 — Q. Volviendo a los 
resaltados del $ 5 del cap. 1 sobre las aplicaciones de conjuntos (teoremas 1, 2 
y consecuencia del teorema 2) inmedialamente concluimos que $ ($) es un grupo 
con una operación binaria natural, una composición dc transformación. Se 


CL(mA) 


ól(ma) SL(AR) 
Sn a) 
SL(7,2) 


e 
Fig.11 


sobreentiende, que S (2) es el submonoide de todos los elementos invertihles 
del monoide M2) del ejemplo t) del $ 1, pero no somos propensos r destacar 
esta circunstancia, Por sí mismo, el grupo S (Q) y en particular, sus distintos 
subgrupos, llamados grupas de transformación, es la pista de despegue, de la 
cual comienzan todas las posibles aplicaciones de la teoría de los grupos. Es 
suficiente citar el famoso «programa de Erlangen» de FP. Klein (1872) que puso 
el concepto de grupos de transformación como la basc para clasificar los distintos 
tipos de geometrías. Tomando como el espacio linevl R?, llegaremos al «gran» 
y poco observable grupo S (R”). Pero en S (RT) está contenido el subgrupo de 
las transformaciones lineales invertibles (biyectivas) p¿: RR? -—>R*, que se 
encuentran en correspondencia univoca recíproca con la matriz no degenerada A 
de orden nr (véase el $ 3 del cap. 2). 

De este modo, se obtiene la inclusión de GL (n, R) en $ (R*). 

El sentido de esta inclusión resultará más claro cuando se introduzca el 
concepto fundamental de isomoríizmo de los grupos. 


2. Sistema de gencradores (este punto, en una primera lectura, 
puede omitirse). 

Teniendo un subconjunto S del grupo G, probemos elegir un 
subgrupo H <G, contenedor de $ y tal, que para todo subgrupo 
KcGdesS CK se inferirá la inclusión 7 < K. No puede ser que 
existan dos subgrupos mínimos ¿f, H” de género semejante: 


Sn, SocHXF > HcHA' cH=>P'=H181. 


Así que el subgrupo mínimo ¿7 debe coincidir con la intersección: 
de todos los subgrupos, contenedores de S, si es que esta intersec- 
ción resulta subgrupo en G. Mas tiene lugar el sencillo 

TROKUMA 1. La intersección N H, de cualquier familia de subgrupos 

tE 


(H, |1 € 1) del grupo G, es un subgrupo. 
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DEMOSTRACION. Sea e el clemento unidad del grupo G. Las pro- 
dd eE zx, yE NH: >xy€ NH: € MH; > € 

€ (M/ H;, que caracterizan a todo subgrupo, son cumplidas en N Ay, 
por eso, se cumplen en cada uno de los subgrupos 41, por separado. 

Tomemos ahora en calidad de familia (H, |1 € 7) los mismos 
subgrupos, que contienen al subconjunto dado S CG. Entonces, su 
intersección 

S>=N A 
8CH 


en virtud del teorema 1 y de Jas observaciones anteriormente efec- 
tuadas, será precisamente un subgrupo minimo, contenedor de $. 
Llamamos al subgrupo (S) engendrado por el conjunto S$ en el gru- 
po G, y a $, conjunto de generadores del subgrupo ($). A primera 
vista, (S) no se formula eficazmente, porque os necesario revisar 
todos los subgrupos contenedores de S. Sin embargo, no hay necesidad 
de ello, como lo muestra la sencilla afirmación que se deduce del 
teorema . 

COROLARIO. El subgrupo (8) <G coincide con el conjunto T, 
compuesto del elemento unidad e y de todos los productos posibles 


A n=1, 2, 3, 
donde,ot;¡€S,obient*ES,1<IiIS<n. 


Efectivamente, como ft, ...tA ET, t,|... taT >—« 
al RETO NC 
A tr € 7, entonces, el no T es subgrupo 


en G. Por otro lado, cada subgrupo H, contenedor de todos los ,€ S, 
debe contener a todos los inversos z3* y, por Jo tanto, a todos los 
productos del tipo t,t, ... t,. Poreso H >7T, y T coincide con Ja 
intersección de todos esos subgrupos. 

Hay que hacer notar, que falta mucho para que todos los pro- 
ductos t,tz . . . ty sean distintos elementos del subgrupo ($), incluso 
si se conviene (Jo que es natural) en reemplazar a los pares que se 
encuentren de elementos recíprocamente inversos a«?, aria, por 
el elemento unidad. En general, para | S | > Í, la cuestión de la 
igualdad de Jos productos !,t, ... f, es difícil y será brevemente 
tratada recién en el cap. 7 

Cada grupo ( es engendrado por algún sistoma de goneradores $: 
como $ se puede tomar, por ejemplo, a todo el grupo G. Por simpli- 
cidad, examinemos el grupo (*, engendrado por el conjunto finito $ 
de sus elementos (tales grupos se llaman engendrados finttos). Elimi- 
nando de S los elomentos «sobrantes», que se escriben en forma de 
producto de los que quedan (y sus invorsos), llegamos al sistema 
méntmo de generadores M dol grupo G. Esto significa, que (17) = G, 
pero (M') + G, si el sistema MM” es obtenido de) 17 eliminando por 
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lo menos un elemento. Sea, digamos, MM = ([g,, . - -, Ea). Entonces, 
en Jugar de (7 +: (17) se escribe también G = (81, £2, .. -. Ey? 
Cuando d = 1 se habla «de grupo cíclico. 

3. Grupos cíclicos. Si (es un grupo arbitrario y g su elemento, 
entonces, por definición, (g) es un subgrupo cíclico en G. 

En concordancia con el teorema 1 y con las propiedades de las 
potencias de Jos elementos en los monvides, es natural esperar que 
todo grupo cíclico la) con el generador a, resulta un grupo abeliano 
del tipo (ad) - fa" |n€z), o (a) = [na |n €Z.) (esta escritura 
no significa que todos los elementos «” o na sean diferentes), de 
acuerdo a qué tipo de grupos examinemos, multiplicativo o aditivo. 
Así es, pero lay que convenir en la designación de (a7* = a* 
y demostrar la afirmación siguiente. 

TEOREMa 2. Cualesquiera que fueran mM, nEZ, 

aa = mn. (amy — men 


(correspondientemente, ma + na = (m + nj a, n (ma) = (nm) a). 

DEMOSTRACION. Para m, nono negativos, véanse las reiaciones 
42), (2) en el punto 4 del $ 1. Si m<0O0, n < 0, entonces m = 
= —m>0,/ =—n >0, y 


arnagr — (a lay” pen (¡ae Mica Ez a(m roy = qe. 
Para m' = -—m>>0, n > 0, tenemos 


agar = (a 0" a (art... ari) (a... a)= 
— rr ns a] 


ME 
=ar-" (o (a? si m>n)=a"", 


Análogamento se examina el caso cuando 21m > 0,r < 0. La igualdad 
(a”y”? = a”" se deduce de lo anterior y es suficientomente evidente 
por definición de potencia. 


Un ejemplo sencillísimo de grupo cíclico es el grupo aditivo 
de números enleros (% . 4-, 0), generado por la unidad ordinaria 1 
10 


i ¡ | Senera en SL (2, 2) 


un subgrupo cíclico infinito. El conjunto (1, —1) es un grupo cíclico 
de orden 2 por multiplicación. 


m 


o —1. Es fácil verificar, que la matriz 


Un ejemplo de grupo ciclico de orden ar so obtiene, si se examinan todas 
las rolaciones en un plano, alrededor de algún punto 0, de una figura n-angular 
regular P, coincidente con el plano y con centro en el punto 0. Evidentemente, 
estas rotaciones gencran nn grepo: como sus productos, cabe entender el cumpli- 
miento sucesivo de transformaciones. Nuestro grupo C, contiene rotaciones 
Po: Pr + <<. Pay en sentido opuesto a las agujas do un reloj, en ángulos iguales 


«y TU 
a —, ..., (an— 1) n 


14 
tricas «e ve, que ql = qf* y qP = qp (transformación unitaria). Así 


. Además, , = pf, y por reflexiones goomé- 
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pues, |] C, | = n y C, = (q,>. Observemos, que el grupo cíclico C, es un sub- 
grupo propio del grupo D, de todas las transformaciones de simetría de la 
figura n-angular Pn (o sea, coincidencia de P, consigo mismo). 


Sean, de nuevo, un grupo arbitrario G y algún elemento del 
mismo a. Hay dos posibilidades: 1) todas las potencias de a son 
distintas, o sea m=>3en => a” <a”. En este caso, se dice que el 
elemento a € G tiene un orden infinito. 2) Se tienen coincidencias 
a” = q”, para m se n. Si, por ejemplo, m >> n, entonces, a” = e, 
o sea, existen potencias positivas del elemonto a € G, iguales al 
elemento unidad. Sea q el menor exponente positivo, para el cual 
al = e. Entonces, se dice, que a es un elemento de orden finito q. 
En el grupo finito G (Card G < 00) todos los elementos, por supuesto, 
serán de orden finito. 


Advertencia. La palabra «orden» cn matemátivas, tiene significados múlti- 
ples. Autes hablamos de matrices cuadradas de orden n (matrices de dimen- 
siones n X r), pero la matriz no degenerada A, considerada como elemento del 
grupo GL (rn, R) tiene también un orden (posiblemonto infinito) en el sentido 
recién indicado. En cada caso, surgirá claramente del contexto a qué orden 
nos referimos. 


En el marco del ejemplo, dado arriba, de grupo cíclico de orden 
n, la siguiente afirmación es casi evidente. 

TEOREMA 3. £l orden decualquier elemento a€ G (G es un grupo 
abstracto) es igual a Card (a). Si a es un elemento de orden finito q, 
entonces 


la) =(fe, 0)... art) yak=e<>k=bUY 1€Z. 


DEMOSTRACION. lín el caso de un elemento de orden infinito, 
no hay nada que demostrar. Si a es de orden q, entonces, por defini- 
ción, todos los elementos e, a, a?, ..., a77* sou distintos. Cual- 
quiera otra potencia a* coincide con uno de estoz elementos, o sea 
la) = (fe, a, ..., a77*), En efecto, usándose el algoritmo de divi- 
sión en Z (punto 3 del $ 8 del cap. 1), escribimos cl exponente k 
de la forma 

k = q +r, 0<r<q—, 


luego de lo cual, operando con potencias de acuerdo a las reglas 
expuestas en el teorema 2, obtenemos 


a = (a7) a” m eo = 0". 


En particular, ak =e>r=0=>k <= ly. 

La propiedad cíclica de un grupo, muy útit y cómado, no siempre 
es dada apriori: a veces, hay que demostrarla. lón calidad de ejem- 
plo, consideremos la siguiente 

PROPOSICION. Los elementos permutados a, b, del grupo arbitrario 
G, que tienen Órdenes s, t primos entre sf, generan en G un subgrupo cícli- 


9-0392 
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co de orden st 
la, b) = (ab). 


DEMOSTRACION. En efecto, D = (a) ()(b) = e, por cuanto, para 
todo elemento d € D, que tenga algún orden q, por el teorema 3, 
tenemos 


d=d=H=>d' =(0P =e, dd =bY=e>ql15,q]1í, 


y como s, £ son primos entre sí, se deduce que g = 1. Si, además, 
rn = ] (ab) |, entonces (véase la relación (3) del $ 1), 


a*b” = (aby =e=> 0 =b5P ED men>a” =e,D" = e > 
>s»s|n, 1 | rn >m.«c.m. (s, !) |n=>st | n, 


por cuanto, st = m.c.m. (s, €) m.c.d. (s, £). Pero (ab)? = (a (b?) == 
= e (teorema 2), así que n |st y, en consecuencia, n = st. Queda 
por observar, que 


a, b)I=(a 0 10<i¿<sS—4, 0<]<it—1)=>Card (a,b) < st, 


y como, (ab) = (a, b) y Card (ab) = st, entonces, (a, db) = (ab). 

Aún volveremos a los grupos cíclicos, pero ahora examinemos 
más fundamentalmente un tipo especial de grupos de transforma- 
ciones, en los cuales se ilustran en forma muy evidente los conceptos 
introducidos. 

4. Grupos simétricos y alternados. Sea $%2 un conjunto finito de n 
elementos. Puesto que la naturaleza de los elementos para nosotros 
no es esencial, es cómodo considerar que Q = (1,2, ..., n). El 
grupo S (9) (véase el ejemplo 4, dado anteriormente), de todas las 
aplicaciones biunívocas Q —-Q se llama grupo simétrico de grado n 
(de otro modo: grupo simétrico en n símbolos, o en n puntos) y muy 
frecuentemente es designado por medio de S,. 

Sus elementos, por lo común designados con letras grieges mi- 
núsculas, se llaman permutaciones. 


Observación. A veces, los elementos del grupo S, se denominan sustituciones, 
utilizando el término «permmutacións como sinónimo de una disposición de los 
números 1, 2, ..., n en cierto orden fijado. Como entre los ordenamientos 
de los números y los elementos del grupo S, existe una correspondencia bjuní- 
voca, y la palabra spermutación» conscientemente se asocia más bien a una acción 
que a un ordenamiento fijo, entonces, las sustituciones quedan excluidas de 
nuestro uso. Por otra parte, posteriormente, por ejemplo, hablaremos sobre la 
gustitución de un número en un polinomio, pero esto sirve solamente de argu- 
mento complementario en favor del acuerdo terminológico indicado. 

, de se nocesitan algunos argumentos más, se pueden hallar en la literatura 
científica, 


En forma desarrollada y explícita, la permutación x: ¿=> x (i), 
i=31,2,..., n,se representa con el símbolo de dos filas 


ra 


3,3 GRUPOS 134 


que indica totalmente todas las imágenes 


12 ..o R 
ni y y, 
tz bg +... le 
donde in = 5 (k), k =4,..., n, son los símbolos permutados 
1, 2,..., rn. Como siempre, e es la permutación unidad (aunque 
es letra del alfabeto latino): e (i) = i, Vi. 
Las permutaciones gc, 1 € S, se multiplican de acuerdo con la 
regla general de composición de aplicaciones (01) (it) = a (1 (i)). 
Por ejemplo, para la permutación 


1234 pS 
la aj “Hl4 3 2 4 


tenemos 


Al mismo tiempo 


e 1234 
.0=(, 3 2 1) 23 4 )=le 2 1 2): 
así que 0T=3éT0. 


A veces, junto con el grupo Gescómodo examinar el llamado grupo opuesto. 
Si G es un grupo en relación a la operación binaria o: (/, g£) —f o g, entonces, 
es también un grupo respecto a la operación =: E £) > g of. El grupo con ope- 
ración contraria se designa GvP, Este hecho refleja la simetría de los axiomas 
de grupos, en los que se habla de inversos bilaterales y de unidades bilaterales. 
El axioma de asociatividad también es simétrico. En particular, en el grupo: 
so. se establece la regla de multiplicación de dos permutaciones, en el sentido 


corriente de izquierda a derecha. Si hubjéramos escrito fo o ¿ en lugar de ol «= 
== 5 (i), entonces, esto también hubiese sido habitual para nosotros. 


Hallemos el orden del grupo $S,. Con la pormutación o, el sím- 
bolo 1 se puede llevar a otro cualquiera o (1), para lo que existen, 
exactamente, n posibilidades distintas. Pero, fijando a o (1), tenemos 
derecho de elegir en calidad de o (2) solamente a uno de los n — 1 
símbolos restantes (en total, pares distintos de o (1), o (2), se tienen 
(n —1) + (n—1t0)+... + (n—4) =n (n — 1), en calidad de 
a (3), respectivamente n — 2 símbolos, etc. Jl total de Jas elecciones 
posibles a (1), a (2), .. ., 0 (n), y, por consiguiente, de todas las 
permutaciones posibles, resulta n (n — 3) ... 2-1 = nl (factorial 
de n). De este modo, 


Card $, = 15, | = (S,:e) = nl. 
90 
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Descormpunemos ahora las permutaciones de S, en productos 
de permutaciones más simples. La idea de la descomposición la 
explicamos esquemáticamente en el ejemplo de las permutaciones 
anteriormente mencionadas O, TES: 


La permutación O, brevemente se escribe en forma o = (1234) o, lo 
que es lo mismo, en forma gs = (2341) = (3412) = (4123), y lleva 
el nombre de ciclo «dle longitud 4, mientras Ja permutación 1 = (14) 
(23), es el producto de dos ciclos independientes (no intersecados) 
(14) y (23) de longitud 2, Observemos, que 0? = (13) (24), at = 
= (0 =e, Y =e. 

Pasando al cuso general, llamamos a dos puntos i, F E Q equiva- 
lentes respecto al subgrupo cíclico (1) < S,, o sencillamente nr-equi- 
valentes, sij=3ni ($ =x3ut(... ni) ...) para algún s € Z. Como 
S, €s un grupo finito, entonces, cada uno de sus subgrupos también 
es finito. Por el teorema 3, en el caso en que Card (1) = q, se puede 
considerar que 0 < 5 < q. Estamos en presencia de relaciones refle- 
xivas, simétricas y transitivas (vénse el punto 2, del $ 6 del cap. 1), 
por cuanto ¿=""()=e (0; ¡=n*()=>i=n*() y j¡= 
=u (0), k=3at (1) >k=wx* (6). En correspondencia con la 
propiedad goncral de relaciones de equivalencia, obtenemos la 
partición 


2=Q.U -... U Lp (1) 


del conjunto (2, en*clases $%,, .. ., Up, disjuntas de dos en dos, 
a las que se acostumbra llamar también n-órbitas. Este nombre está 
plenamente justificado. Cada punto ¿€ QYpertenece exactamente 
a una órbita, y sii € (,, entonces $, está compuesto de imágenes 
del punto ¿con la operación de potencias del elemento x: i, xt (i), 
al 1) ari (2), Aquí, l, = 1 a] es la longitud de la r-órbita 
de OQ. Evidentemente, ¿, <q = Card (1) y UR (1) = 1, además, 
l, es el menor número que posee esta propiedad. Haciendo 


o en ER)... mun? (y) 
7 == (im (e)... 197" (0)= ee n2(d) ... mari 0): 


llegamos, precisamente, a la permutación llamada ciclo de lon- 
gitud ln. 
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Es cuestión de gusto y comodidad, escribir (123... o 
(1, 2,3,..., 12), separando los símbolos con comas. El ciclo az 
deja en su lugar a todos los puntos del conjunto £2x.Q,, y a (j) = 
= Ka ($) para cualquier punto ¿€ QL,. Esta propiedad nos da pie 
para llamar a los xI,, 2tp, s3€t, ciclos independientes o disjuntos. 
Como ala (1) = ¿ para ¿€ Q,, entonces, ak =e. 

Así que, con la partición (1) se asocia la descomposición de la 
permutación sn en el producto 


NT = Mya .. . Tp, (2) 


donde todos los ciclos son permutados: sn = 5RyMg .. - Mp = 
= TiVo .. .. ip. 

Se puede considerar, por ejemplo, que l, >l¿ >... > lm > 
> bm+r1= ... =]l,=1, 

Si el ciclo tj = (¿) tiene una longitud 4, entonces, opera como 
una permutación unitaria; es natural omitir tales ciclos en el pro- 
ducto (2): 

TN = HyTa «Mm lh>1, 1<k<m. (3) 


Por ejemplo, la permutación 


1234563758 
a=(, 3454756 5) ES: 
la escribimos de forma 
rc == (12345) (67) (8) = (42345) (67). (4) 


Alguna dificultad provoca el hecho de que (12345) (67) puede 
ser interpretada como una permutación de $, para cualquier n >?7, 
sin embargo, cuando » está dado, no hay ninguna ambivalencia. 

Más exactamente, sea que junto con la descomposición (3), te- 
npemos otra descomposición 1 = 4% -.. 4, en productos de 
ciclos independiente, además sea ¿ un símbolo que, cuando se efectúa 
la operación xn, no queda en su lugar. Entonces, 1, (¿) + i, a, (i) +1 
para uno (y sólo para uno) de los ciclos sy, . . ., 3, y para uno de 
Jos %;, . . ., Ap. Tenemos 


ak (i) >. a (i) =07 (1), k=0,1,2,... 


Pero un ciclo se determina unívocamente por la operación de su 
potencia sobre cualquier símbolo, gue no se conserve en su lugar. 
En consecuencia, 31, = 0, Más adelante se aplica inducción sobre 
mo ?. 

Asi, hemos demostradu el 

TEOREMA 4. Cada permutación 1 een S,, es tun producto de ciclos 
independientes de longitud > 2. Esta descomposición en un producto 
está definida untrocamente, exactamente hasta el orden de recorrido 
de los ciclos. Pp 
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+, La escritura compacta (3) de la permutación 1, a la que se hace 
mención en el teorema 4, es cómoda por muchas razones. En parti- 
cular, permite, encontrar fácilmente el orden de una permutación. 

COROLARIO 1. El orden de la permutación x E S, (= al orden del 
subgrupo cíclico (1)) es igual al mínimo común múltiplo de las longi- 
tudes de los ciclos independientes, que entran en la descomposición a. 

DEMOSTRACION. Ántes ya se observó que los ciclos independientes 
en la descomposición 1 = stjitg . - . Mm son permutables, o, como 
oa se dice, conmutan. Por eso, de acuerdo a la relación (4) 
e , 


M="*W%... niñ s=0,1,2... 


Como los ciclos 1,, . . ., 38, son independientes (operan en distintos 
conjuntos Q,, ..., Qm), entonces, 12 =e<=>- 39, =e, para k = 
= 1, ..., m. Luego, g es un múltiplo común de los ciclos xx, los 
que, como vimos, coinciden con sus dimensiones /,. Si q es el menor 
número natural, para el cual 1% =e, entonces, q = Card (1) y 
q = m.c.m. (l,, .. ., dm) es un número entero, definido en el punto 
2, delz 8 del cap. 1. Véase también la frase al final del punto 3.8] 


Por ejemplo, inmodiatamente podemos decir que, el orden de las permuta- 
ciones del tipo (4) os igual a 10. ¿Y cuál os el máximo orden do los clementos 
de Sy? Eligiendo las particiones del número 3 en sumandos positivos, dispuestos 
en orden no decreciente, llegamos a la conclusión, que los órdenes «de los elernon- 
tos =een $, son dados por los númeras enteros 2, 3, 5, 8, 7, 8, 10, 12, 15. 
En calidad de olemonto de máximo orden 15 so puede tomar, por ejemplo, la 
permutación = (12345) (078). 


DEFINICION Ll ciclo de longitud 2 se llama trasposición. 

Cualquier trasposición tiene la forma t = (iJ) y deja en su lugar 
a todos los símbolos, distintos de ti, j. Del teorema 4 se deduce el 

COROLARIO 2. Cada permutación q € S, es producto de trasposiciones. 

En efecto, en virtud del teorema 4, es suficiente escribir en forma 
de productos de trasposiciones, cada uno de los ciclos. Pero esto 
se puede hacer, por ejemplo, así: 


(12...1-150=(1(1/—10.. (13 (12. P 


La afirmación del corolario 2 se puede expresar de otro modo, 
utilizando el concepto de sistemas generadores de grupos (véase el 
punto 2) 


Sn =((12)) ..., Un), (23), ..., (2n), ».., (1 — 1n)). 
Por supuesto, este sistema de generadores no es mínimo. Por ejemplo 
S. = ((12), (13), 230 = ((12), (13)). 


En consecuencia, no se puede hablar de ninguna unicidad de escritura 
de una permutación por medio de trasposiciones: las trasposiciones, 
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hablando en general, no conmutan, y su número no es invariante 
de la permutación. Por ejemplo, en $, tenemos 


(123) = (13) (12) = (23) (13) = (13) (24) (12) (14). 


Por otra parte, la multiplicidad de la descomposición se aprecia 
de Ja igualdad ar? = Y para cualesquiera trasposiciones O y ?T. 
No obstante, un invariante de descomposición de permutaciones 
por medio de trasposición, pese a todo, existe. A fin de poder des- 
cubrirlo, en la medida de lo posible, de uu modo natural, consíde- 
remos la operación S, sobre las funciones. 

DEPINIGION. Sean, NES, y ÍH(X,, -.., Xn), funciones de cuales- 
quiera n argumentos. Suponemos 

(xt of) ¿ARO (rn) ..». Xa=tn)- (5) 
Se dice, que la función g = no fse obtiene por operación de s sobre f. 

Por ejemplo, si n = (123) y f(X,, Xy, Xa) =X,+2X] + 
+ 3Xj¿, entonces, (m0 f/) (X], Xq, Xy) = Xy + 2A3 + 23. 

En correspondencia con el $ 1 del cap. 3, la función f se llama 
antisimétrica, si tof= —f, para cualquier trasposición TE Sp, 
o sea, 

Tdi Xp . . .p Xy, cc. )==—f(.. X4, o. .p Aja) 

LEMA. Sean a, $ dos permutaciones cualesquiera de Sy. Entonces 

(af) of =0a0 (ue f). 

DEMOSTRACION. En correspondencia con la relación definitoria (5) 

tenemos 


((aB) e f) (X,, .. .) Xa) e Í (Xtapt a». .. .p Xtagr (m1) 

= f(Xgrat cr + + Aga (a) 1 (Arta +. Apart) = 
> (B 2 f) (La .. . ., Xa”n)) => (% o (B 9 f)) (Az, e... .p Xn). 
TEOREMA 5. Sea í una permutación de S,, 


MN = TyTg o .- Ta (6) 
alguna descomposición de n en un producto de trasposiciones. Entonces, 
el número 

tq = (7, (7) 


denominado paridad de x (o de otro modo: signatura o signo de x) 
queda totalmente determinado por la permutación n y no depende del 
modo de descomposición (5), o sea, la paridad del número entero k, para 
la permutación dada x, es slempre la misma. Además, 
Lap = Lalo (8) 
para todos los a, fi E Sp. 
DEMOSTRACION. Tomamos una función antisimétrica arbitraria 
f, de n argumentos X,, ..., Xn. Por el lema, la operación de x 
sobre f se reduce a una sucesiva aplicación de trasposiciones Ta, 
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Th-1> » - -» Tip O sea, a k repetidas multiplicaciones de f por —1: 


nofmlt, ... Tr) o (tro) > 
= — (1, So. Tra) of == ... = (1) f = e5f. 


Como el primer miembro de esta relación depende de xtc, pero no de 
ninguna de sus descomposiciones, entonces, y la aplicación e: 1 — 
-——+€n, dada por la igualdad (7), debe determinarse totalmente por la 
permutación z. con la condición, claro, de que f no sea una función 
idénticamente nula. Pero sabemos, que existen funciones antisimé- 
tricas distintas de cero; por ejemplo, el determinante de Vander- 
monde A, (X,, ..., An) de orden n. 

La aplicación a una función f, de las permutaciones af de acuerdo 
a la regla expuesta en el lema, da 


tap] = (af)]of =a0 (Pef) =u0 (2pf) = ea (ua. f) = 
== Eg (8,f) = (€x€p) 1, 


de donde se obtiene la relación (8). 

DEFINICION. La permutación xs € S, se llama par, si ta =4, e 
impar, si ta = —1. 

De la definición se deduce, que todas las trasposiciones son per- 
mutaciones impares. 

COROLARIO 1. Todas las permutaciones pares de potencia n forman 
el subgrupo A, <S, de orden n!/2 (se llama grupo alternado de 
potencia n). 

DEMOSTRACION. De acuerdo con (8), ty = 1, si ta = Ef = Í, 
Y Ex-1 == €x, por cuanto €, = 1. Como A, es un subconjunto en $,,, 
entonces, todos los axiomas de grupo se cumplen. 

Escribamos S, en forma de unión S, = A, U A,, donde A, 
es el conjunto de todas las permutaciones impares de potencia n. 
La aplicación de S en sí misma, definida por la regla 


Ps: 7 —(12) xx, 


es biyectiva. Es inyectiva: (12) a = (12) Pf > x = f; a continua- 
ción, empleando el teorema 3 del $ 5 del cap. 1, se puede sencilla- 
mente notar, que (ps)? es una aplicación idéntica. Como tqyx = 


decir, que el número de permutaciones pares en S,, coincide con 


el número de permutaciones impares, de donde | 4, | = 715, 


=>. 
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COROLARIO 2. Sea la permutación 1 E Sn, descompuesta en un pro- 
ducto de ciclos independientes de longitudes l,, la, . ... tn. Entonces 
m 


Y) (4-1) 
A 
Efectivamente, según el teorema ) tenemos tx = ta, ... »m = 
Eq... lu. Además, Ex, = (INES por cuanto xr, se escribe 
en forma de producto de l, — 1 trasposiciones (véase la demostra- 
ción del corolario 2 del teorema 4). Definitivamente, 
my 
Y 1-1) 


E 


Para finalizar, a fin de descansar de cosas serias, examinenns el conocido 
juego de «quince», Quince fichas cuadradas, planas, de igual medida, nurueradas, 
se distribuyen cn un tablero criulrado, dividido en 16 catupos de iguales «dimen- 


9polriz 
pj] 
¿) 


Fig. 12 


siones que las fichas. Queda libre un campo, utilizando el cual, se pueden mover 
las fichas en forma horizontal o vertical (sin sacarlas del tablero). Se requiere, 
a partir de una distribución inicial, arbitraria, duda de las fichas (véase la 
fíg. 12, a; en la posición inicial, se puede considerar campo Mbro al ángulo infe- 
rior derecho), pasar a una distribución correcta (vúase la fig. 12, 6). ¿Cuándo 
es posible dar este paso? La teoría elemental de los grupos «maló» a este juego 
en su pleno mues «de salón». Con las figuras a) y hb) se usocia Ja permutación 
n € S;5. No es difícil convencerse (de cualquier modo, se recomienda convencerse) 
de que la distribución correcta es alcanzable si, y sólo si, la paridud e de la per- 
mutación si es igual a 1, o sea, si x € Ays. 


EJERCICIOS 


í. Mostrar, que si M = ($) es un monoide, engendrado por el conjunto S 
y cada elemento s€ S es invertible eu M, entonces, M es uu grupo. 

. Grupo, es un monoide G con elemento neutro, en el cua) laz ecuaciones 
del tipo az = 3, ye = b tienen solución única para cualquier a, ¿ € G. Demos- 
trar esta afirmación. 

3. Mostrar, que el conjunto A, (R) de las llamadas transformaciones afines 
Poy Te» az + b(a, DER; a +0) de la recta real R, forma un grupo con 
ley de multiplicación Pa.rPed = Pacad+h: En el grupo A, (R) está contenido 
cl subgrupo de los «desplazamientos puros» r => x -> b. 
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4. El grupo SL (2, Z) contiene los elementos A = |L£ 3, Bn 
= |. 1 | de órdenes 4 y 3, respectivamente. Mostrar, que (4B) es un 
subgrupo cíclico infinito en SL (2, 7). De este modo, el producto de dos elemen- 
tos de orden [inito en el grupo G, no son necesariamente elementos de un grupo 
finito. ¿Y cómo es la cosa en un grupo abeliauo? 

5. Demostrar, que el grupo G de orden par | G] == 2n necesariamente con- 
tiene un elemento g >s e do orden 2. (Irdicación. Considerar la partición de 
G en pares g, g*). 

6. Demostrar, que S, == ((12,), (13), .... (1nm)). 

7. Demostrar, que Sy, = ((12), (123, ..., n)). 

8. Demostrar, que el grupo alternado A,, n > 3, es engendrado por ciclos 
de longitud 3, además, efectivamente, 


An (123), (124), o...) (12n) )» 
9. Hallar el signo de la permutación 


4 2 3 e. n—1 n 
a (, n—i rn—2 ... 2 1)” 


10. SeaQ= (1,2, ..., n), Q X Q un cuadrado cartesiano. Llamaremos 
al par (£. j)€ Q X Q, inversión en relación a la permutación O € S, (brevemente: 
T-Enuerstión), si 1< ¿, pero O (t) > 0 (j). Hacemos 


¿ ER a (1) —o (i) 
sgn a ET 


iGi<cicn 


Como (a ()) — 9 (1) (Y — 1) es un número racional distinto de cero, siendo nega- 
tivo exactamente cuando (ti, 7) os d-inversión, y como a: Y) — Q es una aplica- 
ción biyectiva, entonces, sgn o = (—1). donde k es el número general de las 
d-inversiones. Si T = (if es una trasposición. entonces, sgn == —1. Como 
es fácil ver, 


e.» 0())...0(0)... past O a EN 
A A O A 
¡ 


sl ... 0 (1) 75) , 
así que la g-inversión (1, j) deja de ser inversión en relación a la permutación 
to, donde T = (0 (1) a (1d) es una trasposición. AMostrar, que se encuentran k 
trosposiciones T,, . . ., Ty. para las cuules T, Tp - -. 1,9 = e, es una permuta- 
ción unitaria. Por consiguiente, O == T, ..., Ty.Ta, y seno = (—1) = eg 
“on dos designaciones, con iguales atributos, do una misma invariante de permu- 
tación; sgn (del latín signunm: signo). Hemos obtenido otra forma cómoda para 
determinar cl signo de una permutación. Digamos, en relación a la permuta- 
<ión (4) que el conjunto de inversiones se compone de cinco pares (1, 5), (2,5), 
(3.9). (4,5), (6,7), así que sen x = —1. Prácticamente, la cuestión se reduce 
a calcular, en la fila inferior de la permutación x, la cantidad de números f, 
mayores que í. pero que se encuentran antes de ¿, parai=4, 2, ... a — 1. 

11. Demostrar, gue cl subconjunto no vacio H del grupo pco) 
Íinito €, es un subgrupo, si Ff es cerrado con relación a la multiplicación. Signi- 
fica, en el caso dado, que la exigencia de que en 4 existan el elemento unidad 
e, y el inverso ñ7* para cada h € HT, resulta superflua. 
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12. ¿Qué sistema de generadores se puede proponer para el grupo multi- 
plicativo (()+4, -) de los números racionales positivos? (Indicaclón. Utilizar el 
teorema fundamental de la aritmética, del $ 8 del cap. 1). ¿Pxisteono en(Q.,, -) 
un sistema de generadores finito? 

13. Demostrar, que la 4-ésima potencia n* del ciclo x = (12... nj E Sy 
es el producto d = m.c.d. (rn, k) de los ciclos independientes, cada uno de los 
cuales tiene una longitud q = m.c.m. (an, d) = nid. 

14. Sean A, B € M,(R) y (4B)” = E, para algún uúmero entero mm. 
¿Es cierto, que (B.4)" == E? 
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1. Isomorfismos. Como ya se indicara antes, tres rotaciones Gp. 
1» Pz, en sentido contrario a las agujas del reloj, en los ángulos de 
0%, 1209, 240%, trasladan el triángulo equilátero P, sobre sí mismo. 


Fig. 13 


Pero se tienen todavía tres transformaciones axiales de simetria (de 
reflejo) Yi, Ye Y con los ejes de simetría 1— —A”, 2 —2', 

— —3', indicados en la fig. 13. Todas las seis transformaciones 
de simetría corresponden a las permutaciones en el conjunto de los 
wértices del triángulo. Obtenemos 


Po “ €, P (123), QP — (132) 
Y. — (23), pa — (13), Ys — (12). 


Como no hay otras permutaciones de potencia 3, entonces, se puede 
afirmar, que el grupo D, de todas las transformaciones de simetría 
del triángulo equilátero, manifiesta una gran similitud con el grupo 
simétrico Sa. 

En este mismo sentido, son cercanos entre sí los grupos cíclicos 
Cn (véase el ejemplo en el punto 3del$ 2) y ((12 ... n)» <S». 
Estos hechos, así como Jas meditaciones gcenorales sobre grupos, 
no pueden no conducir a una pregunta natural, acerca de las propie- 
dades más esenciales de los grupos. Á primera vista, una información 
completa está contenida en la tabla de multiplicación del grupo 6, 
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lNamada tabla de Cayley 


| £1 63 5 8n 
Ex Lil£1r 1 a *"** ZiBn '“* 
E. 5381 8aSa *** EsEn 
En Enft Enf£2 £n£n ñ 


E A A A A A A E A 


Realmente, muchas regularidades de los grupos pueden ser per- 
cibidas al eyaminarse la tabla de Cayloy, o, lo que es lo mismo, la 
matriz 17 = (1m;j) (de dimensiones » X n, si n = (G:e)) con ele- 
mentos mM; = 28, € . Sabemos, por ejemplo, que en cada fila y en 
cada columna de la matriz 17, cualquier elemento del grupo G se 
encuentra exactamente una vez (véase más abajo, la demostración 
del teorema 3). El grupo G es abeliano si, y sólo si, la matriz M 
es simétrica, o sea, si m¡y = mj¡. Esta lista de propiedades se podría 
continnar, pero, sin embargo, comparar dos tablas para grupos 
G, G” de igual orden, es relativamente difícil, porque la formu de 
la matriz 17 depende de la numeración (ubicación) de los elementos 
del grupo, y ya en el caso de grupos infinitos, la situación se complica 
aún más. 

El modo más correcto y más radical de abordar el problema de 
la diferenciación (o, par el contrario, de la identidad) de los yrupos 
G y G, lo propone el concepto de isomorfismo. 

DEFINICION. Dos grupos E y G”, con oporacionos + y o se llaman 
isomorfos, si existe la aplicación f: G-—>G' tal, que: 

(i) f(a * b) =f (a) o [(b), para todos los a, bEG, 

(11) f es biyectiva. 

El lecho de isomorlismo «de grupos, frecuentemente se designa 
con el símbolo G = G”. 

Mencionemos las propiedades más sencillas del isomorfismo. 

1) La unidad pasa a unidad. Efectivamente, si e es unidad en el 
grupo G, entonces, cx a = axe = a, en consecuencia f (e) » f (u) = 
= f (a) o f (e) = f (a), de donde se deduce, que f (e) =e”, unidad 
del grnpo G”. En esto razonamiento fnerou utilizados, aunque parcial- 
mente, ambas propiedades de f. Para la (i) esto es evidente, y la 
propiedad (ii) garantiza la sobreyectividad de f, así que, con los 
elementos de f (2), se completa todo el grupo G”. 

2) f(a7*) =f (a)7?. Efectivamente, de acuerdo a 4), f(a) o 
of (u7) = f(a xa) =f (e) =e”, que cs unidad en G”, de donde 
Fla)! ==] (a) 3 e = (a)? o (f (a) o f (a7*)) = 

= (f (a)* o /(a)) of (a) = e of (a7*) =/(a7?). [E 
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3) La aplicación inversa fi: GF —G (existente en virtud de la 
propiedad (ii), también es isomorfismo. 

En razón del corolario del teorema 2, $ 5, cap. 1, hay que conven- 
cerse solamente de Ja legitimidad de la propiedad (i) para f7*. Sean, 
a', PY" EG'. Entonces, en vista de Ja biyectividad de f, tenemos 
a' =f(a), b' =f(b) para algunos a, b€ G. Por cuanto f es iso- 
moría, a "ob" =f$ (a). f (b) =f (a + b). De aquí, tenemos, a- bd = 
= f"1 (a' e b'), y como, asu vez, a = 1 (a), b = f* (b"), entonces, 
pa ob) = 4 (a) «$ (0). 

Una sencilla comprobación muestra, que la relación —, establecida por 
nosotros entre los grupos Da y Sy, es realmente un isomorfismo. 

En calidad de aplicación isomoría f, del grupo multiplicativo (Ry, -) 
de todos los números realos positivos sobre el grupa aditivo (R, --) de todos 
los números reales, puede servir f = In. La conocida propindad del logaritmo 
Infab = ln a + ¿n b, precisamente modela la rre (i) en In definición 
de fsomorfismo. Como inversa f, sirve lu aplicación 3 »>» e*. 


Demostremos ahora dos teoremas generales, que ilustran sobre el 
papel! del isomorfismo en la teoría de los grupos. 

TEOREMA 1. Todos los grupos cíclicos de un mismo orden (incluso, 
infinito) son isomorfos entre sí. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, si (g) es un grupo cíclico infi- 
nito, entoncos, todas las potencias g” del generador g son distintas, 
y obtenemos el isomorfismo f: (g) —(%, +), haciendo g” > 
=> [(g) =n. La biyectividad de f es evidente, y la propiedad 
FW") =$ (7) + 1 (€”), se deduce del teorema 2 del $ 2. 

Sean ahora, G= fe, g, ..., 81) y CC =(fe, gl... (83) 
dos grupos cíclicos de orden q (no distinguimos las operaciones en 
G y G'). Definimos la aplicación biyectiva 


f:g*—QqY, k=0, 4d, ...o.q—Íl. 


Haciendo, n + m=lkq+r,0<r<q— 1, para Cualesquiera nr, 
m=0,1,..., q — 1 y razonando como al demostrar el teorema 3 
del $ 2, tendremos 


pg) =] (8) = (8) = 8)" = (87 (87 =1 (811 (87). PM 


TEOREMA 2 (de Cayley). Cualquier grupo finito de orden n, es iso. 
morfo a cierto subgrupo del grupo simétrico S,. 

DEMOSTRACION. Sea (G nuestro grupo, n = |G |. Se puede consi- 
derar, que S, es cl grupo de todas las aplicaciones biyectivas del 
conjunto G sobre sí mismo, debido a que la naturaleza de los ele- 
mentos, permutados con Jos elementos de S,, no os esencial. 

Para cualquior elemento a € Gexaminamos la aplicación £L,: EG — 
—> (7, definida por la fórmula 


Lo (g) = ag. 
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Sie = E, €9, - - »» En, son todos los elementos del grupo G, enton- 
Ce5, 4, Uf, » . «, 4gn, serán los mismos elemenlos, pero dispuestos 
en algún otro orden (irecordemos la tabla de Cayley!). Esto es com- 
prensible, por cuanto 

ag1 = ag, => a”? (ag;) = a”? (agy) > (a7la) gi = (uta) gy >81= Ej. 
Esto significa, que £, es una aplicación (permutación) biyectiva,, 
cuya inversa será Lz* = £L¿.,. La aplicación unidad es, natural- 
mente, £,. 

Utilizando de nuevo la asociatividad de la multiplicación en G, 
e Lao (8) = (ab) g = a (bg) = La (Log), O sea, Las = 
= £g * Ey. 

Así, el conjunto £,, Lg,, . - -» Eg, £enera un subgrupo, digamos 
H, en el grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas del con- 
junto G sobre sí mismo, o sea, en S,. Uenemos la inclusión XA CS, 
y tenemos la relación L: a => £, € IT, que posee, por lo dicho antes, 
todas las propiedades de isomorfismo. 

El teorema de Cayley, no obstante a su sencillez, tiene gran 
importancia en Ja teoría de grupos. 1 destaca un cierto objeto 
universal (la familia (S, |]n =41, 2, .. .) de grupos simétricos), 
que es contenedor de todos los grupos finitos en general, considerados 
con exactitud hasta el isomorfismo. Ja frase 4 con exactitud hasta 
el isomorfismo » no sólo refleja la esencia de la teoría de grupos, 
que pretende reunir en una clase a todos los grupos isomorfos, sino 
y de las matemáticas en su conjunto, las que, sin tales generaliza- 
ciones, carecerían de sentido. 

Haciendo G” = G en la definición de isomorfismo, obtenemos la 
aplicación isomoría q: G—>G del grupo G sobre sí mismo. Ella se 
llama automorfismo del grupo G. Por ejemplo, la aplicación unitaria 
€c: € — g (más adelante indicada por medio del 1), es un antomor- 
fismo, pero, como regla, G posee también automorfismo no trivial, 
La propiedad 3) de las aplicaciones automorfas muestra, que la apli- 
cación inversa en relación a un automorfimso, también será un auto- 
morfismo. Si, luego, q, Y son automorfismos del grupo G, entonces, 
(p > 9) (ab) = y (19 (ab) = p (y (a) y (0) = (e > P) (a) x (9 o 1) (5) 
para cualesquiera a, b € G. Por consiguionte, el conjunto Aut (G) de 
todos los automorfismos del grupo G penera el grupo—subprupo del 
grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas G—=- G. 

2, Homomorfismos. En el grupo de automorfismos Aut (G) 
del grupo G hay un subgrupo especial. El se designa con el simbolo 
Inn (G) y se llama grupo de automorfismos internos. Sus elementos 
son aplicaciones 


T.:g >> aga”. 


Un pequeño ejercicio muestra que 7, efectivamente cumple lodas 
las propierlades, que se requieren de los automerfismos, además 


$ 3) MORFISMOS DE LOS GRUPOS 143 


Il? =l a Z, =1 es el automorfismo unidad, 


Tools, =Jew (porque (Z¿o0 [y (8) = La Lo) (8) = 
= J, (bgb”*) = abgbrta”! = abg (ab)”* = I,r (E))e 


La última relación muestra, que la aplicación 
f:G — Inn (G) 


del grupo G” sobre el grupo 1nn (G), de sus automoríismos internos, 
determinada por la fórmula f (a) =J¿, a € G, posee la propiedad (i) 
de la aplicación isomoría: f (a) of (b) = f (ab). Sin embargo, la 
propiedad (ii), en este caso, no se cumple necesariamente. Si, por 
ejemplo, G es un grupo abeliano, entonces, aga”? = g para todas 
las a, g EG, así que 7, = 7., y todo el grupo Inn (G) está compuesto 
de un solo elemento unidad /,. Esta circunstancia hace natural la 
siguiente general 

DEFINICION, La aplicación f: G +»G' del grupo (G, ») en (G”, o), 
se llama homomorfismo si 


flae b) =7f (0) 01 (b), Va, LbEG 


(en otras palabras, en la definición de isomorfismo se suprime la 
propiedad (ii)). 
Se llama núcleo del homomorfismo f el conjunto 


Kerf = [g €G 17 (g) =e', unidad del grupo G'). 


La aplicación homomoría de un grupo sobre sí mismo, también 
se llama endomorfismo. 

En esta definición, de f no sólo no se exige biyectividad, sino 
que tampoco se requiere sobreyectividad (o sea, ser aplicación « so- 
bre »), lo que por otra parte, no es muy esencial, puesto que siempre 
se puede uno limitar al examen de la imagen Imf =G”, que es, 
evidentemente, subgrupo en G”. La principal distinción del homo- 
morfismo de f con respecto al isomorfismo, se reduce a la existencia 
de un núcleo no trivial Ker f, que es, por así decirlo, Ja medida 
de la no inyectividad de f. Pero si, Kerf = fe), entonces f: G => 
-> Im f, es isomorfismo. 

Notemos, que 


fla) =e,f(0)=e >f(0b) =f(a)0f(b) =e'0e =el 


f (a?) = 1 (a) == (8)! =e”. 


Por eso, el núcleo Ker f es subgrupo en G. Sea JJ] = Kerf —G. 
Entonces (ahora omitimos los signos « y o): 


Hlehe”?) = HDMI? =]Mer(0)*=e, 
VhAEH, E EG, 
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o sea, ghg”* € HT y, por consiguiente, gl/g"*H. Reemplazando aquí 
g por g7, obtenemos gig <= H, de donde H <gHg”?. Así que, 


gHgrt = H, Ve €G. 


Los subgrupos que tienen estas propiedados se llaman normales (tam- 
bién los Jlaman subgrupos invariantes, o divisores normales). Así, 
hemos demostrado el 

TEOREMA 3. Los núcleos de los homomorfismos siempre son subgrupos 


normales. | 

La importancia de este hecho la evaluaremos en la medida nece- 
saria considerablemente más tarde. lor ahora apuntemos, que no 
todo subgrupo es normal en G. 1'or ejemplo, en S, el subgrupo cíÍ- 
clico ((123)? = Ay, es normal, pero ((12)? = (e, (12)) no lo es tal 
(no se recomienda llamar a ((12)> «subgrupo no normal»). 

3. Vocabulario. Ejemplos. Cabe anolar, que los términos «apli- 
cación sobreyectiva» (aplicación esobres), inyectiva (aplicación de 
inclusión), biyectiva (aplicación biunívaca), empleados para las 
aplicaciones de enalesquicra conjuntos (sin operaciones), en el caso 
de los grupos (y en el caso de otros sistemas algebraicos) son recm- 
plazados por los términos correspondientes de epimorfismo (homo- 
morfismo «sobre»), moromorfismo (homomorfismo con núcleo uni- 
tario), isomorfismo (homomorfismo biunívoco, epimorfismo y mono- 
morfismo conjuntamente). Existe Ja tendencia a reemplazar homo- 
morfismo por el término morfismo. Es úlil tener on vista este voca- 
bulario al leer literatura matemática, pero al principio, quienes lo 
«deseen pueden arreglarselas con dos términos: isomorfismo y homo- 
morfismo con el agregado de las partículas «sobre» y «en». 


Como complemento de Jo considerado arriba, damos algunos ojemplos 
más de morfismos de grupos. 

1) El grupo aditivo de los números enterus Z, homomórficamente se repre- 
senta sobre el grupo cíclico finito (7) de orden q, al hacemos f: n r> g” (véase 
el tcorema 2 del 4 2). En este caso, evidentemente, Kor / [q] 1 € 2). Efecti- 
E O que (y) <= Ker f. La inclusión inversa se deduce del teore- 
ma 3 del $ 2. 

2) La aplicación /: R — 7 =SO (2) del grupo aditivo de los números reales 
sobre el grupo T” de rotaciones del plano con un punto fijo O, dada por la fórmula 
J(A)=0, (1) es rotación on sentido contrario a las agujas del reloj, en el 
ángulo 24), cs honmomoría. Como Pa, 0 Y, = Dryu, y el giro en un ángulo 
múltiplo de 2 7, coincide con el giro unitario (on un ángulo nulo), entonces, 
Ker/= (2nn| n€ 7). Se dice también, que f es un homomorfismo de * en 
la circunferencia S' de radio unitario, por cuanto se tiene correspondencia biuni- 
voca entre Y, y el punto en S! con coordenadas polares (1, 2114), O<A < 1. 

3) El grupo lineal completo GL (nr) do las matrices reales A ((o sea, «dle las 
matrices con coctícientes cn R) con determinantes det A distintos de cero, homu- 
mórficamente se representa sobre el grupo multiplicativo R*. de log números 
reales distintos de cero, si se hace f = det. La condición de homomorfismo 
(AB) = 1 (4)f (8) es sólo otra formulación distinta del teorema 5 del $ 2 
del cap. 3. Por definición, SL (n) = Ker f. 


$3] MORFISMOS DE LOS GRUPOS 145 


4) Consideremos el grupo cíclico Cy = (—1) = (1, —14) de orden 2. 
Si so quiere, se puede dar en forma abstracta como ma tabla de Cavley 


La aplicación S, — Cy con ayuda de nuestra conocida función € = sgn : Tr» En 
(el signo de la permutación 1) es un homomorfismo del grupo simétrico S, 
sobre Cy. Además, de acuerdo a la definición de grupo alternado, Koer e = A,. 

3) Un grupo infinito puede ser isomorfo de su verdadero (propio) subgrupo. 
Efectivamente, el grupo aditivo (Z, +) contieno al subgrupo propio n2 = 
= (nh11€ 3), dondo n > 1 es un número natural dado. Es fácil vorificar 
que la aplicación £, : 2 > mn, está determinada por la relación g, (%) ex nk 
es un isomoriismo. De paso notemos, quo 2 y nZ,, son grupos cíclicos infinitos, 
on los cuales de generador sirvou 1 o —1 y no —n, respectivamente; por eso, 
£n y la aplicación k »-> —nk agotan todus los isomorjfismos de Z => n£. 

6) El grupo Aut (G) e incluso un elomento no unitario p € Aut (G) aislado, 
pueden servir de fuonte de importantos informaciones sobre el grupo G. Ho aquí 
un ejemplo claro de esto tipo. Sea G un grupo finito, en el exal opora un auto- 
morfismo de orden 2 (q? = 1), sin puntos fijos: 


a *e=zq(a) e. 


Y resu pongamos, que q (a) al = q (b) ba? para algunos a, b€ G. Entonces, 
lucgo do multiplicar a osta igualdad a la izquierda por q (b)* y u la derecha 
por a, obtenemos € (b)"! y (a) = ba, o sea q (bla) = ha, da donde dla = 
== eyb= au. Así, p (a) a? hace el recorrido, junto con a, do todos los elementos 
del grupo G, o, loyuo os equivalente, cualquier olemento g € G se escribe de la 
lormu g = q (a) a7*, Pero en tal caso. y (4) = 9 (p (1)) y (a!) = q (a) y (a7*)= 
= ap (a)! = (q (a) 271)? = 1. De suerte que P coincide con la aplicación 
g > gi. Sabiendo esto, oblenomos ab —= q (art) q Wa = q (adhad = 
= (adob")-! == ba, o ses, y el grupo G resulta scr abeliano! Además, (CG : e) 
es un DÓniero impar, porque G se compone de e y de pares de elementos no inter- 
secados 8, E = Q (gi). 

7) En cuanto se puedo modificar una operación sobro un grupo, na caui- 
biando, en el sentido dol isomorfizmo, el propio grupo, lo muestra cl siguiente 
ejemplo (véase también cl ejercicio 3 del $ 1). Sean, € un yprupo arhitrario, 
t un olermento snya dado, cualguicra. Introducimos en el conjunto E una nueva 
oporación: 

(8, Y > Za h = glh. 
Inmediatanente comprucba, que (g, * Za) * Za = Ey * (La * god, O sea, que la 
operación » es asociativa. Además, g» (ld =tls go q, y fs (ta igalinl) = 
= (tig-l2=1) a g = tl, yesto significa, que (G, «) es un grupo con elemento 
unidad e» = ¿“, Do elemento inverso a gonfG, +). sirve gq =-tig-4-1, La 
aplicación 7: g—gt-1, ostablece el iscmorfismo de los grupos(0, -) y (6. e), 
o sea, f (ehl = f (8) «7 (a). 


Todos los ejemplos indicados sirvon, enbre otras cosas, para ilus» 
trar una regla común: cl estudio de los morfismos del grupo G da 
una considerable información sobre el mismo grupo €. 

4. Clases adjuntas respecto « un subgrupo. De la definición de 
homomorfismo f: G > G” y de los ejemplos considerados se va, que 
10—0392 
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todos los elementos del conjunto 
aKerfos fabibE Kcrf), a EG, 


tienen aplicación en un mismo elemento / (a) del grupo G”: f (ab) = 
=f (0) (0) -- f (a) e” =f (a). Por el contrario, si f (g) =f (a), 
entonces, flag) =Jf([a?)f(g = (07 (8) =e', de donde 
ale = bE€ Kerfy g =ad € Kerf. Este hecho, muestra la convenien- 
cia de descomponer al G en subconjuntos del tipo a Ker f. Estudie- 
mos esta subdivisión en el caso general, independientemente de los 
homomorfismos. 

DEFINICION. Sea ¿7 un subgrupo del grupo G. Clase adjunta a 
la izquierda en el grupo G del subgrupo If (brevemente, G del HE) 
se llama el conjunto ¿17 de elementos del tipo gk, donde £ es un ele- 
mento dado de G, y h% recorre todos los elementos del subgrupo $T. 
151 elemento g se denomina representante de la clase adjunta g£H. 

Análogamente se definen las clases Hg adjuntas a la derecha. 
A vecos, las clases adjuntas a la izquierda en nuestro sentido, Jas 
llaman a Ja derecha, y a las adjuntas a la derecha, a la izquierda. 
Lo importante cs atenorse a una terminología dada. Si H = Ker f 
es el núcleo de nu homomorfimo, enlonces, ¿ff = Hg, en vista 
de la normalidad de [/f en G (véase el punto 2). Hagamos notar, que 
una de las clases adjuntas, resulta ser el propio subgrupo 4 = Te = 
= e, Ninguna otra elase adjunta es subgrupo. Efectivamente, si 
£H 03 un subgrupo, entonces, e € glf, de donde e = gk, g =h"* 
y ell =h"4 = H. 

TEOREMA 4. Dos clases adjuntas a la izquierda en G del H, o coin- 
ciden, o no lienen ningún elemento comvin, La descomposición de 
en clases adjuntas a la izquiedra de IT, define en G la relación de equi- 
valencia. 

DEMOSTRACION. Sea que las clases g,ff y g,H] tienen un elemento 
común a = fi h, = gaho. Entonces £2 = g4Rh;*, y cualquier ele- 
mento Zgh de la clase g¿Hf Lieno la forma 2gj¡hih;'h = gy, donile 
h' =hih3'h € MH. Quiere decir, que g./f  g¡H. Análogamente se 
demuestra, que todo clemento de la clase g, FF, está contenido en 
EH, Y, por consiguiente, £,H == ef. 

Como todo elemento, dado de antemano. g € G, está contenido 
en glf. entonces, cl razonamiento ofecluado demuestra, que G se 
presenta en forma de unión de las clases adjuntas a Ja izquierda dis- 
juntas respecto ul subgrupo Hf; 


G=U gl. 


De acuerdo al principio general, expuesto en el $ 6 del cap. 1, esta 
descomposición induce en G la relación de equivalencia, la que se 
define de mnilo evidente: 


a=be>ratbep. 
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Si se desea, de la reflexividad, simetría y transitividad de esta rela- 
ción, se puede uno convencer inmediatamente: a — «, por cuanto 
ata=e€ Hira= besa tb=h=bidae =h*EH=b> qa 
nn b, b e ba = Ri, cab —= Ra => cria == ch, —= RÁ, € 
EN => a e. 

Una afirmación análoga tiene lugar para las clases adjuntas a la 
derecha. 

La descomposición en clases adjuntas surge de un modo natural 
en los grupos de permutaciones. Sea, por ejemplo, G = S,, un grupo 
simétrico, operando en el conjunto N = (1, 2, ..., n). Si se exa- 
mina la agrupación de 17 elementos x € S,, tales que x (rn) = n, 
entonces, como es fácil convencerse, If es un subgrupo en S,, que 
se puede identificar con S,.,. Sean, Tp = €, T; = (in), trasposiciones, 
que transforman aneni(i=4,2,..., n —1), Es claro, que 


n-1 
Sa = U TAS 1: 
k=0 


Examinemos la descomposición Sy en clases adjuntas a la izquier- 
da y derecha, del subgrupo ((12)) = Sy: 


Sy = (e, (12) U ((13), (123)) U ((23), (132), 
Sy = fe, (123) U ((13), (132)3 U ((23), (123)). 


Vemos, que el conjunto de Jas clases adjuntas a la izquierda 
£S7, no coincide con el conjunto de das clase adjuntas a la derecha 
S2£”. No obstante, entre los conjuntos [g1f) y ([Hyg') siempro se 
tiene una correspondencia biyectiva, por la cual 


x= gh € gl «o 272 = hug € Hgo. 


Efectivamente, si, por ejemplo, Ayg¡' = hagz*, entonces, g, = 
= gh, y gl = godT. En particular, si [e, x, y, 2, ...) es un 
conjunto de representantes de clases simétricas a la izquierda (corres- 
pondientemente, a la derecha), entonces, Se, x7*, yl, 271, ...) es 
el conjunto de representantes de clases adjuntas a la derecha (correspon- 
dientemente, a la izguterda). Las potenciasde estos conjuntos, coinciden. Ñ 


Al conjunto de todas las clases adjuntas a la izquierda en G 
de H, acordamos designarlo con el símbolo G/H (o (GH) ,, si surge 
la necesidad de examinar a un mismo tiempo el conjunto (G/H), 
de clases adjuntas a la derecha en G de H). Para la potencia Card 
G/H de este conjunto, se usa el nombre de «índice de subgrupo H en Gr 
y se introduce la designación especial (G: H), que concuerda muy 
bien con la designación (G : e) de orden | G | del grupo G (el número 
de clases adjuntas del grupo unidad). Como la aplicación H =>gH 
es biunívoca (recuerde la demostración del teorema de Cayley y la 
aplicación] L¿), entonces, Card gH = (H : e). De este modo, tiens 
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lugar li fácilmente memorizable fórmula 
e) =(G: TT) (H:e), 


de lu cual se deduce 0] clásico 

TEOREMA 5 (de Lagrange). El orden de un grupo finito es divisible 
por el orden de cada uno de sus subgrupos. 

COROLARIO. El orden de cualquier elemento es un divisor del orden 
del grupo. Un grupo de orden primo p, es siempre cíclico y, con exacti- 
tud hasta el isomorfismo, único. 

Efectivamente, cl orden de cualquier elemento g € G coincide 
con el orden del subgrupo cíclico engendrado por él (g) (teorema 3 


del $ 2). Sí, Juozo, |G | = p es un número primo, y // un grupo 
no unitario, entonces, la divisibilidad de p por | A | significa, que 
pH | =p, de donde, /I =G. Por consiguionte G coincide con el 


subgrupo cíclico, engendrado por cualquier elemento g + e. Todos 
los grupos cíclicos del orden dado, son isomorfos (teorema 1). Esto 


da derecho a habla de la unicidad. | 

En relación cor 0] teorema de Lagrange, surge la tentación de 
buscar, para cada nivisor de m de orden nr del grupo G, un subgrupo 
de orden in en G.dPero para esto, en general, no hay fundamento. 
Quienes lo descon pueden comprobar, que en ol grupo alterno Á,, 
de orden 12, no h,ay subgrupos de orden 6 

Poro en algunos grupos la «invocación del teorema de Lagrange» 
es correcta. Por ejemplo, tiene lugar el 

TEOREMA 6. Todo subgrupo de un grupo cíclico, esa su vez un grupo 
cíclico. Los subgrupos del grupo cíclico infinito (2, +) se agotan con 
los grupos (infinitos) (miá., +), m € N, y los subgrupos del grupo cíclico 
de orden q, se hallan en correspondencia biunivoca con los divisores 
(positivos) dl del número q. 

DEMOSTRACION. Para «diferenciar, examinaremos cl grupo cíclico 
Á = (a)en escritura aditiva. Cada uno de sus elementos, por consi- 
guiente, tiene la forma ka, donde k € o k =0, : , 
si Á es un frupo finito de ordon q (véase el teorema 3 del $ 2). Ses 
B, da matriz no nula on A. Si ka € 13 para algún k %0, ontonces, 
también —ka € B. Entre todos los elementos ka € R con ke positivo, 
eligimos el elemento ma, donde m es e] menor. 

Escribiendo cualquior k*>0 en forma de k =im+r,0<r< 
< m, vemos, que de ka E /3 sigue ra =— ka l (ma) E B, o sea, r =0. 
Quiere decir, H4 = (ma), es un grupo cíclico. 

Todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos (teorema 4), 
Tomemos en calidad de modelo al grupo aditivo (2, --). En ol caso 
dado, sirven de generadores 4 o 1, así que, por lo demostrado, 
cualquier subgrupo en (Z, +) es definido por el número natural 
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m y tiene la forma 
ma = (m+«1) = [0, 2m, +2m, .. .). 


Evidentemente, todos estos subgrupos son infinitos. 

Sean ahora, (a) = (0, a, ..., (g — 1) a), qa = 60. Sabemos, que 
Be (0, ma, 2ma, ...), donde mEN, además suEB, SEN => 
=> $ = mt. Se afirma, que m divide a q. Efectivamenle sea q = 
= dm +r,0<r <m. Entonces 


0 = qa = d (ma) + ra, 


de donde, ra = —4 (ma) € B. El ser m un mínimo, conJlova ar =0 
y tenemos q = dm. De este modo, 


B =(0, ma, 2ma, ..., (d — 1) ma) = má 


es un subgrupo en A de orden d. Cuando /m hace el recorrido por 
todos los divisores posilivos del número q, lo mismo hace d, y obte- 
nemos exactamente sólo un subgrupo por cada orden d, divisor de q.]] 
COROLARIO En el grupo cíclico la) de orden q, el subgrupo de orden 
d | q coincide con el conjunto de los elementos b E (a) tales, que db = 0. 
DEMOSTRACION. Si tim = q, entonces, bE€ B = mA y db = 0. Por 
el contrario, sean, b = la € (a) y db = 0. De la condición día = O, 
sigue, que dl = qk = dmk, de donde, l = mk y b =- la = k (ma) € 
E má. 
5. Monomorfismo S,-—> GL (n). Recordemos, que se llama mono- 
morfismo de los grupos G >G”, a la inclusión isomorfa de G en 6”. 
TEOREMA 7. Existe un monomorfismo f: Sh, =GL (n) tal, que la 
matriz f (1), n E S,, tiene determinante | f (n) | = tx. 
DEMOSTRACION. Á cualquier matriz (a¡¡) de dimensiones n X n, 
la escribimos en forma de unión de columnas: (a) = (40, 40, ... 
..., A). Sean, en particular, 


1 0 0 

0 1 0 
EN=|[" |, EP=|[" |, ..., E09 

0 0 1 


columnas de la matriz unidad E. Definimos la aplicación f: Sy, — 
>GL (n), haciendo 


mm f (1) = (ED, ED), ..., EC), (1) 
De este modo, f (1) es una r X a-matriz, en Ja que en cada una 
de sus files y en cada una de sus columnas, hay exactamente una 


unidad y los demás lugares están ocupados por ceros. ks fácil com- 
prender, que f (1) € GL (n). 
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Sean o, 1 dos pormutaciones arbitrarias, 1 = 0t el producto 
de las mismas. Por definición, en la ¿-ésima fila de la matriz f (0) = 

= (a) y en la f-ésima columna de la matriz F(t) = (bx,), los ele- 
mentos distintos de cero serán, respectivamente, iy) = 4 y 
bx, y == 1. Por eso, para la matriz f (0) f (1) = (ci), la condición 
cry 40, es equivalente a 07? (i) =7 (j), o sea a ¿= 07 ()) = 
= x1 (7), y esto, precisamente, significa, que f (0) f (1) = f (or). En 
consecuencia, f es un homomorfismo. 

La propiedad Ker f = e es evidente, por cuanto, inmediatamente 
de (1) se ve, que f (1) = E > x = e. Por consiguiente, f es un mo- 
nomorfismo. 

Finalmente, sabemos que el determinante es función antisimé- 
trica de sus columnas. Por eso, |f (3) | = É (ED, ..., EY) es 
función autisimétrica de los argumentos £%, ,.., En). De (1), 
las definiciones de las operaciones S, sobre g (véase (5) del $ 2) 
y de la demostración del teorema 5 del $ 2, percibimos, que 


talf(M|=*..g(EV, ..., EV) = (no g) (EN, ..., EW) = 
= g (EGM), ..., EAU) WED, .,., EM [| = 
= det E =1. Así que, |f (1) | = e. Y 


Las matrices del Lipo f (11), x € S,, se llaman matrices de permuta- 
ciones. Una limitación del monomorfismo f sobre A,, es el mono- 
morfismo en S£ (n, R). La composición fo £ de las aplicaciones L: 
G >»8S, (teorema 2) y f: Sa >GL (n), lleva al monomorfismo G — 
—GL (n) de cualquier grupo finito G. En el caso de S,, la aplica- 
ción f tiene el siguiente aspecto: 


100 010 0014 
e—ll0 10, (12 —>|1 0 ol, ano] 
001 004 100 

100 001 010 
en=|p03|. 020—|100|. 3001] 
010 010 100 


Con ayuda del teorema 7, se demuestra fácilmente el llamado 
teorema sobre el desarrollo completo de un determinante. 
TEOREMA 8. Kl determinante 


Gs € --- Gn 
det A=|“1u %3 ->-- Gn 
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se puede escribir en forma de una suma algebraica de ni productos 
(denominados términos del determinante): 


Y 
det Á= DS la rts), 1x2), 2... aran, n* (2) 


TES a 


DEMOSTRACION. Designamos por medio de 4D, ..., 4079, 
EO, AGD, .,., A | al determinante, que se ubtiene de | A | 
cambiando la columna A(% con el número j, por la columna £W 
de la matriz unidad. La fórmula para desarrollar un determinante 
por los elementos de su f-ésima columna muestra, que para el com- 
plemento algebraico A ¿, del elemento a;; del determinante | A | = 
=|40, ..., A(” |, se tiene, en forma de determinante de orden 
n, la expresión: 


Aj¡=]A0, ..., EA E TR 

de donde, por la misma fórmula, se obtiene, 

det A=2 a¡Ay) 7 » ay AD, ...) AD, E, Ad+0, ...y AMI, 
i i 


Si aplicamos esto al principio para ¿ = 1, y luego (a cada uno de los n 
sumandos) para j = 2, etc., entonces, para det A tendremos expre- 
siones contenedoras, respectivamente, de n, n?, y, finalmente, 
n” determinantes 


det A= 2 Gi, 1 Em: AD, Am | = 
1 
=D 6,1 DO E, EP, AO, A] 
1 t9 
=í 2 Gt, 1%, ¿Jeen, ¿in coo AM] 
$1, ta 


j iy oi 
e... 2 a, 1417, 2 ... 4, ni£ mio En, de Elm |, 
tt, ta. tn 


Aquí, ly da7 - - », in, tecorren cualquier surtido de los números 
1, 2, ..., n, (incluso con repeticiones). Utilizando todas las n” 
aplicaciones distintas 1: (1, 2, ..., rn) —(1,2, ..., n) (véase el 
ejemplo 1) del punto 2 del $ 1), donde 1 (1) =i,, ..., x= (n) = in, 
escribimos de nuevo la expresión para det A de la forma 


1 2 
det A=2 O A A TS A ST 


(la suma comprende todos los 11). Queda por indicar que, six (f) = 
= x (j) para dos cualesquiera índices ¿ y j distintos, entonces, en 
el determinante ¡ED ,,.., En» | dos columnas coinciden y, 
en consecuencia, es nulo. Por consiguiente, el determinante 
| EGM, ..., ECM | sólo es distinto de cero, cuaudo la aplica- 
ción n es biunívoca, o sea, cuando es permutación. Pero en ese caso, 
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por el teorema %7, tenemos (ECU, ..., ECM] =|f(n) | = 
=eéx. 


Observación. lor supucsto, al teorema 8 no es dificil demostrarlo por induc- 
ción ditectamonte sobre x, sin ninguna mención de los grupos, aunque las signos 
€, delante de los términos del determinante lienen, en último análisis, una 
naturaleza teórica de grupo. El teorema 7, presonta un intorés independiente. 

Prostemos atención al hocho de que el teorema 8 se puede poner en la hase 
de lu Leoría de determinantes (lo quo frecuentemente se hace). Precisamente, 
dando e] determinante del A por me«div de la fórmula (2), nosotros hubiésemos 
obtenido todas sus propiedades, incluyendo la fórmula de desarrollo del det A 
por los clomentos de la primera (o de la j-ésima) columna, que fue para nosotros, 
en el cap. 3, el punto de partida. 


EJERCICIOS 


l. Demostrar que, con exactitud hasta cl isomorfismo, existe solamente 
un número finito p (n) de grupos del orden dado n. (Indicación. Valorar cn su 


(123) 


Fig, 14 


parte superior el número de distintas tablas de Cayley de ordon nr. Los razona=- 
a n 
mientos formales con el uso del teorema 2, Jimitan a p (2) al númoro ( 5 ) 


do distintos suliconjuntos de n elementos, on 5, . Efectivamente, p (nx) es signifi- 
cativamente monor, poro una ovaluación buena, cercana a da exacta, hasta ahora 
no ha sido ballada). a 

2. Utilizando el ejercicio 7 del $ 2, mostrar, que cada grupo finito puedo 
ser inclnido (o sea, para éj existe monomorfisino) en un grupo finito con dos 
generadores. aso 

3. Demostrar, que en cualquier grupo, un subgrupo de Índice 2, es nece- 
seriamente normal. (Indicación. Descomponer G por H, al principio en clases 
adjuntas a la izquierda, y luego adjuntas a la derecha, con los mismos represon- 
tantes). 

Con ayuda dol ejercicio 3 pruebmw de demostrar, gue, con exactitud hasta 
el isomorfismo, S¿ es el único grupo no abelinno de orden 6. 

5. Trate de convencorse do que en el diagrama (fig. 14), se hallan represen- 
tados todos los subgrupos del grupo alternado 4¿. Con el simbolo V, se designa 


el llamado grupo cuaternario (vu grupo de Klein) Y, = (e. (12) (34). (13) (24), 
(14 (23)). y junto a los otros vértices del diagrama se han celocado los genera- 
dores de Jos subgrupos ciclicos. 

8. Mostrar, que todos los grupoz de orden 4 son abelianos y que <on exactitud 
hasta el jsomurfismo se completan con grupos de permutaciones UU — ((1234)), 
Y,¿ 0 con grupos de matrices: 


O v0 1 0 E 
PTE A DN ERRE 


l 1.0 4 0 —1 0 —1 0 o ne A 
A E IR 


Escribir en forma explicita Jos isumorfismos ¿=> ¿,, 1, > Z,. (Pndicación, 
Si 22% = e para cualquier elemento x € G. entonces, abab — e=>0ub- brlart = 
= b (b-%) (a a -- bera -- bn.) 


$ 4. ANILLOS Y CAMPOS 


1. Definición y propiedades generales de los anillos. Las estruc- 
turas algebraicas (2, +), (¿, -) ya aparecieron en calidad de pri- 
meros ejemplos de monoides, además consideramos a (ic, +) más 
tarde como un grupo abeliano aditivo (prácticamente ciclico). En 
la vida diaria, sin embargo, estas estructuras casi siempre se unen 
y se obtiene lo que en malemálicas se denomina anillo. Un elemento 
importante de la aritmética elemental se encierra en la ley distri- 
butiva (o combinatoria) (a /- b) e = ac 4- bc, que paroce trivial 
Sólo debido a la costumbre adquirida. Intentando, por ejemplo, 
unir las estructuras algebraicas (2, +), (2, 0), donde no im = 
= NR + maA+ nm, nosotros ya no obsorvaremos un acuerdo tan evi- 
dente entre dos operaciones binarias. Antes de pasar a futuros ejem- 
plos, demos una definición exacta de anillo. 

DEFINICION, Sea K un conjunto no vacío, en el cual son «dadas 
dos operaciones (binarias algebraicas), + (suma) y + (multiplica- 
ción), que cumplen las siguientos condiciones: 

(K1) (K, +) es un grupo abeliano; 

(K2) (K, -) es un semigrupa; 

(K3) las operaciones de suma y de multiplicación están vinculo- 
das por medio de leyes distributivas (en otras palabras: la multi- 
plicación es distributiva respecto a Ja suma): 

(a+ be=ac+ be, c(a+ b) =ca -+ cb 
para todos los a, b, ec € K. 

Entonces, (XK, +, +) se llama anillo. 

La estructura (XK, +) se llama grupo aditivo del anillo, y (XK, -), 
su semigrupo multiplicativo. 

Si (K, +) es un monoide, entonces, se dice que (A, +, -) es un 
anillo con unidad. 

Al elemento unitario de un anillo, se adopta designarlo con la 
unidad corriente 1. La existencia del 4 frecueniemente se inserta 
en la definición de anillo, pero nosotros no haremos eso. 
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En Jas aplicaciones y en la teoría general de los anillos (y esa 
teoría, además, muy desarrollada, existe) se consideran sistemas 
afgebraicos en los cuales, el axioma (K2), o se omite del todo, o bien 
se reemplaza por otro, en dependencia del problema concreto. En 
tales casos se habla de anillos no asociativos. Por ahora, tendremos 
sólo anillos comunes («usociativos). Esto significa, que podemos ba- 
sarnos en el teorema 1 del $ 1 y no preocuparnos de la colocación 
de paréntesis en el producto ajaz ... e, de cualquier número kk 
«de elementos de un anillo. 

El subconjunto £ del anillo K se llama subanillo, si 


Tr yEL=>z—yE€ElLyzye€EL, 


O sea, si L es subgrupo de un grupo aditivo y subsemigrupo del 
semigrupo mulliplicativo del anillo. 

Js claro, que la intersección de cualquier familia de subanillos 
en K, es un subanillo (el mismo razonumiento que en el caso de los 
grupos) y, por lo vista, tiene sentido hablar de un subanillo (7) — K, 
engendrado por el subconjunto ' < K. Por definición, (T) es la 
intersección de todos aquellos subanillos en K, que contienen a 7. 
Si desde el principio 7 fue subanillo, entonces, (7) = T. 

Un anillo se llama cormutativo, si xy = yx, para todos los zx, y € 
E K (la diferencia de los grupos, a los anillos conmutativos nu se 
adopta llamarlos abelianos)). 

El concepto de anillo, en la forma como fue introducido por 
nosotros, resulta muy amplio. Más aun, la clase de anillos conmuta- 
tivos, que a primera vista parece bastante especial], fuo objeto de un 
acentuado estudio en el transcurso de muchas décadas, y en nuestro 
tiempo la teoría de los anillos conmututivos se entrelaza con la 
geometría algebraica, una hermosa disciplina matemática que tiene 
fronteras con el álgebra, la geometría y la topología. 


EJEMPLOS. 1) (Z, +, +) os el anillo de los números enteros, con las operaciones 
ordinarias de suma y de inultiplicación. El conjunto mZ de los números eute- 
ros. divisibles por m, será subanillo en Z (sin unidad, cuando m > 1). Análoga- 
mente, () y R son ariillos con unidad, además, las inclusiones naturales Z = () < 
CR definen una cadena de subanillos del anillo R. 

2) Las propiedades de las operaciones de suma y de multiplicación en M, (R) 
introducidas y exaustivamente estudiadas en el cap. 2, permiten afírmar, «que 
Ma (R) es un anillo con unidad 1 = E. Se llama anillo matricial completo sobre 
R, y también anillo de las matrices cuadradas de orden n (o d. dimensiones n X n) 
sobre R. Este os uno de los ejemplos más importantes de anillos. Así como para 
n > 1 las matrices, como regla, nv son permutables, ontonces, Mn (R) es un 
anillo no conmntativo. El contienao en calidad de subanillos, a los anillos, 
Ma (Q) y Ma (2) de las matrices cuadradas del mismo orden, sobre () y sobro Z, 


respectivamente. Ein general, Mn (R) está saturado de.subanillos de,todo género. 
De tiempo en tiempo, algunos de ellos van a aparecer de un modo natural. 
Notemos también, pp 3e puede considerar el anillo de las matrices cuadradas 
Mn (XK) sobre el anillo conmutativo arbitratio X, pe cuanto en caso do suma 
y de multiplicación de dos matrices A, B € My (X), de nuévo se obtendrá una 
matriz con los coeficientes de K, y las leyes distributivas en M, (X) resultan 
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«consecuencias de las leyes análogas en K. Todo esto se ileduce directamente 
de las reglas formales de operaciones con matrices, resumidas al final de los 
puntos 4 y 3 del $ 3 del cap. 2. 

3) Juntamente con el anillo de las matrices, on distintas partes de las mate- 
máticas es ampliamente usado también el anillo de las funciones. Efectivamente, 
sean, X un conjunto arbitrario, X un anillo arbitrario. Sca, luego, K% = 
= (X — K) el conjunto de todas las funciones (o, lo que es lo mismo, de las 
aplicaciones) f: X =— K, examinado junto con dos operaciones binarias, la 
suma corriente f + g y el producto corriente fg, definidas del siguiente modo: 


U+o0(im=//06 17), 

UOH =/M0E2() 
(9 y O son las operaciones de suma y de multiplicación on XK). Esto, evidon- 
temente, no es aquella composición (superposición) de funciones, que nos llevó, 
en el caso de las aplicaciones lineales, al anillo Af,. Más bien, nosotros aquí 
aceptamos el punto de vista, adoptado on el análisis matemático, cuando, por 
ejemplo, con X =R, K =R, el producto de las funciones tg y sen será tg x 

Xx sen: z > tg r-sen zx, y no tg o son: zx »--» tg (sen z). 

Sin trabajo se comprueba, que K%* satisface a todos los axiomas de aníllo. 
Asi, en vista de la propiedad distributiva de Jas operaciones en X, tenemos 


3902 (D00rt()=/(0 (2) 0 £ (1) 0h (z) 


para tres funciones cualesquiera f, g, h€ KY, y cualquier z € X, y esto, por 
definición de operaciones corrientes, da (f+ g)A4 = /A 4- gh. La veracidad 
de la segunda ley distributiva se establece análogamente. Si 0, 1, son los elomen- 
(08 coro y unidad en X, entonces 


0x:21i57>0, dy :zr>1 


son las funciones constantes, que juegan ol rol de cero y de unidad en X*, En el 
<aso de la conmutatividad de K, el anillo de las funciones K*Y Lambién es con- 
mutativo. 

El anillo K* contiene diversos subanillos, definidos por las propiedades 
especiales de las funciones. Sean, por ejemplo. X = f0, 1] un intervalo cerrado 
en R y K =R. Entonces, el anillo R(%. 11 do Lodas las funciones reales definí- 
das en [0, 1], contiene en calidad do subanillo al anillo RL” Y de todas las fun- 


ciones acotadas, al anillo RÍO» 1] de todas las funciones continuas, al anillo 


Ro de todas las funciones dileronciables continuas, etc., por cuanto, todas 
las propiedades indicadas se conservan con la suma (resta) y multiplicación 
de las funciones. ] 

A cada número a € R le responde una función constante 4 y: xr» a, y la 
aplicación de inclusión a+» a y permite considerar a R como un Subanillo en 
RY. En resumen, casi a cada una de las clases naturales de funciones, le corres- 
ponde su subanillo en R*. 

4) En cualquier grupo abelianou uditivo (A, +), con la relación zy = 0 
para ne los z, y € 4; se establece la estructura de un anillo con multiplica- 
ción nula. 


Muchas propiedades de los anillos son reformulaciones de las 
propiedades correspondientes de los grupos, y, en general, de los 
conjuntos con una operación asociativa. Por ejemplo, aa” = a+”, 
(a7)” = q" para todos los enteros no negativos m, n y todos los 
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a € K (comparar con la relación (2) dol $ 4). Otras propiedades, más 
ospccíficas de los anillos, y que se deducen directamente de los axio- 
mas del anillo, conforman, en esencia, Jas propiedades de Z. Apun- 
temos algunas de ellas. En primer lugar, 


a:0=0.au =0 para todas las «€ K. (1) 


lfectivamente, a+0=a=>a(a +0) = aa > a? a-0 = 
=4=>a4- 4-0=02+0=>a0=0 (análogamente, 0-a = 0). 

Ahora, supongamos por un momento, que O = 4, obtenemos 
a =a-1l = a:0=0 para todas las a € K, o sea, K está compuesto 
solamente de coros. Por consiguiente, en el anillo no trivial K, 
siempre 0 +< 1. Luego 


(—a)-b = a (—b) = — (ad), 2) 


por cuanto, por ejemplo, de (1) y de] axioma de propiedad distribu- 
tiva, sigue 


0 = a:0 = a (b —- hb) = ab + ua (—b) > a (—b) = — (ab) (3) 


Como -- (—a) = a, entoncos, de (2) obtenemos la igualdad 
(—a) (—b) = ab (por ejemplo, (—4) (--1) = 1), —a = (—41)-a. 

El axioma de distributividad brinda, como su consecuente, la 
ley general de la distributividad 


(a,+...+4,) bh. +0)= 2 2 aby, (4) 


do lo que no es difícil convencerse razonando por inducción, al 
principio sobre » (para m = 4), y luego sobre m. Utilizando ahora 
(1), (2) y (3), obtenemos 


n (ab) = (na) b == a (nb) 


para todas Jas nE%£ ya, dE XK. 
Finalmente, indiquemos Ja fórmula binomial (binomio de Newton) 


rn 
(a+ = Y ( h ) adora, (5) 
i=0 
cierta paca todas lus «, db, € K, pero sólo en el anillo conmutativo A. 
Cuando se demuestra (5) es necesario, basándose en (4), operar del 
mismo modo que en el $7 del cap. 1, donde se examina el caso parti- 
cular K = 7. 

2. Congruencia. Anillo de las clases de restos. De acuerdo con 
el teorema 6 del $ 2, los subgrupos no nulos del grupo (2, +) se 
completan con los grupos má, donde m recorre el conjunto Ni 
de los números naturales. Pero el conjunto mZ, evidentemente, 
es cerrado no sólo en relación a la operación de suma, sino que tam- 
bién en relación a Ja operación de multiplicación, cumpliendo con 
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los tres axiomas del anillo. De este modo, es correcta la siguiente 
afirmación. Cada subanillo no nulo del anillo %, tiene la forma 
mE donde m € N. 

Probemos ahora, utilizando el subanillo m £¿ <%, de construir 
un anillo no nulo, compuesto de un número finito de elementos. 
Con este fin introducimos la 

DEFINICION. Dos números enteros n, n' se llaman congruentes 
respecto al mód nr (con palabras: al módulo m), si al ser divididos 
por m, dan el mismo resto. Esto se escribe n=» (in) o n=n' 
(mód m), y el número m se llama módulo de congruencia. 

Se obtiene una partición de Z en clases de números, congruentes 
entre sí respecto al mód m, denominadas clases de restos o residiales 
respecto al mód m. Cada clase de restos tiene la forma 


(im =3 + mz. =(r + mk | A cz), 
así (que 


Z =(Om Ufl)m U - - - Ulm — £Jm. (6) 


Observamos, que las clases de restos, son clases adjuntas del 
grupo aditivo Z en el subgrupo m2Z, y la partición (6) corresponde 
a la descomposición del teorema 4 del $ 2. Por definición, n= 
= Mm (m) => n—n' es divisible por ». La comudidad de la escritura 
n=mn(m) para la relación de divisibilidad m|(n - 7) consisto 
en que, con estas congruencias se puedo operar oxactamente igual 
que con las igualdades comunos. Y, precisamente, si l =s k' (m) 
y 1==1I' (m), entonces, k > (==k' +1 (m) y kk == 10 (m). 

En particular, k =kX'" (m) > ks = k's (m), para cualquier s EZ. 

De este modo, con cnda dos clases (%)», y ([2m, independiente- 
mente de la elección en ellos de sus represejitantes k, l, se puoden 
comparar las clases que resultan ser sus sumas, diferencias, o produc- 
tos, o sea, en el conjunto Zym = Z¿/mé de clases do restos respecto 
al módulo m, en forma unívoca se inducen las operaciones YH y O: 


Um Olljm =(k + Umo (7) 
Um O0(Dn = (kl) m. 


Como la definición de estas vpernciones se reduce a las operaciones 
correspondientes sobre los números de las clases de restos, o sea, 
sohre los elementos de ¿, ontonces, (mí, O, (y) también será 
un anillo conmutativo con unidad (1) = 4 -- mé. El so lama 
anillo de las clases residualos rospecto al módulo m. Cunndo uno 


está habituado (y el módulo es dado), ol índice m se omite y se escribo 
k en lugar de (k),,, así que 
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La etapa superior de adaptación de Zn, que a primera vista parece 
sacrílega, pero que ropresenta evidentes ventajas técnicas, se reduce 
a que se renuncio a los trazos y círculos, y se opera con algún conjunto 
dado de representantes respecto al módulo m, más frecuentemente 
con el conjunto (0, 1, 2, ..., m — 1) (se Jlama sistema reducido de 
restos respecto al módulo m). Digamos, en correspondencia con esta 
convención, —k =m—k, 2 (m —1) = —2 =m —2. 

Y bien, Jos anillos finitos existen. Traemos tres sencillísimos 
ejemplos, mostrando por separado las tablas de suma y de multipli- 
cación: 


+loas lo + |012 po12 
SE ES olo12 000 
114.0 14104 %s 4 12.0 1Jo4t2 
2 2.0 4 2 024 
+ |01258 + (0123 
0 0.41 2 3 o|0o000 
rn 1 12.30 1|oo 2.3 
led 2 2304 2 02.02 
330402 310.324 


151 anillo de Jos restos Zm desde hace mucho tiempo 'ilamó la 
atención de los Lcóricos numeralistas, y en el álgebra sirvió de punto 
de partida para distintos tipos de generalizaciones. 

3. Homomorfismos e ideales de anillos. La aplicación tf: n —» 
— (2), posee, en virtud de (7), las siguientes propiedades: f (k+- 1)= 
=J( 00810, (4D) = /(k) O / (1). Esto nos da fundamento para 
hablar del homomorfismo de los anillos Z y Z,p, de acuerdo con 
ln definición general. 

DEFINICION Sean los anillos (A, +, +) y (K”, O, O). La 
aplicación f: X — K' se llama homomorfa, si conserva todas las opera- 
ciones, O Seca, sj 


f (a + b) =$ (a) O 1 (0), 
1 (ad) =$ (a) O f (b). 
Además, por supuesto, f(0) =0" y f (na) = nf (a), n EL. 
Se llama núcleo del homomorfismo f, al conjunto 
Kerf =(2 € K |]f (a) = 07). 


Es claro, que Ker f es un subanillo en /í. Pero de ningún modo es 
ésto un subuanillo arbitrario. Efectivamente, si £L =Kerf XK, 
entonces, £.x <= L (por cuanto f (lx) =/ (DO f()=0 0 / (1) = 
= 0, para todos los ¿E L) y x-L< L para todas las x € K. Por 
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consiguiente, LK TL y KL <L. El subanillo £, que tiene estas 
propiedades, se llama ideal (bilateral) del anillo K. Así, los núcleos 
de los homomorfismos siempre son ideales. 

Al igual que en el caso de los grupos (véase el vocabulario en el 
punto 3 del ¿ 3), el homomorfismo f: K — K”, se llama monomor- 
fismo, si Kerf = 0; epimorfismo, si la imagen coincide con A”: 


Imf=f(K) =( EX [a =/(a)) = K, 


e isomorfismo, si la aplicación f es monomoría y epimoría. El hecho 
de isomorfismo de anillos, brevemente se escribe en forina K =x K”. 

La aplicación considerada arriba f: n —(n),, resulta, evidente- 
mente, un epimorfismo ¿ —%,, con núcleo Koc f/f = mé. Para 
la construcción de Z,, en forma implícita, precisamente se utiliza 
el hecho, de que mZ es el ideal del anillo ¿. Vemos, que en el ani- 
llo £ cada subanillo no nulo es ideal, lo que es una circunstancia 
casual que no tiene lugar, digamos, ya en el anillo matricia) M, (£): 


el conjunto 
(5 5) a $. 5€2) 


es un subanillo, pero no ideal, en +, (2). 

El ejemplo de mZ sugiere el modo de construcción de ideales 
(posiblemente, no todos) en el anillo cornmutativo arbitrario XK: 
si a es algún elemento de XK, entonces, el conjunto aX siempre es 
ideal en X. Efectivamente, 


ar + ay =02 (r + y), (az) y = a (ay). 


Se dice, que aK es el ideal principal, ongendrado por el clemento 
a€ A. 

Si se toman anillos sólo con unidad, entonces, ideales serán los 
subgrupos del grupo auditivo del anillo, que sujre multiplicación a la 
derecha y « la izquierda por los elementos del anillo, y en la definición 
de homomorfismo f: K — K', es conventente introducir la condición 
f (1) — 1. Cuando existe epimorfismo esta condición, por supuesto, 
se cumple automáticamente. 

Los anillos isomorfos son idénticos por sus propiedades algebrai- 
cas, y solamente esas propiedades de los anillos representan un autén- 
tico interés matemático, que se conservan con aplicaciones ¡somorfas, 
Precisamente este hecho se tuvo en cuenta, cuando el anillo Z,, se 
pensó bien como conjunto de las clases de restos respecto n1 módulo 
m, bien como conjunto de los representantes «de estas clases, elegidos 
de un modo arbitrario. 

4. Conceptos de grupo cociente y de anillo cociente * . Los sub- 
grupos normales de los grupos y los ideales de anillos tienen un 


») En la Jitoratura especializada on idioma español, se uso también el 
concepto de grupo factor (respectivamente, anillo factor). (Nauta del T.) 
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origen común, ellos son núcleos de homomorfismos. Esta circunstan- 
cia halla su expresión en la comunidad de la construcción de forma- 
ciones cocientes, en lo que nos proponemos brevemente detenernos. 
Los detalles ulteriores serán discutidos en la sogunda parte del libro. 

Comencemos con los grupos. La relnción de equivalencia — en 
el grupo G, definida por la descomposición de G en clases adjuntas 
respecto al subgrupo normal /Z, ticno una propiedad admirable. 
Precisamente, si a, b, son elementos arbitrarios del grupo G, y a = ce, 
b— d, entouces, por definición (véase la demostración del teorema 4 
del $ 3), tenemos ate == h, € H, brid = h, € H, de donde 


(ab)%d = briarted = db (arte) d = bAhyb (07d) = hh, € H 


y, por consiguiente, ab — cd. Aquí se 1só la propiedad de normali- 
dad de ¿f en G: bh =h, € IT. Así, 


are b=d>ab = cd. 


De hecho, esto significa, que la oporación de multiplicación en el 
grupo G induce la operación de multiplicación por el conjunto co- 
ciente G; — (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1), al cual convenimous 
en desievarlo con el simbolo G/H. 

Tiene sentido hablar sobre la composición (sobre la multiplica- 
ción) de los subcoujuntos arbitrarios A, B, del grupo G, entendiendo 
por AB al conjunto de todos los productos ab con a€ A, bEB. 
La asociatividad en (7 trae consigo Ja relación 


(483) C =((ab) c) =(a (bc)) = A (BC), 


y el subconjunto 17 —G es subgrupo en G, exactamente entonces, 
cuando PP = H, Ho! =fh*|h € H) CH. 

Desde este punto de vista, la clase adjunta alí es igual al pro- 
ducto del conjunto unielemental fe) por el subgrupo 17. El producto 
de las clases adjuntas afT, dbHf, es el conjunto «H-bH, el cual, ha- 
blando en general, no necesariamente tiene que volver a ser clase 
adjunta respecto a /f. La descomposición S, en Ji =fe, (12), 
examinada en cl punto 4 del $ S, muestra, por ejemplo, que 

IT-(13) H = (13) H UY (23) IT. 


Una situación totalmente diferente so Liene, cuando Zf es un subgrupo 
normal del grupo G. Como g17 = Hg para todos los g € G, entonces, 
aH-bH = a UTb) H = a (6H) 17 = abi? = abi, 


al mismo tiempo, el razonamiento efectuado arriba muestra, que la 
clase adjunta «bA no depende de los representantes e, b de las cla- 
ses adjuntas alí, HH, Las propiedades 
aH-dbH = ablT, 
H-aH =aB-11 = af, 
a HeaH = aHoaUl =eH = H 
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muestran, que es legítimo el 

TEOREMA 1. Si H es un subgrupo normal en G, entonces, la opera- 
ción de multiplicación aH-bH = abH, dota al conjunto cociente G/H 
la estructura de un grupo, llamado grupo cociente de G respecto a H. 
La clase adjunta H sirve de elemento unidad en GH, y a NM = (aBy, 
es el elemento inverso de alí. 

En el caso de un grupo ( finito, el orden del grupo cociente 
G/H se determina por la fórmula 

[G/H | =p =(G: HB), 

que no causa asombro, luego de todo lo dicho y del teorema de La- 
grange (punto 4 del $ 3). 

En el caso de grupos abelianos escritos adilivamente, la opera- 
ción binaria en G/B se introduce por medio de la relación 


(a + HD) +(06+ HB) = (a 4 db) 4 H. 
Correspondientemente, a G/E frecuentemente lo llaman grupo G 
respecto al módulo Ff, y en su aplicación al par G = 2, AH = mí 
se utiliza también la expresión «grupo Z respecto al módulo m». 

Pasando a la construcción del anillo cociente K/L del anillo K 
por el ideal L, partiremos de que, la «base» del anillo está consti- 
tuida por un grupo abeliano aditivo. Por esto, como elementos de K'L 
corresponde tomar las clases adjuntas a + £ (llamadas clases de 
restos respecto al módulo del ideal L), la suma de las cuales se efectúa 
por la regla corriente: 


A+ LO(bL)=(0+ b)+L, (8) 
A (a + L) = —a + L. 
En calidad de producto de estas mismas clases, tomamos 
(a+ LO (b+ £) =ab + L. (9) 
Es importante estar convencido, de que este producto está deter- 
minado correctamente, o sea, no depende de la elección de los repre- 


sentantes de las respectivas clases. Sean, a =a+ 2, b =b-= y, 
donde z, yE L. Entonces, 


ab =ab+ ay + 2b' =ab+ 2, 


donde z = ay + ab' € E, por cuanto £L es un ideal bilateral. Por 
esto, a«'b' se encuentra en mna clase adjunta con el elemento ab, 
y esto significa, que el producto (9) está correctamente determinado. 
Para abreviar, hacemos úí = a+ L, así que 

aG6b=a+bdb, aQO)ób=ab, 
En particular, 0 =L y 1 =1+L (si la unidad 1 se halla en K). 
Aún hay que convencerse de que para el conjunto K = K/L =(4 | a € 
€ K), considerado con las oporaciones $, O, se cumplen todos los 
11-0392 
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axiomis del auillo, pero esto es suficientemente evidente, por cuanto, 


las operaciones sobre las clases de restos en X se reducen a opera- 
ciones sobre los elementos de K. Digamos, la distributividad se 
comprueba así: 


(18HOc=(a4D)O c=(a+b)e=ac+bc= 
=acBbe=a 0 code. 
Todo esto muestra, que la aplicación 
Tiara a 


es un cpimorfizmo de los anillos K —K”, con núcleo Kern = L. 
Del ejemplo particular del anillo cociente Z, =Z/m2, y del 
epimorfismo ': —Zm, llegamos a situaciones anilogas en anillos 
arbitrarios. 

Queda por observar, aunque eslo supera los límites de nuestro 
fin inmediato (explicación de la construcción de Z» desde el punto 
de vista del algebra en general), que todas las imágenes homomorfas 
del anillo X se agotan, en esencia, con anillos cocientes X respecto 
a sus correspondientes ideales. Efectivamente, xi f: K —»K" es 
un homomorfismo y f (K), una imagen de K en relación con f, enton- 
ces, considerando f (X) < K” en lugar de K”, llegamos al epimor- 
fismo. A fin de no complicar las designaciones, consideramos desde 
el principio a f como un epiformismo, o sea, hacemos f (XK) = K?”. 
De acuerdo con el principio general, expuesto en el punto 3, $ 6 
del cap. 1. / define la relación de equivalencia de O, sobre K'; en el 
caso dado, O, viene expresado por la partición de K en las clases 
adjuntas a -|- Ker f = Ca. La aplicación f estableco la corresponden- 
cia biycctiva /' entre los elementos a' € K” y las clases Ca, y. pre- 
cisamente,  (C,) = 4, si al =f (a). En este caso 


FC. + Cs) =f (Cayo) =f [a + 6) =]/ la) + $ (b) = 
e f (€) E f (Co), 
F (CarCo) =$ (Cao) =F (ab) =$ (0M-f(b) =$ (C.)-f (Co), 


así que la aplicación biyectiva f' es un isomorfismo (para simpli- 
ficar, las operaciones de suma y de multiplicación en K, en el anillo 
de Jas clases do restos K/Ker f y en K”, se designan de la misma 
manera: +y-). 

En realidad, hemos demostrado el 

TEOKIMA 2  (leorema principal sobro homomorfismos de ani- 
llos). Cualquier ideal L del anillo K determina (con ayuda de las 
fórmulas (81, (9)) la estructura del anillo en el conjunto cociente KIL, 
además, K:L es imagen homomorfa del anillo K con núcleo L. Por 
el contrario, cada imagen homomorfa K* =f(K) del anillo K, es 
isomorfa al anillo cociente K/Ker f. 
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Observación. El sogundo miensbro de la fórmula (1), hablando) en general, 
no coincide con el praducto de las clases de restos a -f yt  /.cnel sentido 
teórico de los conjuntos. For ejemplo, para K — 7. TL — 8%. el mimero entero 
24 € 16 + 32 no está contenido on (4 + 8Z)?, por cuunto (4 |- 35) (4 -|- 82) = 
= 161. 


5. Tipos de anillos. Campo. En los bien conoculas por noso- 
tros anillos numéricos 2, Q y R de ab = 0 se deduce, que bien 
a=00b=0. Pero el anillo do las matrices cuadradas M, ya ne 
tiene estas propiedades. Utilizando la matriz E,, (véase la demostra- 
ción del teorema 3, $ 3 del cap. 2), llegamos a las igualdades E¡¡Exy = 
= (0 paral j + k, aunque, por supuesto, E,, 3 0 y E,, +0. Obser- 
vemos, que Ej, Er, == E¿¡ +0. Se podía haber atribuido este fenó- 
meno, tan poco común para la aritmética elemental, a la «nticonmu- 
tatividad del anillo 1, pero no es así. Como vyimo+ en el punto 2, 
en el anillo conmutativo Z, se cumple la igualdad 202 = (, en 
contra de Ja notoria verdad «dos por dos son enalro», 


Ho aquí dos ejemplos más. 


EJEMPLO 1. Los pares de uimeros (a, d) (a, dE, Ac; Pa com suma y mul- 
tiplicación definidas por las fórmul.:s 


(7, di) 4- (62. dy) = (a + 29. db, -+ dad. 

(41, P1) + (42, bar = (ajaz, bxbal, 
forman, evidentemente, un anillo conmutativo con unidad (1. li, en el que 
de nuevo nos encontramos con el mismo fenómeno: (1, O) 10, tv= (0, 0) =0. 

EJEMPLO 2. En el amllo RF de las funciones teales (véase el ejemplo 3 

en el punto 1), las funciones [: z>| 1] — 2 y £: >| +; — e son talos, 
quo f (7) =0 para 2 <0 y £ (21 = 0 para z => 0, y por eso, el producto co- 
rriente de los mismos fg, será una [unción nula, aunque ¡ =0 y g 0, 


DEFINICION. Si ab = 04 para a 0 y b0 en el andlo K, 
entonces, a se lama divisor a la izquierda de cero, y > eivisor a la 
derecha de cero (en el aniJlo conmutativo X sólo so habla de divisoros 
de cero). El propio cero en el anillo X <( es un divisor de cera 
trivia]. Si no hay otros divisores de coro texcepto 0), entonces, 
K se llama anillo sin divisores de cero. El imillo commutativo con 
unidad 10 y sin divisor de cero, se denomina anilla integro 
lanillo de integridad o dominio de integridad). 

TEOREMA Y. El anillo conmutativo no trivial K con unidad, 
es íntegro si, y sólo si, en él se cumple la regla de simplificación: 


ab=a, a*0=>b=c 


para todas las a, Ll, c € K. 

En efecto, si en K tiene lugar la regla de simplificación, entonces, 
de ab =0 = a-0 sigue, que bien a == 0, o bien a >* O pora b =0, 
Por el contrario, si A cs un dominio de integeatlad, entonces, ab = 
=a,ax0>atb—eo)=0>b--e=0>b-c. 


119 
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En cl anillo A con unidad, es natural considerar el conjunto 
de los elementos invertibles: ol elemento a se llama recíproco (o divi- 
sor de la unidad), sí existe el elemento a”*, para el cual aa”? = 1 = 
= ada. Más exactamente, se tendría que hablar de elementos ¿nver- 
tibles a la derecha o a la izquierda (ab = 1 o ba = 1), pero en los 
anillos conmutativos y también en los anillos sin divisores de ceros, 
estos conceptos coinciden. Efectivamente, de ab = 1, se deduce 
aba = a, de donde e (ba — 1) = 0. Como a y 0, entonces, ba — 1 = 
= (), o ses, ba = 1. 

Sabemos, por ejemplo, que en el anillo M,, los elementos invertibles 
son, exactamente, las matrices con determinante distinto de cero. El 
elemento recíproco a no puede ser divisor de cero: ab =0=-a"! (ab) = 
=0= (artayh =0=>1-b=0=>b =0 (análogamente, ba = 0 >> 
=> b = 0), Por eso no asombra que tenga lugar el 

TEOREMA 3 Todos los elementos invertibles del anillo K con uni- 
dad, componen el grupo U (K) respecto a la multiplicación. 

De hecho, como el conjunto YU (XK) contione la unidad, y la aso- 
ciatividad de la multiplicación en X se cumple, entonces, a nosotros 
nos resta sólo convencernos de que el conjunto (/ (AX) es cerrado, 
o sea, comprobar que el producto ab de cualesquiera dos elementos 
a y bde U (K) de nuevo pertenecerá a €” (K). Pero, esto es evidente, 
por cuanto (ali! += bala-1 (ab.bria=1 = a (bb) art = a-1.a? = 
= aq? =4), y, en consecuencia, «ab es invertible. 

No es difícil ver, que U (2) --(+1) es un grupo cíclico de 
orden 2. 

Hemos obtemdo una claso de anillos muy interesante, los llama- 
dos anillos con divisor. o cuerpos, reemplazando en la definición 
de anillo al axioma (K2) por la condición, notablemente más fuerte, 
(X2%): en relación a la operación de multiplicación el conjunto 
K* = Ko (0) es un grupo. El anillo con división, por lo visto, 
no conticue divisores de cero y, en él, cada elemento no nulo es 
invertible. Las operaciones de sama y de multiplicación se vuelven 
casi totalmente simétricas en el anillo conmutativo con división, 
al que se llama campo. Dues bien, damos otra vez una 

DEFINICION El campo P, es un anillo conmutativo que posee 
unidad 1 30, en el cual cada elemento a + 0 es invertible. El grupo 
P* = U (Py se lama grupo multiplicativo del campo. 

El campa se presenta como un híbrido de dos grupos abelianos, 
uno s«litivo y el otro multiplicativo, unidos por la ley distributiva 
(ahora ya una sola, en vista de la conmutatividad). El producto 
ab”! se escribe comúnmente en forma de fracción (o de relación, 


6 pa > , a 
de cociente) 7 , la cual, a fin de economizar espacio en el papel, se 


designa con la barra transversal a/b. Por consiguiente la fracción 
alb, que tiene sentido sólo cuando b 40, cs la única solución de la 
ecuación bx -= a. Las operaciones con fracciones se someten a algunas 
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reglas 
== ad > be, b, d<0, 
Lt a ba 
ie, b=0, (10) 
Fi=E> b, a+0, 
EE os 


Estas son reglas «escolares» ordinarias, pero no hay que recordarlas, 
sino que deducirlas de los axiomas de campo, lo que, por otra parte, 
no presenta ninguna dificultad. He aquí el razonamiento suficiente 
para obtener la segunda de las reglas (10). Sean, - = a:b o y = eld, 
soluciones de las ecuaciones ba: = a y dy = c. De estos ecuaciones 
se deduce: db =da, bdy = be => bd (1 + y) = da + be=>t= 
= 2 + y = (da + be)/bd, única solución de la ecuación bdt = 
= da + be. 

Se llama subcampo F del campo P, al subanillo en P que es tam- 
bién un campo. Por ejemplo, el campo de los números racionales Q, 
es un subcampo del campo de los números reales ¡2 

En el caso en que F' —P también se dice, que el campo P es 
ampliación de su subcampo Ff. De la definición de subcampo se 
deduce, que el cero y la unidad del campo / también estarán conte 
nidos en F y que van a servir para £' de cero y de unidad. Si se toma 
en P la intersección F, de todos los subcampos, contenedores de 
F y de cierto elemento a € P, no perteneciente a F, entonces, PF, 
será el campo mínimo contenedor del conjunto (2, a) (el misme 
razonamiento que para los grupos en el punto 2 del $ 2) Se dice, 
que la ampliación F, del campo /' se obtuvo por «djunción del ele- 
mento a al campo £F, y este hecho se refleja en Ja escritura /', = 
= F (a). Análogamente, se puede hablar del subrampo F, = 
= P (a,, .. ., €n) del campo P, obtenido al adjuntar a PF n elemen- 
toS Q1, » + -, An del campo P. 


Una pequeña prueba muestre, que Q, (Y 2) coincide cun el conjunto de 
los números a+» Y 2, a, bER, por cuanto (Y 2D)2=2 y 1:(a4bV2)= 
(a/a? —251)) —(b/(a—2b2)) Y 2 para a+» Y 2 =0.Lo mismo se roflere a 
Q(V3)Q (V 5), etc. 

Los campos P y P* se llaman isomorfos, si son isomorfos como 


anillos. Por definición, f (0) =0 y F (1) = 1”, para cualquier aplica- 
ción isomoría f. No tiene sentido hablar de homomorfismo de los 
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CAMPOS, porque Ror ] U>7/(4) =0,a*0>f(1) =f (aa) = 

=$f (0) (ah 0-(a9=0=>f (by =f(1-b) <= f (DÍ (bh = 
= 0-7 (by - 0, Vb > Kerf = P. Por el contrario, los aulomorfis- 
mos, O sea, la> aplicaciones isomorías del campo P sobre sí mismo, 
están vinculadas con las propiedades más profundas de los campos 
y son un pouidecoso instrumento para el estudio de estas propiedades, 
en el marco de la llamada teoría de Galois. 

El concepto de ampliación de los campos, concuorda plenamente 
con la eterna tendencia de la humanidad, de incrementar la reserva 
de números utilizados. El proceso suficientemente lento, el que 
condiciona lmentose representa por medio del diagrama: funo) ann-— 
uv (uno más uno es dos) nn, > Nan (Nanny 
In >A yaya Y Z) nm—R y que continúa hasta nuestros 
días, llevó « una extraordinaria ramificación de la red de campos, 
muy lejos de los numéricos de costumbre. No todas las etapas de este 
proceso fueron puramente algebraicas. Digamos, el paso de los núme- 
ros racionales a los renles, se basa en los conceptos de continuidad 
y totalidad (existencia de límites y sucesiones de Cauchy), y hasta 
ahora se estudia en los cursos de análisis matemático. Al mismo 
tiempo, una construcción totalmente análoga de los campos de los 
números p-=ulilivos, a los cuales aquí no tocamos, y del moderno aná- 
lisis p-aditivo, desarrollado sobre Ja base de estos números, son 
dignas obras de lres ramas, la teoría de los números, el álgebra y 
el análisis 

6. Característica de un campo. En el punto 2 fue construido cl 
anillo finito de clases de restos Z,, con los elementos 


0, 1, 2 ...os m=— 1 


y cou las operaciones k+l=k-+1, k-i=kl de suma y de multi- 
plicación (renunciamos a_los signos $ y O ), Si m=st, s>1, 


¿> 1, entonces, s-£=m=0, o sea, s y £ son divisores de cero en Ze 

Sea ahora in = p, un número primo. Se afirma, que Z, es un 
campo (de y elementos). Para p = 2, 3, esto se ve Arecraionte 
de las tablas «le multiplicación, escritas en el punto 2. En el caso 
general es suficiente establecer la existencia, para cada s€ Z5, 
del elemento inverso s' (los números enteros s y s' no deben, eviden- 
temente, «dividirse por p). 

Considerenios los elementos 


s, 2s, .... (p—1)s8. (11) 


Son fodos distintos de cero, porque s == 0 (mód p) > ks * 0 (mód p), 
parak=1,2,..., p — 1. Aquí se usn el hecho de que p es primo. 
Por esta misma razón, los elementos de (11) son todos distintos: 
de ks =¿/5, 4 <z27, se deduciría que (ll — is =0, lo que no es 
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cierto. Así, la sucesión de los elementos de (111 coincide con la suce- 
sión de los, permutados de algún modo, elementos 


¿e Ls ...9 p—1. 

En particular, se hallará uns”, 1 <s <p — Í, para el cual ss == 1. 
Poro esto y significa, que s"-s = 1, o sea, s” es ol elemento inverso 
de s. Hemos demostrado el 

TEOREMA 5. El anillo de clases de restos Zn es un campo si, y sólo 
si, m =p es un número primo. 

COROLARIO (pequeño teorema de Fermat). Para cualquier número 
entero m, no divisible por el námero primo p, tiene lugar la congruencia 


mP-1 = 1 (mód p). 


DEMOSTRACION. El grupo multiplicativo Z¿ tiene un orden 
p -1 Por el teorema de Lagrange (véase $ 3), p -1 se divide 
por el orden de cualquier elemento de Z7. De este modo, 1 = (m)P-1= 
=mP-L 0 sea, mP 1 =0, 

No es difícil demostrar el pequeño teorema de Format en forma 
inmediata, con ayuda de la teoría de las congruencias, muJtiplicando 
todos los elementos de la sucesión (11). 

Los campos Za, Zy» Z5, . . ., tan poco parecidos a los campos, 
conocidos por nosotros, (2, Q. (2), R, ocuparon, en la jerarquía 
algebraica de los campos, un puesto plenamente equiparable, por 
su significación, con el lugar que desde hace mucho tiempo fue 
asignado a Q. La cuostión aquí es ésta. Sen P un campo. Como 
ya hicimos notar, la intersección (f) P, de cualquier familia de 


t 
subcampos (P;| ¿€ 1), será subcampo en P. 

DEFINICION. Un campo, que no tiene ningún subcampo propio, 
se llama primo. 

TEOREMA 6. En cada campo P se contiene un, y sólo un, campo 
primo Py. Este campo primo es isomorfo, bien a A o bien a Zy, para 
algán p. 

DEMOSTRACION. Suponiendo la existencia de dos subcampos pri- 
mos distintos P', P” <P, necesariamente llegaremos a la conclu- 
sión de que la intersección de los mismos P”" N] P” (evidentemente, 
no vacía, por cuanto O y 1 están contenidos tanto en P”, como en P”), 
será un campo, distinto de P* y P”. Esto, sin embargo, no es posible, 
en virtud de que son primos. Por consiguiente, el sibcampo primo 
P, <P, es único. 

En Py, junlamento con el elemento unidad 1, están contenidos 
todos sus múltiplos n-1=1+... +1. De las propiedades gene- 
rales de las operaciones de suma y de multiplicación de los elementos 
en Jos anillos (véase el final del punto 1) se deduce, que 


si4+ti=(+8-4, (8-1) (1-4) = (st)-1. 5, 1€Z. (12) 
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Por eso, la aplicación f del anillo Z. en P, definida por la regla 
f (n) = nf, es un homomrfismo cuyo núcleo, siendo ideal en Z, 
tiene la forma Ker f = m2. Sim = 0, entonces, f es un isomorfismo, 
y las fracciones (s-1)(t-1), que tienen sentido en P (por cuanto 
P es un campo), forman el campo Pop, isomorfo a (2, que será un 
subcampo primo en P. 

Y si m >= 0, entonces, evidentemente, la aplicación f* definida 
por la rerla 


1%: k =(Kim — 10, 


será una inclusión isomoría Zp —P. Por el teorema 5, esto sólo 
es posible cuando m = p es un número primo. Por consiguiente, 
f* (Z,) es un subcampo primo en P. 

DEFINICION. Se dice, que el campo P tiene característica cero, 
si su subcampo primo P, es isomorío n Q; P es un campo primo 
(o finito) de característica p, si Po, = Z,. Se escribe char P =0 
o char P == p7>0, respectivamente, 

En lugar de Z,, para designar al campo «abstracto» de p elemen- 
tos, se usa habitualmente F,, o GF (p) (Galois Field: campo de Ga- 
lois). Hay que tener en cuenta, que existe un campo finito (+F (q) 
con q = p” elementos, donde p es primo y nr cualquier número entero 
positivo. A esta interesante cuestión regresaremos en el cap. 9, 
pero ahora nos limitamos sólo a un ejemplo de un campo de cuatro 
elementos f0, 1, a, P): 


+ |01408B 
0 01 a p 
a ap 0 4 
B B6a 1 0 


Qué son a y B por el momento no nos interesa. Se recomienda 
verificar el cumplimiento de la ley distributiva. 

A veces, a la característica nula la llaman infinita, en correspon- 
dencia con su interpretación como orden del elemento 1 en el grupo 
aditivo del campo FP. Análogamente, la característica finita p 
es el orden común de cualquier elemento no nulo en el grupo aditivo: 


pr=x3...+Ta=p(l:2)=1d:1+...+0%x= 
=(1+. +1)x=(p:1)=0. 


7. Observación sobre sistemas lineales. lla llegado la hora de 
dar una ojeada mental a la teoría de loz sistemas de ecuaciones linea- 
les, expuesta en los capítulos anteriores, y a la, derivada de ella, 
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teoría de determinantes. Como coeficientes en las ecuaciones lineales 
y como elementos de matrices, teníamos números, racionales o reales, 
pero lo específico de estos números no se utilizó de ningún modo. 
No hay ningún obstáculo para tomar ahora, en lugar «de los números, 
a los elementos del campo dado P. Al mismo tiempo, los resultados 
también deberán de formularse en términos del campo P: los compo- 
nentes de la solución del sistema lineal y los valores de la función 
det pertenecerán a P. [El método de Gauss para resolver sistema de 
ecuaciones lineales, la teoría de determinantes, la regla de Gramer, 
siguen siendo legítimos (sin cambios fundamentales) para el campo 
arbitrario P. 


EJEMPLO 1. Sea dado un sistema homogéneo de ecuaciones linesles AX = 0» 
con la matriz cuadrada 


1.02 34 
—10 13 1445 

A=z 
adm ss a 1445 
12 13 —815 


y con la columna de incógnitas X == [x,, zz, 25, 2,]. Cálculos directos muestran, 
que det A = 2%.11*, Por consiguientte, con ayy, z; E P, donde P es un campo 
cualquiera de característica cero, o de característica p y= 2, 11 (en este caso 
los números enteros t, 2, 3, 4, —10, ..., 15 se reemplazan por las correspon- 
dientes clases de restos), 'el sistema es determinado y tiene solamente una solu- 
ción trivial X = 0. 

Si char P = 2 (digamos, P = Zy), entonces, de la congruencia 


1. 2.34 101.0 


so 13 1445] fosos an 
12 —9 14 45 o1r04 pp tm 
12 13815 041.04 


llegamos a la conclusión, de que el rango del sistema a igual a dos, y el sistema 
admite dos soluciones independientes X, = [1, 0, 1, 0), Xa = O. 1). 


Para evitar confusiones se tendría que haber escrito Xx ¿=> (1, 0, 1, ol, X, = 


= [ú, 1, 0, 1), pero nos consideramos lo suficientemente Preparados como 
para "comprender la escritura simplificada. 
Si char P = 11, entonces, de la congruencia 


1 2 314 1234 
—10 13 14 15 1234 
12 —9 14 145" [1 2 3 4 
12 13 —81415 1234 

se deduce, que el sistema tiene tres soluciones independientes 

X, =[9,1,0, 01, X,=1[8, 0, 1, 0), Xy =1?7, 0, O, 1]. 

Como vemos, la respuesta depende esencialmente del campo consi- 
derado P, pero el análisis del sistema en nada se diferencia del 
corriente. Por consiguiente, vna de las ventajas del paso de R y Q 
a un campo arbitrario, se reduce a la eliminación del doblaje de 


(mód 11) 
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los razonamicntos análogos. Pero, además, se tienen causas de 
Más peso. 

Hablando sobre un grupo lineal completo, hasta el momento lo 
consideramos como el grupo de todas las matrices no degeneradas, 
con coeficientes de QA o de R. El conjunto de las matrices cuadradas 
de dimensiones n X nr con coeficientes en un campo arbitrario P, 
compone el anillo de matrices M, (P), y el subconjunto de todas las 
matrices no degeneradas Á E M,, (P) (de matrices con det A =* 0) 
lleva al concepto de grupo lineal completo GL (n, P) sobre el cam- 
po P. Variando el campo P, por ejemplo, haciendo P <= F,, se 
puede, de un modo natural, obtener una serie de grupos importantes 
ivénse el cap 7). 


Los campos del tipo R, Q, Q (Y 2) y otros, se llaman habitual- 
mente campos numéricos, El campo Fp es un ejemplo de campo no 
numérico: no sería correcto llamar a sus elementos números por el 
sólo hecho de que ellos frecuentemento se identifican con los elemen- 
tos del conjunto f0, 1, ..., p — 1). 


En el $ 2 del cap 1 se planteó el problema (con el número 3) de la utiliza» 
ción de log campos finitos en la teoría de la codificación. Formularemos ahora 
un pequeño ejemplo sobre este tema. 

*-FEMPLO 2 Para la transmisión de la consigna MIRU MIR*) en princi- 
pio es suliciante la repetición de enatro informaciones elementales, M = (0, 0), 
T = (1, 0), R = (0, 1), E = (t, 1), interpretadas como vectores-filas del espa- 
cio lineal bidimensional F* sobre el campo F, 2x Z, == (0, 1) de dos elementos. 
Pero, durante el tiempo de trasmisión, en el canal de comunicación aparecen 
perturbaciones (cambios dol símbolo 0 por ol 1, o dol £ por el cero), como resul- 
tado de las cuales, en la recepción al final del canal puede llegar, por ejemplo, 
la información RIMU RIM. De acuerdo al teorema fundamental de Shennon, 
a cuenta del aumento de la longitud de las informaciones elementales (o sea, 
a cuenta de la velocidad de trasmisión), la acción de las perturbaciones es elimi- 
nablc. Sea, digamos, que de las condiciones de trasmisión es sabido, que en 
cada información olemental de longitud cinco, nu se produce más de una tergi- 
versación. Tomamos entonces en el espacio S = FS, el subcoajunto Sy = 
= (M=(0. 0, 1, 1, 0), I= (1, 0, 0, 1, 1), R= (0, 1, 1, 0, 4), UY = (1, 
1, N, 0, 0)) de los llamados vectores de códigos. Do la tabla 


Vertores de códigos | vOliu 10011 v1101 | 11000 


Vectores, obtenidos de los vectores | 00010 
de códigos, como resultado de | 00100 
terg 1iversuciones 00111 

01110 
10110 


00011 00101 01000 
10001 01001 10000 
10010 01100 11100 
10114 01111 11001 
11011 11101 


se ve, que Jos coujunlus de vectores Lergiversarlos de distintas columnas, no se 
mtersccan, y, por consiguiente, es poyible una decodificación correcta, o sea, 
el restablecimiento de una comunicación veraz. 


*) En ruso:¡ Paz al mundo! 
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Homos obtenido el cod Sp, que corrige un error. Pasando al espacio FP de 
dimensión n suficientemente grande, so puede construir un código análogo, capaz 
de transinitir sin errores todo el alfabeto, o sea, cualquior toxto. A fin de que 
la decodificación no se transforme en una selección larga y muy lenta, hay que 
eligir a Sy de ua modo especial. Para esto existe una serie de procedimientos, 
entre ellos y puramente algebraicos, hasados en ol uso de los campos finitos Fg- 


EJERCICIOS 


í. Desarrollando la idea del ejemplo 2) del $ 1, mostrar, que cl conjunto 
P (9) con las operaciones 


A+B=(A UBIN(A NB), AB=A NB; A.BER, 


a A anillo con unidad, y todos los elementos de su grupo aditivo son de or- 
en 2. 
2. Establecer la conmutatividad de un anillo arbitrario, en el cual, cada 
O r satisface a la ecuación 22 = r. ¿Es cierto estu para la condición 
as 7 

3. ¿Son isomorfos los campos (Q (Y 2), W(Y 57 
; an ¿Forman un ideal los elementos no invertiblos de los anillos: 1) Z,, 
) 21 

5. Mostrar, que la imagen opimórfica del anillo conmutativo, os un anillo 
conmutativo. 

6. Si K es un anillo con unidad y L un ídeal, entonces. el anillo cociente 
K/L también tiene unidad. 

7. Cualquier anillo entero finíto K, es un campo. 

8. Sean, p un número primo, y K un aníllo conmutativo con unidad, tal 
que, px = 0 para todos los z € K. Mostrar que, entonces 


EA E m=4, 2... 
([ndicación. Utilizar la inducción sobre m, y la circunstaucia do que el coefi- 
ciente binomial h y, OXKk<p, es divisible por p). 


9. Demostrar, que el anillo X, compuesto do cinco elementos, o os isomorío 
a Za O bien es anillo con multiplicación nula. 


10. “El ¡conjunto de las matrices triangulares superiores T= 
a c 
=4 llo; 


| la, bE7), forma un subanillo en M4¿(.*). Convoncorse de osto 
y hacer una descrip-ión de los ideales del anillo 7. 


11. El elemento r =* 0 del anillo XK se llama nilpotente, sí <P = 0, para 
algún r€ NN. Mostrar, que: 
(1) la nilpotencia del elemento z conlleva a la invertibilidad del clemento 
1— z en cualquior anillo con unidad; 
(ii) el anillo Z,, = 2/m2 contiene elementos vilpotentes, exactamente 
entonces, cuando m es divisible por ol cuadrado do un numoro natural >f, 
12. Demostrar, que en el anillo conmutativo X, con unidad y con poten- 
cia infinita | K [, no puede haber un número finito n > 1 de clementos no inver- 
tibles == 0. (Fnrdicsción. Usar el razonamiento pour el contrario. Sea N == 
(a, - - ., 4n), el conjunto de todos los elementos no invertiblos :+- O del anillo 
K. La aplicación P+: a, -» za,, es una biyocción du N — N para cualquier 
ZEK MAIN U [0 h. El núcleo Ker p de la aplicación p : x -» py es infinito.) 
13. Sean, un anillo asociativo arbitrario XK, con unidad 1, y a, b, elementos 
del mismo. Mostrar, que 


(1 —abec md =e(1 —ab) > (1 — bod=1=d(1 — ba), 
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donde, d = 1 + bea, o sea, la invertibilidad de 1 — ab en K, lleva a la invertibí- 
lidad 1 — ba. ¿A qué es igual el elemento 1 + adb? 


14. Mostrar, quo las matrices ¡Me el con a, bEZg, forman un campo 


2 eS y que el grupo multiplicativo de este campo, es cíclico, de 
orden 8. 

15. ¿Es capaz o no el código Sy (del ejemplo 2, al final del parágraJo) de 
corregir dos errores? 


Capítulo 5 


NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS 


En este capítulo serán considerados sistemas algebraicos total- 
mente concretos, parcialmente conocidos de las matemáticas escola- 
res, pero que merecen ser objeto de una atención un poco más deta- 
llada. El punto de vista elaborado en el capítulo anterior, nos per- 
mite dirigir una mirada fresca al tradicional «campo de actividad» 
del álgebra de los siglos pasados. Al mismo tiempo, en el ejemplo 
de los polinomios, se harán más comprensibles y tangibles tales 
problemas, como la ampliación de los anillos y la untvocidad de la 
descomposición en multiplicadores primos, en los anillos íntegros 
(dominios de integridad). 


$ 1. CAMPO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


Una obstinación, digna de la mejor imitación, en la historia de 
las matemáticas, se observa en la larga lucha entre los defensores 
y enemigos de los números «imaginarios», como fuente de los cuales 
sirve la ecuación algebraica 


+14 0. (1) 


Se puede ocupar una posición simplista, limitándose a la escritura 


formal de las soluciones de la ecuación (1), en forma de + Y —1. Pero 
esto no era difícil hacerlo en tiempos más lojanos; sólo quedaba darle 
sentido a la escritura indicada. Resolveremos este problema a distin- 
tos niveles. Al principio, introducimos algunas reflexiones eurísticas. 

1. Construcción auxiliar. Deseamos ampliar el campo de los 
números reales R de tal modo, que, en el nuevo campo, la ecuación 
(1) tenga solución. Un modelo de esta ampliación puede ser el con- 
junto P de todas las matrices cuadradas 


a b 
e BAN (2) 


Se afirma, que P es un campo (comparar con el ejercicio 14 del 
$ 4, cap. 4). 

Efectivamente, en P están contenidos el cero 0 y la unidad £ 
del anillo M%M, (R). 

Luego, de Jas relaciones 


ab 
—b a 


cd 
—(dc 


at+c b+d 
—(b+-d) a+e 
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ab a —b 
5. ==, —ell' y 
ab cd ac—bd ad + be 
—balll —a ell” Mata ac— bd 


se deduce que P es cerrado con respecto a las operaciones de suma 
y multiplicación. La asociatividad de estas operaciones, es conse- 
cuencia de sus asociatividades en M,. Lo mismo se refiere a las leyes 
de distributividad. De este modo, P es un subanillo en My. Queda 
por demostrar la existencia en P de una matriz inversa a cualquier 


ab 
matriz (2), con determinante ñ b Ñ = a+ hb H0 (la conmuta- 


tividad de P se desprende de la fórmula (3)). Directamente, de la 
fórmula para los coeficientes de la matriz inversa (véase el teore- 
ma 1,$ 3 del cap. 3), o por medio de la resolución del sistema 
lineal 


ar — by =í, 
bx + ay =0, 
que surge de la condición 
a b ty 10 
—b altll —y al =ll ¿1 
hallamos, que 
a bl-*” cd á —b 
A A O 


Utilizando la regla (5) del $ 3, cap. 2, de multiplicación de matri- 
ces por números, cualquier elemento del campo P lo anotamos en 
la forma 


a b ) 01 
> Ñ - aE + bJ, donde a, dE, 1=| 10 (5) 
El campo P contiene el subcampo jakE |aEer) =R, y la relación 
R+E=U 


muestra, que e] elemento Y € P «con exactitud hasta el isomorfismos 
es solución de Ja ccnación (1). Aquí no se puede hablar de ninguna 
mística acerca del selermmento imaginario J». 

Sin embargo, se llama campo de Jos números complejos, no el 
campo P, sino un cierto objeto isomorfo del mismo, cuyos elementos 
se representan como puntos de un plano. El deseo de tener una reali- 
zación geométrica del campo 2 no es casual, si se recuerda, que el 
campo R para nosotros es inseparable de la «recta real»,¡con un punto 
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dado, representante del cero, y una escala determinada, que define 
la situación del número 4. 

2. Plano complejo. Y bien, queremos construir un campo C 
cuyos elementos sean puntos del plano R?, siendo que la suma y mul- 
tiplicación de los puntos, sometiéndose a todas las reglas de opera- 
ciones en un campo, resuelvan nuestro problema. Elegimos en el 
plano cartesiano, un sistema de coordenadas cartesianas, con eje 
de abscisas x y con eje de ordenadas y. Escribimos (a, b) para indicar 
el punto con abscisa a y ordenada b. Para los puntos (a, b) y (c, d), 
definimos la suma y el producto por las reglas 


(a, d+ lc, dd =(a+< bd, (6) 
(a, by (co, d) = (ac — bd, ad -- het 


(el uso de los mismos signos -|-, », que en el cayupo RF, no debe de 
llovar a confusión). Una comprobación directa, pero bastante fati- 
gosa, nos convencería de que las operaciones así defmidas dotan al 
conjunto de pares (de puntos en el plano) para la construcción de un 
campo con las propiedades necesarias. No hay necesidad, por suerte, 
de esta comprobación. La comparación 


a b 
—b a 


(a, b) > 


de los puntos del plano € con los elementos del campo 2, ante- 
riormente construido, y una ligera mirada a las fórmulas (3) y (6), 
nos convencen de que estamos en presencia do un isomorfismo y que, 
por consecuencia, el conjunto C es un campo. Este es el que se llama 
habitualmente campo de los números complejos. Teniendo en cuenta 
Ja realización geométrica de este campo, € también se denomina 
plano complejo. 

El eje de abscisas elegido por nosotros, o sea. el conjunto de 
puntos (a, 0), no se diferencia en nada, por sus propiedades, de la 
recta real, y suponemos (a, 0) = e. El cero (0, 0) y la unidad (1, 0) 
del campo se hacen, con esto, números reales corrrentes. Para el 
punto (0, 1) en el eje de ordenadas se introduce por tradición la 
designación ¿ «unided imaginaria», que es la raiz de la ecuación (1): 
2 = (0, 1) (0, 1) = (1, 0) = —1. El número complejo arbitra- 
rio z = (x, y), se escribe ahora en la forma acostumbrada 

z=I+iy 2 ye€er, (7) 
sumamente cercana a la forma (5) de los elementos del campo P. 
Notemos, que Q CR <C. Por eso, L es un campo con caraclerís- 
tica nula (véase punto 6, $ 4, cap. 4). 

3. Interpretación geométrica de las operaciones con números 
complejos. El eje de abscisas del plano complejo, se llama habitual- 
mente eje real; el eje de ordenadas, eje imaginario, y los números 
iy, ubicados sobre el 'niismo. números puramente imaginarios, anque 
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la palabra «rmaginario» perdió su sentido inicial. Correspondiente- 
mente en la escritura (7), x es la parte real, e iy la parte imaginaria 
del número complejo z. Examinemos la imagen, que confronta a cada 
número complejo z = zx + ty, con su complejo conjugado 2 = r — iy 
(operación de conjugación compleja). Geométricamente, ello se reduce 
al reflejo del plano complejo con relación al eje real (véase fig. 15). 
Es sumamente notable, la legitimidad del 

TEOREMA 1. La aplicación z => 2 es un automorfismo de orden 2 
del campo C, que deja en su lugar a todos los números reales. La suma 


Fig. 15 


y el producto de números complejos conjugados dan como resultado 
números reales. 

DEMOSTRACION. La afirmación zz =xzw,x€R, es evidente de 
la dofinición de número complejo conjugado. En particular, 0=0 
y 1=1. Es igualmente evidente la afirmación sobre el orden: 
(2) = z. Nos quedan por comprobar las relaciones 


2 42=2 +22 2it2=21 * 22, (8) 
pero ellas se deducen directamente de las fórmulas (6), que sólo 
debon ser escritas de nuevo, en la forma 


(+ y) + (a + ya) = (14H 2) +14 + y), (9) 
(21 + Ya) - 2 + lYa) = (2121 — Ya) + i (2iYa + ZaY1)> 


Un caso particular de las fórmulas (9), es la afirmación sobre la 
suma y el producto del número 2 = x + ly, y su complejo conjugado 


222+2=22, 2 =x%2 + y. 


Observación. El automorfismo z ->2 se distingue de muchos otros automor- 
fismos del campo C en que, él os el único continuo (que traslada los puntos 
cercanos al plano € a sus proximidades). No haremos més precisa ni demostra- 
remos esta afirmación. 


Se llama módulo (o valor absoluto) de un número complejo z = 
= ¿+ ly, el número real no negativo | 2 | = Vaz=Vxi + y 
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La posición del punto z en el plano, como es sabido, qutda totalmente 
determinada prefijando sus coordenadas polares: la distancia r = 
= |z | desde el origen de las coordenadas hasta z, y el ángulo q 
entre el sentido positivo del eje de abscisas y el sentido del origen 
de las coordenadas a z (fig. 15). El ángulo y se llama argumento del 
número z, y se designa con el símbolo are 3 = q = arclg y/2. Por 


Fig. 16 


definición, el arg z puedo tener cualquier valor positivo o negativo, 
pero con r dado, los ángulos que se diferencian en múltiplos enteros 
de 2x1, corresponden a un mismo número. No está definido el argu- 
mento para el número 0, con módulo |0 | = 0. Las relaciones de 
«mayor» o «menor» carecen de sentido cuando se refieren a números 
complejos, o sea, a estos no se los puede unir con el signo de desigual- 
dad: a diferencía de loz númerns reales, el argumento de los cuales 
adopta sólo dos valores principales, O (números positivos) y x (núme- 
ros negativos), los números complejos no están ordennilos. 

Las coordenadas polares r y q determinan 4 ze y por las conocidas 
fórmulas 


az =r«0sq, y ="rsemq. 2=r(cosq + ¿sen qu). (10) 


Esta es, la llamada forma trigonométrica del número z. 

La operación de adición de los números complejos z, z' se expresa 
sencillamente en coordenadas cartesianas, precisamente, por la regla 
del paralelogramo, o, lo que ex equivalente, por la regla de adición 
de segmentos orientados (vectores), que parten dol origen de las 
coordenadas y que corresponden a los números z y z' (fig. 16). De 
este mismo dibujo, comparando los lados del triángulo con vértices 
en los puntos O, z y 2 +2" (c identificando los valores absolutos 
con las longitudes geométricas correspondientes), obtenemos la 
importante desigualdad 


le4+ 2 1< 1214171. (14) 
120392 
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Observemos, que la desigualdad (11), que podría haber sido escrita 
en la forma más general 
lzl—121|<|2x7Y ]</121+ 17% 1, 

es totalmente análoga a la correspondiente desigualdad para los 
números reales. 

La operación de multiplicación de números complejos, es cómodo 
expresarla en coordenadas polares. 

TEOREMA ? El módulo del producto de los números complejos 
2, 2, es igual al producto de sus módulos, y el argumento, es igual a la 
, 


Fig, 17 


suma de los argumentos de los factores 
iz | =|2f.|2 |, argzz =argz- argz'. (12) 


Análogamente, |zi" | =|2|/|% |, arg 2/2? = arg z —argz'. 
DEMOSTRACION Efectivamente, sea Ja forma trigonométrica 


1 


z= ricos q + ¿sen q), 2 =5' (cos p' + ¿sen q”). 
Por multiplicación directa, o por la fórmula (9), obtenemos 


22 = rr” [(co« q cos q” — sen q sen y”) + 
+ ¿cos q sen q” + sen p cos y”)), 


y esta relación, con ayuda de conocidas fórmulas, conduce a la forma 
trigonométrica de) número zx: [Pp 


222 = |z|»]z |.[cos (q + q") — : sen (p + q). 

Si, luego, 2” = zíz', entonces, z = 2'z”. Por eso, utilizando las 
ya demostradas fórmulas (12) para el producto 2'z”, obtenemos de 
ellas las fórmulas para la fracción 2/2”. 

En particular, 27? = | z |"? [os (— qu) + ¿sen (—«)l. Para obte- 
ner 27* en cl plano complejo (fig. 17), hay que, por lo tanto, aplicar 
a z una inversión respecto a Ja circunferencia con radio unitario 
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y centro en 0 (esto da el punto 2"), y, luego, el reflejo con respecto 
al eje real (o el automorfismo 2" -» 3'). 


De hecho, las afirmaciones sobre el módulo del producto y el módulo de la 
adición se deducen fácilmente, sin recurrir a la intuición gcometrica, del teo- 
rema 1. En efecto, en primer lugar, 

222 =23032 =213 132 =22-2'7'= |2)2]7' 2, 


de donde |z2"|=|z|»|z"]. Luego, observando, que |2] =|11Fr3> Y 27m 
=|x|, obtenemos 


M4 212=(14 0) (142) =14(042)+2= 
= 14224 |2118142]2] + [212=(14 ]21)%, 


De los resultados obtenidos, podemos sacar cierto principio 
general: la forma corriente (7) de Jos números complejos, se ha adap- 
tado para la expresión de sus propiedades aditivas, y la forma trigo- 
nométrica (10), para la expresión de sus propiedades multiplicativas. 
La inobservancia de este principio lleva a fórmulas extremadamente 
difíciles, que obscurecen la esencia de la cosa. 

4. Elevación a potencias y extracción dc raíces. De la fórmula 
(12) para la multiplicación de números complejos, dados en forma 
trigonométrica, se deduce la llamada fórmula de Moivre 


[r (cos y + ¿sen q)? = »* (cos nq + 1 sen ny), (13) 


legítima para todos los n EZ (en otra escritura: |27 | =|/2 |" 
arg 2” = n-arg 2). El caso particular de la fórmula (13) para r = 1, 
la fórmula binomial (1) del $ 7 del cap. 41, y las relaciones 


1 = —t, Pp — —t, ó-= í, ¡hal aa P 


hacen posible obtener la expresión de los senos y cosenos del ángulo 
múltiplo: 
cos np = y (—1) ( »i ) coga-al p-senat q, 
0 
ad de (14) 
sen np = 2 (—1) 2k + 4) cos”-1-af p.send+* y, 
h2 


En honor a la verdad, cabe anotar, que el caso particular de la fór- 
mula (14) para n = 2 fue utilizado antes por nosotros, en el curso 
de la demostración del teorema 2. 


Observación. Sea e” = lim ( +7)" . En el análisis se demuestra, por 


N -00 
medio del desarrollo de las funciones de la variable compleja en series exponen- 
ciales, la fórmula de Euler 
e? = cos p + | sen q. (15) 
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de 1) cual se desprendev todos los resultados obtenidos por nosotros. Queda 
sólo por observar, que 


A A 
La forma trigonométrica del número complejo z, se reduce a la escritura 
2=|12|-el?. 

Luego, quisiéramos aprender a extraer raíces de cualquier prado 
de los números complejos, y la principal pregunta que aquí surge 
es: ¿siempre es posible hacerlo? Resulta que siempre, y la fórmula 
de Moivre da, en esencia, la solución total «de esta cuestión. Seanos 
dado el número complejo 2= 1 (cos $ + t sen q), y queremos hallar 
un número z' -= 1” (cos q” + ¿sen p') tal, que (2) = z. Expre- 
sando (2')" por la fórmula de Moivre, y comparando luego en ambos 
miembros de ln igualdad (2)” = z los módulos y los argumentos, 
hallamos que (r” Y" —=r y que ny! = q + 2nk (el sumando 21k 
es el pago por la delerminación incompleta de] argumento). Así, 


e _ any” no. + 2nk% 
YT, q EE 


(por Y r se sobreenLiende el valor aritmético de la raíz de n-ésimo 
grado de un número real positivo). La raíz 7/3, por lo visto, existe, 
pero está diterminada no univocamente. Parak=0,1,...,n —41 
se obtendrán + valores distintos de z', además, ollos agotan todas 
las raíces, por cuanto, de k =xg + r,0:<r <a — 1, se despren- 
de que 

e Q+21nk 
— A 


p - 2nq. 


Hemos demostrado el 

TEOREMA 3 La extracción de la raíz de n-ésimo grado del número 
complejo z >= | 2 | (cos p + ¿sen p) siempre es posible. Todos los 
n valores de la raíz de n-ésimo grado de z, se hallan dispuestos en los 
vértices del n-ágono regular, inscripto en la circunferencia con centro 


en el origen y de radio "Y/ 7] 2: 
e y Tzl (cos SALE + iso EAT) , (16) 


k=0,1,...,.». —1. 
COROLaRlu Las raíces de n-ésimo grado de 1, se expresan por 
medio de la fórmula 


Ye, =co E +1s0n x=, k=0, 1, ... ni. (17) 


Ellas se hallan dispuestas en los vértices del n-ágono regular, inscripto 
en la circunferencia con centro en el origen y de radio 1. | 

De (16) y (17) se aprecia inmediatamente, que "/ tendrá cero, 
una o dos rafces reales, y »/ 1 1, una o dos. 
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La raíz de n-ésimo grado de 1 se llama primitiva (o prototipo), 
si es que ella no es raíz de 4 un grado menor. Vales serán, por ejemplo 


2H. 21 
= £, = 008 — --15en — , Y Ep-1» 
n n 
Cualquier otra raíz e, es potencia de una primitiva 
Ej = eñ 


lo que, nuevamente, puede ser apreciado en la fórmula de Moivre. 
Más aún, €1€; = €n+¿. Si so toma k + 1 por el módulo n. En parti- 
cular, ex = Ena € = 1. Siendo experimentados en la teoría de 
grupos, observamos, de este modo, que las raíces de grado n-ésimo 
de 1, forman el grupo cíclico (e) de orden n. 

Con esto mismo, se obtuvo otra realización más del grupo cíclico 
de orden ». Por el teorema 6 del $ 3 del cap. 4, todos sus subgrupos 
se encuentran en relación recíprocamenle unívoca con el divisor 
positivo d del número r. Para cada d¡n en (e) se tiene exactamente 


n 

un subgrupo (8%) de orden d. La raíz €,, será primitiva si, y sólo si, 
(80m) =(8), o sea, si Card (e) = n, y esto sólo es pusible si m y n 
son primos entre sí. Por ejemplo, para n = 12, las raices primitivas 
serán e, e3, e, el, En caso de un primo n = p, todas las raíces 
de la unidad, distintas de 1, son primitivas. Desde el punto de vista 
algebraico, sin contar la representación geométrica, todas las raíces 
primitivas del grado r dado, son equivalentes. 

Volviendo a la cuestión de la extracción de la raíz de grado n 
de un número complejo arbitrario 2 +0, observemos, que si z' 
es alguna raíz dada (digamos, 2' =p |2| (cos E “E ¿son 3), 
entonces, las restantes raíces tienen la forma Z'€,, k -: 0, t,..., 
«.- R—áÍ. Esta afirmación se halla en correspondencia con la 
fórmula (16). 

5. Teorema de unicidad. La ventaja del campo € con respecto 
al R podremos evaluarla posteriormente en su totalidad, pero el 
sólo hecho de que C contiene a todas las raíces de 1, justifica el 
clevado interés hacia los números complejos. Surge la pregunta natu- 
ral, de cúal es la amplitud de la familia de campos, que poseen pro- 
piedades análogas. Resulta, que es legítimo el teorema siguiente de 
unicidad del campo de los números complejos. 

TEOREMA 4. Sean, K, un campo isomorfo a R (en particular, 
K =R), y P la ampliación, obtenida de K por la adjunción de la 
reíz de la ecuación x* + 1 = 0. Entonces, P es isomorfo a C. 

DEMOSTRACION. Por la definición dada en el punto % del $ 4 
del cap. 4, P = K (7) es el subcampo mívimo de cierto campo F, 
que contiene a K y j. Como el campo F está dado, podemos consi- 
derar los elementos del tipo a +4- jb, con a, bE K, donde el producto 
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y la adición se comprenden en el sentido de las operaciones definidas 
en F. A los distintos pares, a, b€ K, les corresponden distintos 
elementos a 4- jh, por cuanto, en caso contracio, se encontraría 
un elemento nulo a” 4- jb', cona' +400b' 40.Sib' = 0, entonces 
evidentemente, «' =() Y si bd +0, entonces, obtenemos j = 
= —albd' E K, lo que es absurdo: K =<R, y en R la ecuación 

23 + 1 =0 es irresoluble; por Jo tanto, ¿€ K. Utilizando sola- 
tente la igualdad f? = —1 y operando en el campo F, obtenemos 
las fórmulas 


(a, + joy) + (ay + J0?) = (a, + az) +] (b, + da), 
(a, + Jb1)-(a, + 0?) = (aa, — b,by) + j (arbz + agb). (18) 
Además, 
(170 A a 0, 


Esto muestra, que el conjunto fa + jb| a, bE K), contenido en P, 
es cerrado con respecto a todas las operaciones en £ y, por consi- 
guiente, forian un campo. En virtud de que P es mínimo, tiene lugar 
la igualdad 

P =fa+jbja, b€ K). 


Luego, las fórmulas (18) coinciden con exactitud con las fórmulas (9). 
Sif: K =M es el isomorfismo dado, entonces, la aplicación 


1: a+ jb —> (f (a), f (0), 


que confronta a los elementos del campo P los puntos del plano com- 
plejo € con las coordenadas f (a), f (b), será, por lo expresado antes, 


un isomorfismo de los campos P y C. 

Un campo P, contenido en M,, fue examinado en el punto 1. Pero, 
tales campos, por supuesto, existen cuautos se quiera (en el pará- 
grafo siguiente se aportará otra construcción más). Según lo demos- 
trado, todos ellos son isomorfos. Observemos, que en la formulación 


A 


de) teorema 4 hubiese correspondido escribir zx? + 4 = 0, donde 
1, O, son los elementos unidad y nulo del campo XK. Digamos, en el 


campo P <= 3“M,, tenemos J? + [ =0, donde 1 = E y 0 es la matriz 
nula. 

En el campo €, además de Q y R, están contenidos muchos otros 
subcampos. Son particularmente interesantes las ampliaciones del 
campo Q, que se obtienen al adjuntar un elemento cualquiera de €, 
no contenido on Q, 


EJEMPLO 1. (capo cuadrático). Soa d un número entoro distinto de cero, 
que puede ser negativo, y tal que, Y ¿4 Q). El campo (YH >C se llama 
cuadrástico real para d > 0, y campo cuadrático imaginario para d < 0. Se hizo 


mención del campo ( (Y 2) on el $ 4 del cap. 4. Un razonamiento que Jiteral- 
mente repite el proceso de demostración del teorema 4, si se sustituye f por 
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Y d, y la relación ¡3 = —1 por (Y d)? = d, demuestra que, 
Q(Vd)=(2+b Y dla, bE22)- 
En particular, las fórmulas (18) se reesriben en la foriva 
(0145, Vd) + (0,40, Vd) =(01 +2) + (0149) Vd. 


E a a (19) 
(a, +0, Vd) (a, +ds Vd) =(e12, +b1b38) +(2,b, +42) Y a. 
Luego, 


a a O 
ir e ar 


para a+ b Y ds*0 (o soa, cuaudo a y b no son a un mismo tiempo iguales 
a cero). 
Utilizando (19), es fácil comprobar que la aplicación 


f:ia+rLY dr» ao Vd 
es un automorfismo del campo (AL (Y 3) (análogo de conjugación compleja). 
Se llama norma del número a = a +-b yd, el númeco 


Ñ (a) = a? — dbi mu af (a). 


Evidentemente, N («) = 0<>«a = 0, Luego, como f es un automoríismo, 
enlonces, 


N (ap) = aBf (aB) = aBf (a) £ (B) = af (a) -PS (B) = N (a)-N (B). 


En particular, N (e)*N (a) = N (aa-1) = N (1) = 1. Por cso, la norma 
posee propledaces esenciales (de cuudrutura) del módulo en el campo € 

EJEMPLO 2. (campo numérico constructivo). En el plano cartesiano R? consi- 
deramos dados los puntos (0, 0) y (1, 0). Las construcciones subsiguientes se 
efectúsn solamente con la ayuda de una regla y un compás. Hinbicndo construido 
dos puntos P y Q, naturalmente, podemos considerar como construido ol seg- 
mento PQ que los une. Si se tienen el punto P y ol segmento r, también se puede 
construir la circunferencia de radio r con contro en el puntu P. Las intersec- 
ciones de par en par de rectas (segmentos) ya trazadas y de circunforencias, 
son constructivas en el mismo sentido. 

El número complejo a + ib € € se denomina constructivo, si, cop ayuda 
de una sucesión finita de construcciones (permisibles) cumo las indicadas más 
arriba podemos construir, partiendo de (0,0) y (1, 0), el punto P = (a, bh). 
No es difícil observar, que la constructividad de a -|- ¡ib es oguivalente a la 
constructividad de | a | y 1 5]. El conjunto de los puntos del plano, construidos 
con ayuda de compás y regla y, on consecuencia, el conjunto «do todos los núme- 
ros complejos coustructivos, los indicamos con el símbolo (S. 


TEOREMA 5. El conjunto US es un subecampo del campo (. 

DEMOSTRACION. De la dofinición de constructividad de los 
números se deduce inmediatamente el carácter cerrado «e ES con 
respecto a las operaciones de suma y de paso de 2 = «a + idECS 
2 —2= —a — lb. 

Trazando en los ejes de las coordenadas los segmentos de las 
líneas constructivas 1, ax, f, (fig. 18) y considerando los triángulos 
semejantes dibujados en los esquemas (constructivos) más abajo 
(son posibles pequeñas modificaciones), nos convencomos de la 
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constructividad del producto y = af y del cociente 6 = asf. Como 
las construcciones zz = (a + ib) (a + ib") = (aa! — bb”) + 
+ ¿fabd' | ab y 1% =a (a? + b% + ib (a? + b2) se reducen, en 
último análisis, a la construcción de magnitudes del tipo de y y Ó, 
también queda establecida la constructividad del producto zz” y del 


Fig. 18 


cociente 1:z. Al mismo tiempo, queda demostrado el cierre del con- 
junto (CS con rospacto n todas las operaciones en el campo C. 

A cualquier subcampo P_ <= CS se lo suele llamar campo numérico 
constructivo. Se entiende, que Q — P y que P es un campo de caracte- 
rística nula. 


LJERCICIOS 


1, Hallar todos los números complejos z, de módulos iguales a 1. para los 
cuales 2? -- (1 — t)z tieno valores puramente imaginarios. Representar el 
correspondiente lugar geométrico de los puntos en el plano C. 

2. ¿Qué se puede decir del campo R (5), que fue obtenido de R por adjun- 
ción del número complejo 6, que satisface la igualdad 0% == —4? 

3. Sean, A. BE M, (R). Basándose en el teorema 1, demostrar que 
det (4 -'- iB) = det (4 — ¿B) (la raya significa conjugación). 

4. Sean, A, BE M, (R), 


o» B 
a | € Man (R). 


Aplicándole a la matriz real C transformaciones olementales de primer y se- 
gundo tipo sobre el campo de los números complejos C, demostrar que 


det € = det (4 4- 1B). 


3. (G. Polia y G. 5Segue). Usando los ejorcicios 3 y 4, dar una explicación 
del «extraño» bechu siguiente. El sistema Jinesl cuadrado homogéneo 


dni +... + dinin =0, 


dl 321 + e... + ¿anto = 0 
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con los coeficientes complejos d,¿ = ax, + iba, y las Incóghilas 2, = £,-7 iy, 
tiene una solución no trivial (z,, . . .. z,) eon exactitud cuando dot (d, y) = 
=a+ib.=0 (véase las observaciones penerales sobre esta cuestión en el 
punto 7 del $ 4 del cap. 4). Esta condición lleva u las dos ecuaciones » = 0, 
b == 0, que vinculan a 2n? magnitudes reales az ¡, da. Por Otra parte, el siste- 
ma («) puede ser presentado en forma de un sistema «de 22 ecuaciones lineales 
homogéneas, con 2n incógnitas reales x;. y¡. Ahora, la condición de solución 
no trivial, se escribe en forma de igualdad a cero de un determinante roal de 
dimensiones 2n X 2n, lo que da sólo una ecuación entre 4, ;, b,¿. ¿Cómo con- 
ciliar entre sí estos dos resultados? 


6. Teniendo en cuenta, que Jos automorfismos del campo cuadrático Q (Y 4) 
deben dejar en su lugar a los números racionales, haJlar los automorfismos de 


este campo. (Respuesta. La aplicación unitaria y aby d>a—b Y d). 

7. ¿A qué es igual la suma de todas las raíces de grado n >> 1, de 1? ¿Qué 

7 pode decir sobre la suma de las raíces primitivaz de grado 12 y de grado 15 
e 

8. Hallar y representar e] núcleo ce y la imagen de la aplicación 

(R, +) > (0%, -), C*=C5M (0), definida por la correspondencia l > 


mo eel (véase la fórmula (15)). 


$ 2. ANILLO DE POLINOMIOS 


Juntamente cos los sistemas lineales, examinados por nosotros 
en los cap. 2 y 3, los polinomios componen una vieja y bien estudiada 
sección del álgebra tradicional. En el lenguaje de los polinomios se 
formulan o so resuelven los más diversos problemas de las matemá- 
ticas. Esto se debe a muchas causas, una de Jas cuales consiste en la 
propiedad de universalidad «del anillo de los polinomios, en la que 
nos detendremos brevemente en los puntos 1 y 2. 

Sean K un anillo conmutativo (y, como de costumbre, asociativo) 
con la unidad 4, y A cierto subanillo del mismo, contenedor do 4. 
Si t € K, entonces, el menor subanillo en XK, contenedor de A y £, 
estará, evidentemente, compuesto de elementos del Lipo 


a(t) =04) + 4i+ a +... ¿0,17 
donde 2,€A,n€Z, n>0. Lo designamos con el simbolo A lt] 
y lo llamamos anillo obtenido de A con la adjunción del elesnento ?t, 
y a la expresión (*), la denominamos polinomio de + con coeficientes 
en A. Qué entender por suma y por producto de polinomios se ve de 
los sencillísimos ejemplos: 


a (() = b (£) ==. ¡Qe + ast + at?) + (bo + b,t Lb dat?) = 
= (€ -+- do) + (a + dy) t+ (a + b98, 


a (t)-b (1) = aba + (ayb, + aby) + + 
(Gob, + a,b, + asby) t? + (a,b, + agb) 1* + (azba) (*. 


Evidentemente, la reúucción de términos semejantes, se basa en la 
permutabilidad de dos en dos de todos Jos elementos a, bj, €. 

Ahora es el momento propicio para recordar que ! es un elemento 
del anillo X tomado a] azar, y, por eso, expresiones (+) exterior- 
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mente distintas, pueden coincidir de hecho. Si, digamos, A = AQ, 
1= y 2, entonces * =2 y (2 = 2t, son relaciones que de ningún 
modo se desprenden de las reglas formales. A fin de logar al concepto 
habitual de polidomio, es necesario liberarse de todas las relaciones 
secundarias semejantes, para lo cual, ¿ dobe interpretarse como un 
símbolo arbitrario, no obligatoriamente contenido en AX. El está 
destinado a pigar un papel puramente auxiliar. Tienen un signifi- 
cado mucho mayor las reglas, de acuerdo « las cuales se forman 
los cocficientes de las expresiones a (t) + b (6), a (t) b (t). Teniendo 
en Cuenta estas observaciones previas, pasamos a la determinación 
exacta del objeto alrebraico denominado polinomio, y de la reunión 
de tales objetos, llamada anillo de polinomios. 

1. Polinomios de una variable. Sea A, un anillo con unidad, 
conmutativo arbitrario. Construyamos un nuevo anillo B, cuyos 
elementos son sucesiones ordenadas infinitas 


i= Uor fi Íar ---), fiCA, (1) 


tales, que lodas las /,, excepto el número finito de las mismas, son 
iguales a cero. Delerminemos en el conjunto / las operaciones de 
suma y de multiplicación, haciendo 


Í+E=llo fu fe --)+ (En £) lo -- )= 


= (fo + 80 + 8 fi + En -- -), 


fZ = h = (Ro, Ry, Re, .. le 
donde 


lg 2 fi8, h=0, 1, 2, ... 


Está claro, que, como resultado de la suma y multiplicación, de 
nuevo se oblienen sucesiones de la forma (1), con un número finito 
de términos distintos de cero, o sea, elementos de B. La comproba- 
ción de todos los axiomas del anillo (véase el $ 4 del cap. 4) excepto, 
quizás, el axioma de asociatividad, es evidonte. Efectivamente, 
por cuanto la suma de dos elementos de /3 se reduce a la suma de 
un número finito de elementos del anillo A, (8, +) resulta un 
grupo conmutativo con elemento nulo (0, 0, 0, ...) y elemento 
—f/ = lor —fi —"fa ---), contrario al arbitrario f= 
= for fi» fa» - - -). Luego, la conmutatividad de la multiplicación, 
se desprende directamente de la simetría de la expresión de los ele- 
mentos ha por medio de f, y de g;. Esta misma expresión muestra, 
que en se ha cumplido la ley distributiva (f + g) 4 = fh + gh. 
En lo que se refiere a la asociatividad de la operación do multiplica- 
ción, sean 


1= Lo» AC O (Eo, £1) E93» » - 2), h = (lo, Ry Ra $0) 
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tres elementos cualesquiera del conjunto 4. Entonces, tg = d = 
= (do, d,, de, .. Je donde d¡= e Í Ep 1=0, ¡Ml 2, -.«.p 
ipjal 
..., YUfg)h=dh=e=(8, €, €, +...) donde e,- 2 dh, = 
+ 


= Y) (Y) fiera > 1:81. El cálculo de f(2h) da el mismo 

I+h=s i4pjml 14+34+4=3 
resultado. Así pues, B es un anillo conmutativn y asuciativo con unidad 
(1, 0, 0, ...). 

Las sucesiones (a, 0, 0, ...) se suman y se multiplican del 
mismo modo que los elementos del anillo A. Esto permite identificar 
tales sucesiones con los elementos correspondientes de A, o sea, 
hacer a = (a, 0, 0, .. .) para todas las a € A. De este modo, A se 
transforma en subanillo del anillo A. Designemos luego (0, 1, O, 0,...) 
por X y llamemos a X variable (o incógnita) sobre A. Utilizando 
la operación de multiplicación, introducida en ?7, hallamos que, 


X = (0, 1,0,0,..., 
X? = (0, O, 1, Oia ade 


X"=(0,0,....0,1,0,...). 
Además, en virtud de (2) y debido a la inclusión A — Ri, tenemos 
(0,0, ...,0,4,0,...) =4aXx” = X”a. 


Así , si f, es el último término distinto de cero de la sucesión f = 
== (for fir - - +: fo, 0, 0, .. .), entonces, on las nuevas designaciones 


j= o. . . +. Pads O, O, ... .) + f X” 
= (for 1 m2 0,0, 0.) A M0 q fx" 
= fl tAX+AXH + fx”. (3) 


Esta representación del elemento f es unívoca, por cuanto fu, ... 
- + «> Ín, en el segundo miembro «de (3), son término: de la sucesión 
lfo: - --» fan, 0, .. .), que es igual a cero si, y sólo si, f,=... 


== 


”r e 
DEFINICION. El anillo $fA, introducido más arriba, se designa 


por A [X] y se llama anillo de polinomios sobre A, de una variable X, 
y sus elementos se denominan polinomios. 

Desde luego, el atributo a la lotra fija X, del nombre de variable 
o de incógnita, no es un hallazgo terminológico muy feliz, pero 
arriagó, por cuanto no lleva confusión. 

Hemos introducido intencionalmente la letra mayúscula AX, para 
diferenciar nuestro polinomio f = X, especialmenle separado, de la 
variable teórica-funcional x, que recorre cierto conjunto de valores 
(un acuerdo puramente temporal, que en el futuro no es obligatorio 
observar). Es más habitual la escritura del polinomio f en Ja forma 


FX) = ayX” + aX"! + ..» + Cas 
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o sea, en el orden decreciente de las potencias de X. En adelante, lo 
escribiremos del modo que sea más cómodo. Los elementos f, (y los a) 
se aman cocficientes del polinomio f. El polinomio f es nulo, cuando 
todos sus coeficientes son iguales a cero. El coeficiente fy de X ele- 
vado a la potencia cero, también se llama ¿término constante o término 
independiente. Si f, +0, entonces, /, se llaman cooficiente superior, 
y n grado del polinomio, y se escribe » = deg f. Al polinomio nulo se 
lo adjudica el grado de —oo (—oo + (- 00) = —o00, —00 4- R == 
= —00, —o06 < », para cada n € (4). Los polinomios de los grados 
1,2,3,..., se llaman, respectivamente, lineales, cuadrados, cúbi- 
cos, etc. 

El elemento unitario 1 del anillo 4, desempeña el papel de unidad 
en el anillo A [X], y se considera polinomio de grado nulo. De la 
definición de las operaciones de adición y de multiplicación en A [X]) 
se deduce directamente que para dos polinomios cualesquicra 


Íf= fo +- f XA Po. gue a A g£ = £o => g XA FT... ÉS gmX"” (4) 


de los grados n y «n respectivamente, tienen Ingar las desigualdades 
dog (Y + £) < máx (deg f, deg g), deg (18) < dez] + degg. (5) 
La segunda de las desiguaidades (5). en realidad se sustituye por la 
igualdad 

dez (f8) = deg J + dez £ 


siempre, cuando el producto /rgm de los coeficientes superiores de 
los polinomios (4) es distinto de cero, por cuanto, 


(8 — foBo + UL FÍBO0X +... + (Mmkgm) A". (6) 


Pero, esto significa, que es cierto el 

TEOREMA 1 Si A es un anillo fntegro, entonces, el anillo A [X) 
también es integro. IM 

El lugar que ocupa el anillo de polinomios dentro de los anillos 
conmutativos, en parte lo aclara el siguiente 

TROREMA ?. Sea, que el anillo conmutativo K, contiene A en 
calidad de subanillo. Para cada elemento t € K existe un homomorfismo 
único de los anillos W,: A(X)—= K, tal que, 


l,()=a, VecA, M(X) =1. (7) 


DEMOSTRACION Supongamos primeramente, que tal homomor- 
fismo TI, existe. Como II, (f1) = f, para cada coeficiente del poli- 
nomio / escrito en Ja forma ordinaria (3), y TT, (X*) = (UU. (Xy = 
== * (propicdud del homomorfismo y la condición (7)), entonces 


TT, 00) = IT, (fn + f, X A fn A") == 
a O O (8) 
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o sea, Il, (f) está delerminado unívocamonte y se expresa por la 
fórmula (8). A la inversa, dando la aplicación TI, por la fórmula (8), 
nosotros, 6videniemente, cumpliremos la condición (7) y obtendre- 
mos el homomorfismo de las anillos. Esto está claro para la aplica- 
ción de grupos aditivos de «nillos, y, en lo quo respecto a la munlti- 
plicación, el empleo de Il, al producto (6), y el uso posterior de la 
ley (general) de la distributividad, da 


TL, (f8) =f080+ (foi + Í8B0) +... + (Un8m) 10" = 
A ZANOS e) 1 (0. M 


El resultado del empleo de la aplicación 11,, determinida por la 
fórmula (3), al polinomio f = f(X), se llama sustitución de t en f 
en lugar de X, o (a duras penas), sencillamente valor de 7, para X = 
=t, de modo que ll, (f) — f (tp. Conocer Ál, (f), sisnifica saber 
calcular el valor de f cuando XA == £. Los homomorfismos ll,, zx € A, 
sirven de eslabón de enlace entre los puntos de vista funcional y alge- 
braico sobre el polivomio. J%or definición, el polinomio X —-c = 
= (—ce, 1, 0, . . .) nunca cs igual a cero, pero, la [unción asociada 
a él > 2 —ce adopta el valor nulo para + = c. Otro ejemplo: el 
polinomio, distinto de cero, X?+4- X con coelicientes del campo 


F, (donde 1 + 1 =0), representa la función nula f: F —fy, 
por cuanto 0? -+- 0 =0 y 1? +4 1-=0. 

El elemento t E K se llama algebraico sobre 4, si M, (f) = O para 
cierto [EA [XI]. Y, si ,: A[X] —KX es una inclusión isomorfa 
¿monomorfismo), entonces, t es un elemento transcendente sobre A. 
En el caso en que A = Q y  = €, sencillamente se habla de núme- 
ros algebraicos y trascendentes. Ejemplos de números trascendentes, 
son e y sí, definidos en el análisis inatemático. y ejemplos de númoros 
algobraicos son -- V 2, y3, +2. +Y 3. 

Para medir la desviación del anillo A [lt] — K, obtenido al prin- 
cipio de este parágrafo, con respecto al anillo de polinomios A [XI], 
introduzcamos en el núcleo considerado J, = Ker 11, del homomar- 
fismo IM, del teorema 2. De acuerdo con (7), II, opera en forma se- 
mejante en A, por eso A ()J, = 0. Á propósito, J, :«= 0, si t es 
un elemento trascendente sobre 4. Según el teorema sobre los homo- 
morfismos para los a2nillo< (teorema 2, punto 4, $ 4 del cap. 4): 


Ad =A[XIJ,. (9) 


El isomorfísmo (9), hablando propiamenle, sirve de expresión 
de propiedad universal del anillo de polinomios A 1X]. De una forma 
más completa, la universalidad del anillo de polinomios se aprecia 
de Ja siguiento afirmación, generalizadora del leorema 2. 

TEOREMA 3. Sean A y K dos anillos conmutativos arbitrarios, 
2, un elemento de K, y y: A —K, un homomorfismo. Entonres, existe. 
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además es única, una continuación de q hasta el homomorfismo y: 
A [X] —K del anillo de polinomios A |X]l en K, que traslada la va- 
riable X at. 

La demosiroción es una modificación insignificante de la demos- 
tración del teorama 2 y se deja al lector en calidad de ejercicio. 

2. Polinomios de muchas variables. Si en la situación A < K, 
considerada al principio del parágrafo, so toman n elementos cuales- 
quiera fy, -. . ln € K y se considera en XK las intersecciones de todos. 
los subanillos, contenedores de A,ti, . . ., t,, entonces, obtendremos 
el anillo 4 l,, ..., tal. La escritura formal de sus elementos nos. 
sugiere, al igual que en el casu de n == 1, la necesidad de poncr en 
uso el anillo de polinomios de n variables. Esto se hace muy senci- 
llamente. Recordemos, que la estructura del anillo B = A [X] 
incluía al anillo conmutativo arbitrario A con la unidad. Podemos 
ahora sustituir en nuestra estructura el anillo A por el B y construir 
el anillo € = £f [Y], donde Y es una nueva variable independiente, 
que desempeña con relación a B, el mismo papel que X con relación 
a A. Los elementos de € se escriben unívocamente en la forma 
YN bjY3, b,€B, además, B se identifica con un subanillo en C, 
precisamente, con el conjunto de clementos bY% = b-1. Como, 
a su vez, 6,: > ajX' es la escritura unívoca de los elementos 
b,€ B, entonces, cualquier elemento de C tiene la forma 


k 1 
AA Ys a,¡E A, 


con esto se sobreentiende (por el sentido de Ja construcción), que 
los a¿, están permulados con X e Y, y quo la variable X está permu- 
tada con Y. El anillo € se Jlama anillo de polinomios sobre Á de dos 
variables independientes (de dos incógnitas) X e Y. 

Repitiendo un número suficiente do veces cesta construcción, 
obtenemos el anillo A [X,. .... X,] de los polinomios sobre A de re 
variables independientes (o incógnitas) Xy, ..., Xp. 

El conjunto (ii, . . ., in) EN” de x números enteros no negativos 
bn a a (E = HUY (0) convenimos en designarlo abreviadamen- 
te con el símbolo (2). Entonces. cualquier elemento [EA [X,, ... 
e... Xal se escribe en la forma 


f= 2, ay, a EA, (10) 
1 
donde X= Ni... Xin es nn monontio, así que f es una combi- 


nación lincal de monomios con coeficientes de A. En correspondencia 
con la definición de polinomios, todos los coeficientes a¿s en (10), 
a excepción de un número finito de ellos, son iguales a cero. La unici- 
dad de la escritura (10) se deduce inmediatamente de la siguiente 


afirmación. 
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El polinomio ] es igual a cero si. y sólo si, son nulos todos sus coefi- 
cientes Qi, . . . in. Pnra n = 1 esto ya se hizo notar en el curso 
de la construcción del anillo A [XT, y para » >> 1 Jo más fácil es 
utilizar la inducción en ». Precisamente, podemos escribir 

ri 1 a 
f= 4 Mi 0 LX 
donde 


”'n-] 
1 AY ro. “ip. | 


E 
| 
IM 


Ghia 
t1.. ... ta-1 de A 
son polinomios del menor número de variables. Ln »lirmación para 


n= 1 y la suposición de inducción demuestran. que 
j=0 <= bin = 0, Vi, = a ... ini” + 0, V (¿,, .... 3 En). 


Ahora, es natural considerar dos polinomios /, “E A [X,,... 
o. Xp] iguales, si coinciden sus coeficientes para los mismos 
monomios (de acuerdo a lo dicho más arriba (t,, ..., lp) + 
lia «> XA... Xin aX... Xín. Por grado del poll- 
nomio f con relación a X y, se entiende el mayor número entero, desig- 
nado por dég, f, que se encuentra en calidad de exponente de X, en 
ay X0 con a 340. Por ejemplo, el polinomio 1: X + XY? + 
4- X*%Y? es de grado 2 con respecto a X y de grado 3 con respecto a Y. 
El número entero i, +... + in se llama potencia (total) del mono- 
mio Xi... Xin. El grado deg f lo la potencia totall del polinomio f, 
será la ináxima de las potencias totales de sus monomios. Suponemos 
der Ó = —oo. No tiene sentido hablar dol término «del polinomio 
que tiene mayor grado, por cuanto, puede ser que haya varios de 
esos lérminos (monomios). 

Al anillo A [X,, ..., XA,] se trasladan muchos de Jos resultados 
obtenidos por nosutros en el punlo 1 para A [X]. Por ejemplo, basán- 
donos en el teorema 41 y utilizando la inducción en »”, inmeniata- 
mente nos convencemos de que es correcto el 

TEOREMA 1. Si A es un anillo integro, entonces, el anillo 
ÁAlXi, ..., X,) también es integro. En particular, el anillo de los 
polinomios de n variables sobre cualguter campo P, es de integridad. $ 

Sea, luego, que A es un subanillo del anillo conmutativo A, 
Y bir ..., tas los elementos de K. Entonces, la correspondencia 


TM, . ..9 tn? (X,, . . .3 Xa) y» j lt,, . ...,3 tn). 
VEA ás . . .. 7 A 
determina el homomorfismo A 1X,, ..., X,] > X (comparar con 


el teorema 2). Con esto se habla de sustitución de ty, ..., €, en f, 
o del valor de f para X, = tp, ..., Xp =f,.SiKer M,, ..., 1, =0, 


entonces, f,, . . ., tn, se denominan elementos del anillo K algebraica- 
mente independiéntes sobre A. En el caso de elementos l,, ..., ta 
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algebraicamente dependientes, existirá un polinomio no nulo f € 
€EAÍlX,, .... Xnl, para el cual fít,, ..., ta) =0. 

Finalmente, al leorema 3 le corresponde el análogo 

TLORENMA 5 (de universalidad del anillo de polinomios). Sean 
A y K, anillos conmutativos; l,, . . ., tn, elementosde K; y, p: A —K. 
un homomorfismo de los anillos. Entonces, extste una continuación y 
hasta el komomorfisio Gr. 1 AlXp Xan) — K, que, ade- 
más, es única y traslada X¿ati iZiZn. 

HNEMOSTRACION. — La misma se electúa paralelamente a la construc- 
ción del propio anillo A IX,, ..., Xnl, o sea, por inducción. Basán- 
dosv en el teorema 3, es natura] presuponer que disponemos del 
homomorlismo roda A IX Xca) >K, continuador 
de y y tal, que CA milA y =t,.1<:¿<n —1. Sustituyen- 
do en el teorema 2 0 anillo A porA [Xi .... al y el homomot- 
lisino Y por das Y eli la circunstancia de que 
AIM... NM] A OS coca Xp J[X, 1, hallamos el homomor- 
fismo  bmscado Ga. mA (Pa. ima 1 ns que traslada X, a t,. 
La unicidad de 4, .. ¡n no necesita comprobación, por cuanto 
Pe. 1 queda lotalmente determinada por la operación on A 
y en los elementos Yy, ..., Xp, que engendran A [X,, ..., Xn1.Y] 

coronsktu A cualquier permutación n E S, que opere en el con- 
junto Í1, 2. -., n). le responde el automorfismo, determinado uní- 


vocamente, mu t— í del anillo A T[X,, ..., An], idéntico en A, 
y tal que, 


A EST OS 


Demistricnrs  Tlagamos, en la formulación del teorema 3', 
K = A [N,. -. 14 EN t, == Ax)» . . ”.a tn = Kx-Uny» y tome- 
mos en calidad de q la limitación de la aplicación idéntica e, en A. 


Como resultado, se obtiene e homomorfismo xi = qt, ... tn 
del anillo AIY,, . ., X,] en sí mismo fo sea, un endomorfismo) 
y, como ral aria =4, 1 =4 y ap = ap (la comprobación 
fue efectuada en el lema del $ 2 del cap. 4), entonces, xx es un aulo- 
morfismo. 

Sirve de especificación útil del teorema 1”, el 

TEGRUMA + Scan] y £, dos polinomios cualesquiera de n variables 
sobre el antllu integro A. Entonces, 


dez (fg) = deg f + deg g. 


DEMOSIMACIÓN  Denominemos polinomio homogéneo o forma de 
grado re, al polinomio hk(X,, ..., Xp), en el. que todos los térmi- 
nos tienen una misma potencia total m. Las formas de grados 1, 2, 
3, se Jlaman. respectivamente, formas lineales, cuadráticas y cúbicas. 


$ 2] ANILLO 115 POLINOMIOS 193 


Uniendo todos los inonomios de un mismo grado que forman parte 
de f (o, como también se dice, que se encuentran, con coeficientes no 
nulos), representaremos univocamente el polinomio [+= Y a yX0 
como la suma de varias formas f,, de distintos gradas 


j= fo Als P Als ES — Fu. k = dez f. 


g8=8 +81 +F>---+g8p l¿-— degg, 
entonces, evidentemenle, 


le = 1080 + tfog1 + 1180) + - +» + 7/581 
(osto se parece a la relación (6), pero, f,, 8, ticnen allí otro sentido), 


de donde, deg fg << k 4- 1 Por el teorema 1, de /, +0, g, 30, 
se desprende que f.g, 50, o sea, dog (fg) — den (f£igpy =<k=1= 
= deg f + deg g. 

3. Algoritmo de división con resto. Los anillos de los polinomios 
de una y de un gran núinero «do variables independientes Lienen no 
solamente propiedades generalos, cuidadosamente destacadas por 
nosotros en el punto 2, sino que también diferencias esonciales. Des- 
cubrimos inmediatamente una de estas diferencias, si nos dirigimos 
a la descripción de los ideales del anillo de los polinamios. Vimos 
(punto 3 del $ 4 del cap. 4), que en el anillo £ cada ideal es princi- 
pal, o sea, se expresa como mZ. La demostración de este hecho 
se basaba en la comparación de números por su maynitud, por medio 
dol mecanismo denominado algoritmo de división con resto, ya des- 
crito para Z en el punto 3 del $ 8 del cap. 1. Resulta, que un algo- 
ritmo totalmente análogo tiene lugar en cl anillo A |X) sobre el 
anillo íntegro A (para A — Resto prácticamente es sabido del curso 
de álgebra elemental: recuerde la operación de división en forma 
de ángulo ). 

TEOREMA $. Sean A un anillo íntegro, y g un polinomio en A [X] 
con coeficiente mayor, invertible en A. Entonces, a cada polinomio f € 
€ A [X] se le confronta un, y sólo un, par de polinomios q, r EA (X', 
para los cuales 


f=dqg +r, degr< log g. (11) 
DEMOSTRACION. —Scan 


f=aX”"—aXxX"?+...+ Mn, 
g = by XA” -/- b Xm1 + ...o + Ba 


donde ayb. 40 y bo 11. Apliquemos la inducción en ». Sin =0 
y m = deg g > deg f = O, entonces, hacemos q =0, r=f, y si 
n=m=0, entonces, r =0 y q = agby?, Supongamos, que el 
tcorema "está demostrado para todos los polinomis de grado < n (n > 
> 0). Sin limitación de generalidad consideramos a 1n < n, porque, 
en el caso contrario, tomamos q =0 y r =f. Ya que cesto es así, 


13—0392 


Si ahora 
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entonces, 

f= ayb X0M.g 41, 
donde deg j < »n. Por inducción podemos hallar q y r, para los cuales 
J=q8 + 5, además, degr<< om. Haciendo 

q = ayb1X" "Y + 9, 
llegamos al par de polinomios con las propiedades necesarias. 

Recurriendo a la propiedad de unicidad del cociente q y del 

resto r, suponemos, que 

q +r=]f= gg Ar. 
Entonces, íg” --q)g =5r— r'. Por ol teoroma 1 tenemos: deg 


r—r'i) — des (q —q) -- deg g, lo que en nuestras condiciones 
sólo es posible cuando r” =r y ql = q (recordomos, que deg 0 = 
= —00 Y QUO -—-00 -- Mo = —00), 


Finalmente, los razonamientos expuestos muestran, que los coefi- 
cientes del cociente q y del resto r pertenecen al mismo anillo íntegro 
A,ose, ¿€ 4AlXI>qgq, reA 1x1. MP 

OBSERVACION J'i proceso de la división euclidiana del polino- 
mio f por g se simplifica, si g es un polinomio unitario, o sea, si su 
coeficiente mayor es igual a la unidad. La divisibilidad de f por el 
polinomio unitario y es equivalente a la igualdad a cero del resto r 
en Ja división euclidiana de f por g£ 

corotario Todos los ideales del unillo de polinomios P [X] 
sobre el campo P, son principales. 

DEMOSTRACION. — Sea 7' un ideal no nulo cualquiera en P [X]. 
Elegimos el polinomio ¿ = t (X) de grado mínimo, contenido en 7. 
Si f es un polinomio cualquiera de F', entonces, Ja división con resto 
por t (P es un campo, por eso no hay necesidad de preocuparse de la 
inversibilidad del coeficiente mayor de ¿(X) nos da la igualdad 
f= qt + r, degr<deg ?. De la misma se deduce, que r€ 7, 
por cuanto f, t, gt, son elementos del ideul. En virtud de la elección 
de £, nos queda por concluir de que r = 0. Por consiguiente, f (X) 
se divide por t(X) y £ = (t) = tP [X], o sea, se compone de poli- 
nomios divisibles por £ (AX). a 

En lo que se refiere a los anillos de polinomios de varias variables 
independientes, entonces, ya en R [X, Y] a ciencia cierta los ideales 
no se agotan con los principales. 


EJEMPLO, El conjunto 
T=AX/+Yg1f, g¿€R IX, YD, 
compuesto de polinomios h (X, Y) tales, gue A (0, 0) = O, evidentemente. 
es ídeal en K [X, Y]. Como 1 €RI[X, Y), entonces, do T = 1(X, Y)R (X, Y] 
se desprendoría la inclusión t (X, Y) € 7. Por eso, £ (0, 0) = 0 y, por lo tanto, 


degt > 1. Aplicando ahora e] teorema 4 a las igualdades 
= tu, Y =t., 
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hallaremous que deg 4 == deg y = 0. v sea, e, CER Cy = uc lvA es una contra- 
dicción, que muestra que el ideal 7 no es principal. 


El corolario del teorema 5 es cómodo para una descripción clara 
del isomorfismo (9). En calidad de ejemplo demostremos la afirma- 
ción que, en esoncia, completa ul teorema 4 del $ 1. 

TEOREMA 6. El campo de los números complejos C es isomorjo 
al anillo cociente R [XIAX? + 108 1477. 

DEMOSTRACION — De acuerdo con (9) € = R (il — [X]/7, donde 
J =(fE€ER[X]1/ (0) = 0). Puesto que a + ib 0 para (a, db) + 
> (0, 0), y como + 14=0=>3%+4+ 1 €J/, entonces, de Jos razo- 
namientos que denmestran el corolario del teorema 3, sin dificultad 
se deduce, que Y = (X? + 4) R [A). 

Las clases adjuntas (a — bX)+ Ji a, DC xR son Jos elementos 
del anillo cociente R [X1//; la correspondencia a + ¿b= (a+bX) + 
+ J establece el isomorfizmo entre € y RIXIY. M 


EJERCICIOS 
1. Los polinomios f(X) = X5=- 3X4 + X9%+74xX2—3X —1, g(X)= 


= XX? X + 1, pueden ser considerados como pertevecientes al anillo Z [X] 
o, digamos, el anillo Z; [X], de acuerdo a como se interprete sus cooficiontes. 
Utilizando el algoritmo de división con resto, mostrar, que en el primer caso 
f(X) no se divide por g (X), y que en el segundo, se divide, ¿Sería posihle 
realizar la variante opuesta? 

2. Demostrar, cón ayuda de] teorema 3, que, si F es un campo, outonces, 
el grupo de todos los automorfismos del aniJlo F [X] es isomorfo al grupo de los 
transformaciones X»>aX + b. dondo an, bEF yase0. 

3. Mostrar que el polinomio [EF [X,. .... Xp) es nna forma de grado 
m (véase la demostración del teoreomá 4), si, y sólo si, F (Xy, ..., xo) = 
= MM f (Xi, ..., Xp), donde 1 es vna nueva variable. 

4. Mostrar, que el número de distintos polinomios de » variables indepen- 


dientes de potencia total m, es igual a (” aia ES dE (rniticación. Estable- 
cida la relación 


m 
y e do 
kJ m 7 
fhi==0 
aplicar la inducción en m). 
5. Volviendo a las definiciones del punto 41, consideremos el conjunto 
A ((X3], de las así llamadas sertes exponenciales formales [ (X) = S) a¡Xt do 
i20 
variable (incógnita) X, o, sí so desea, de la sucesión (47, 4, da, . - -) Con 
cualquier número, posiblemente infinito, de coeficientes a; + 0, perteneciente 


al anillo conmutativo A. Las operaciones con las series exponenciales formales 
de A [1X]] se efectúan de acuerdo a las mismas reglas que las operaciones con 


polinomios: 
(Ja1X0) + (Q0X0) =D) (0, +00) Xi, 
(a xt) i (Nb¿X5) = Y CÁXk, ca Ni aj 


i+j=k 
13» 
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Mostrar, que el conjunta A JA Jl, consudoradi junto con estas oporaciones, 
es um anillo asieiidivo y conmutativo con unidad 1 == (1,0, 0, ...). 

Somo en Ja serio expouencial f == aX se incluyen potencias Xi tan 

candes como se quieran de la varinble X, entonces, on lugar de la potencia 
deg f, que ya lione ahora sentido, es natural considuvar el orden wm (f que es un 
número entero, igual al menor índice nx, para el cual a,, =e 0 (se supone también 
que ww (U) == - 00). 

Mostrar, que 
(1) 0 YU - $. min fo (), 0 (0). (11) (2) .> 0 (10)7+ 0 (g). 

Si A es un anillo integro, entonces, ( (ff) == al (1) + o (g). En particular, junto 
con 4. cl apillo 1 ivi tumbién es integro. 

Moxtrar también, que 4 [X) es un subanillo en A ([X|). 

6. Los poliwuuios y las series exponenciáles se usan frecuentemento en 
calidad de funciones productoras de distintas magnitndos numéricas. El son- 
tido de la operación con ellas lo explicaremos en dos ejemplos sencilins. 

a Establccer la relación 

h 


O ra 


partiendo de la formula binenital y lo) Xi =( : Xx9Pen Z[X] y de la 


descomposición evidente (Y y XP (4 -. Xi — (£ -- X)m+n 
b) Hallar el número 2, de tadas las disposiciones posibles del paréntesis 
en el productu de longilud + do los elementos de un conjunto con una operación 
binaria. Con este fm. “s cómodo introduneir la función productora, o sea, la serie 
exponencial formal 
(A) 0 O) IA XX 4 X2-2XIR 00, 


nal 

cuyos primeros cm ficientes fueron ya calentodos en el punto 3 del]g 1 del cap. 4. 
Do la evidente relación recurrente 

n—1 

in = A Din. 

h=1 
so desprende, que ¿(NX << 71(X)— X. Resolvienda esta ceunción cuadrada 
hallamos 


1-- Y 1—4X 
2 
(e) signo delante del riibcal está determinado por la condición 1, > 6). Poro, 


si la serie expouencial ¿ (X) es tal, que 
ff =4 1 4X,3e£ Y, entonces 


(Xi — 


00 h -1 
coi [1 (4 3)] ex 
hej  i=0 


(«desarrollo en lo serio de Taylors, que, 1 ahora, se puede aceptar sin demostra- 
en Duestro caso r <= 2, A >= —4, y una simple sustitución de la expre- 
sión lina 


1 (m7 
ds n Ln—4AJ)” 


Se propone JHevnr n cabo los cálculos intermedios. 
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El anillo AFIX, Y] de las seriez exponenciales forinades de dos variables 
lala lea (puto pormutahles entro si) Y, Y. está compuesta de lus expre- 


siones y a;¡X*Y2. Comprobar. «que 
30 ¿30 , 
BUY = AUX, YI] = CHAS, 
donde B <A ([XN, € = A 11YJ] (repetición de Ja constiúueecion del anillo de 
ed do dle variables). Mostrar, que la integridad dle A implica 
la integridad del anillo 4 (1X]). 
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Il. Propiedades elementales de divisibiliad. En distintos luga- 
res, comenzando desde ol capitulo 1, tocamos las cuestiones de divisi- 
bilidad en el anillo £ de los números enteros, pero el llamado teo- 
rema fundamental de la aritmética nos quedaba, hasta ol momento, 
sin demostrar. Ahora ha lHegado el momento de no sólo llenar este 
bneco, sino también de hacer extensivas las correspondientes afír- 
maciones a una clase más amplía de anillos. En primer lagar, nos 
interesa el anillo de polinomios P [X] sobre el campo P. 

Comencemos con el anillo integro arbitrario XA. Los elementos 
invertibles en XK fueron denominados por nosotros divisores de la 
unidad. Frecuentemente, ellos también se denominan elementos 
regulares. Es completamente evidente, que el polinomio fE A [X] 
es invertible (regular) con exactitud, cuando dogf 0 y f == f, 
es un elemento invertible del anillo A, por cuanto fe - 1 => deg f + 
— deg g = deg 1 = 0. 

Se dice, que el elemento f4E A es divisible por 4 € A (o que b 
es múltiplo de a), si existe un elemento c E XK tal, que b =- ac (esto 
se denota a | b).Sialbyb]|a, entonces, « y b se llaman elementos 
asociados. Entonces, h = na, donde 4 | 4. En virtud de Ja observa- 
ción hecha más arriba, la asociatividad de los polinomios f, yg € 
EA TX) significa, que ellos se diferencian solamente por el multi- 
plicador invertible de A. 

El elemento p E K se llama primo (o nu descomponible,), si p 
no es invertible y no se puede representar en la forina pp = ab, donde 
a, b, son elementos invertibles. En el campo P, cada clemento no 
nulo es invertible y cu 2 no hay elementos primos. El elemento 
primo del anillo A [X] más frecuentemente se llama polinomio irre- 
ducible. 

Hagamos nolar las siguientes propiedades fundamentales de 
la relación de divisibilidad cn el «anillo integro A. 

1) Sial]b, ble, entonces, 4 |c. Efectivamente, Lenemos b= 
=ab',c= be, donde YY, e E K. Por eso, e — 10710” = a (be). 

2 8iclay c Pb, entonces, c | (a += db). Efoctivamento, por Ja 
condición a = ca, b= cb” para algunos a, $P' EX, y en vista 
de la distributividad de a +=h=ecí(a +06). 
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3) St a | h. crtonces, b| be. Es claro, que b= ab => bc = 
= (ab')e — a the. 
Combinando 2) y 3) obtenemos 


4) Si cada uno de los elementos l,. La, .. .. Em ER es divisible 
por a € K, entonces, también será divisible por a el elemento b,c, + 
E baeta3— ... | OmCm, donde Cir Cas +... Cm, son elementos arbi- 
trarios. 


DLFIMITON So dice, que el anillo inlegro XK es un anillo con 
descomposición univalente en factores primos (o que K es un anillo 
Jactorialy, st cualquier elemento a += de K se puede representar 
en Ja forma 


Q-= UPiPz + - Pro (1) 
donde « ex nn elemento invertible, y Pi, Pas .-. .. p, som elementos 
primos (no oblizgatariamente distintos de dos en dos), además, de la 
existencia de otra descomposición *cmejante a = 09193 . . . qu Se 
desprende, que r =s, y, para una debida numeración de los ele- 
mentos py y qj será 


Yy —= MaPrs +. Gp Upr, 


donde Y, . ., ,, son elementos jnvertibles. 

Admitiendo on ta igualdad (1) el valor r =0, aceptamos que 
los elementos invertibles en X también se descomponen en factores 
primos. Es claro, que si p es primo y « es un elemento invertible, 
entoneos, el elemento ep asociado a p. también es primo. En el 
anillo con elementos invertibles Í y -4, la relación del orden 
(a < 6) da la posibilidad de separar el número primo positivo p, 
de los elementos primos posibles +p. En ol anillo P [X] es cómodo 
considerar los polinomios irreducibles unitarios (=con coeficiente 
mayor unilario). 

Es Jegilimo el siguiente general 

TEORFNA 1 Yra K un anillo integro cualquiera con descompost- 
ción en factores primos. La unicocidad de la descomposición en K 
(factorizabilidad de Ry tiene lugar si. y sólo si, cualquier elemento 
primo p € K, divisor del producto ab € K, divide, por lo menos, a uno 
de los factores a, h. 

DEMOSTRACION Sea ab = pe. Si 


a lla. 5110, e=ilc, 


son descomposiciones de a, by, ce en sus factores primos, y A es un 
anillo con descomposición unívoca. entonces, de la igualdad 
Ma, Mo, — plle, se deduce, que el elemento p es asociado con uno 
de los az o de los bj, o sea, p divide a a o ab. 

Al contrario, establezcamos la mnivocidad de la descomposición 
en K, donde p|ak=>pja o p|b. Razonando por inducción, 
supongamos, que la descomposición de todos los elementos de K£ 
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con número <mn de factores primos es única (por supuesto, con 
exactitud de hasta ej orden de los factores y de la usociación de 
éstos). Demostremos ahora esto para cualquier elemento a 3 0, que 
puede ser descumpuosto en 2 -+ 1 factores primos. l'recisamonte, sean 
n+1 m+1 

a == !! PD¡= [1 rj (2) 
dos descomposiciones del olomento « con mo=nr. La condición 
del teorema, aplicada a p = P,+,, nos da, que p, +, debe dividir 
a uno de los elementos ?,, .. ., S'm+y. Sin limitación do generalidad 
(puesto que esto es cuestión de numeración) consideramos, que 
Pa+1 |'m+1. Pero "m+p es un elemento primo, por es0, "m4 — 
= UPa +1, donde u, es un elemento invertible. Apoyándose en la ley 
de simplificación en K (Lteorema 3 del $ 4 del cap. 4), de (2) obte- 


AD m 
nemos la igualdad || p,=u|[| 1, En cl primer miembro hay un 
i=1 jui 


producto de n factores primos. Por suposición de la inducción m= n 
y ambas descomposiciones solamente se diferención en el orden 
de los clementos primos, provistos, probablemente, «de algunos 


[actores invertibles. | 

En el anillo íntegro arbitrario A, el elemento « =< O, en general, 
no está obligado a permitir una descomposición del tipo (1). Lo 
que es más interesante, cs que se tieuea anillos íntegros, en los cuales 
la descomposicion en factores primos aunque es posible, no es unívo- 
ca, o sea, la condición del teorema 1, que parece trivial, no siempre 
se cumple. 


EJEMPLO. Examinomos el campo cuadrática imaginario Q (Y —5) (vénse 
el ejemplo en el punto 5 del 3 1), y. en él, elanilloíntegro XK - (fa -2yY—5] a, 
b€ ¿). La norma N (a — y Y —3) = a2 + 50% de emita cleviento distinto de 
cero «€ K, es un número entero positivo. Si « es inverlible on K, entonces 
N (ai =N (a7?)E€Z, de donde, N (a) = 41. listo solamente es posible para 
Lb=0, 6 = «+1, De este modo, en K. al igual que ca <, solamente +1 son 
elementos invertibles. Si a = 0% ... a, 40, . = +3, entonces, N (a) = 
= Nay) ..- N (a,). Como 1 < N (2) € 8, para un a darlo, el número de 
factoros r na puede erecer ilimitadamente. Por lo tanto, Ja descomposición en 
factores primos en K es posible. 

Al mismo tiempo, el número 9 (y no solamente eli. permite dos descon- 
posiciones cu sus factores primos esencialmente «distintas: 


I=3-3=(2 +10 5). 


La no asociatividad de los elementos 3 y 2 + Y —5 es ovidente. Lurgo, N (3) = 
=N(Q> Y —5) = 4. Por eso, de la descomposición 2 -- («Le para % = 3 
62 + Y —5 con Q,, %zinvertiblos, resullaria 9 = Na) — Alan y (47). o sea, 
N (a) = 3, t=1, 2, lo que es imposible, por enantlo la ecuación ri — 5y3 = 
= 3c0u 7, y € Z no ticue solución. Con esto queda dentostrado que los elernen- 
tos 3 y 2 + Y —5 son primos. 
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El ejemplo examinado contiene en forma embrionaria un uxtenso circulo 
de cuestiones, que parcialmente hasta ahora no han sido resueltas, acerca de los 


campos cunalráticos (Y (17H). ll estudio de las mismas lorma parte del circulo 
incumbencias de la tevria algebraica de los niúmernns. 


Antes de establecer, con ayuda del teorema 1, la factorizabilidad 
de unos n otros avibHos, introducimos conceptos auxiliares importan- 
Les, que poscen un interés independiente. 

2. Máximo común divisor (m. €. d.) y mínimo común múltiplo 
(mc.m.) en dos anillos. Seca K£ un anillo integro. Nosotros entende- 
remos como niximo común divisor (m.c..d.) de dos elementos a. b E K, 
el elemento dl € K. denotado con el simbolo m.c.d. (a, 0) y poseedor 
de dos propiedades: 


lid ja d]b; 
in ela cld=<c1d. 


Es claro, que junto con d las propiedades (i), (15). las tiene cual- 
quier elemento asociado con él. Al contrario. sic y d son dos divisores 
máximos de los elementos a y 6, entonces, tendremos c |d, dle, 
así que e y dl son asociados. La designación m.c.dl. (a, b) se refiero 
a cualquiera de ellos, o sea, en esta eseritura Jos elementos asociados 
no se deslinguen. Teniendo en cuenta tal acuerdo, a las propiedades 
determinantes (1), (11) de] máximo común divisor se les agregan las 
siguientes: 


(111) med (a, bd) =a <= alb,; 

(iv) m.<c<d, (e, 0) = a; 

(y) med. (ta, tb) == t m.e.d. (a, bj. 

(vi) m.c.d. (m.c.d.(a, d), e) = m.c.d. (a, m.c.d. (0, c)). 


La comprobación de ellas no representa ninguna dificultad y se 
le deja al lector. Ja propiedad (vi) también permito extender el 
concepto de m.c.d. para cualquier número finito de elementos, 

Poc analogía con el m.c.d. (a bh), se introduce ol concepto dual 
de mínimo común muiltiplo m = m,c.m. (a, b) de los elementos 
a, LE K, también definido con exactitud hasta la asociación, por 
dos propicdados: 


iD) am, bh | 
(iDdale bicoc>m]e. 


En particular, haciendo € = ab, obtenemos, que m | ab. 

TEOREMA 2. Sea, que para los elementos a, y del anillo integro K 
existen med. wa, db) y mem. (a, db). Entonces: 

a nm.com. te, db) - O <= a=00 b=0, 

b) a, bHE40%, mm = m.c.m. (a, bjab =— du => d = m.c.d. (a, b). 

DEMOSTRACcIóN. La afirmación a) se desprende inmediatamente 
de la definición de m.c.m. (a, b). Para la demostración de bh) nos 
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es necesario convencernos, de que el elemento +, definido por la 
igualdad ab = dm, posee las propiedades (1). (11). Jifectivamente, 
(6) >m=a, m-=- Yb. Entonces. ab — dm -do0'a, de donde, 
luego de simplificar por «, lo que es permisible en euntquier autilo 
integro, tenemos db — da”, o sea d | b. Análozamente, ab - du = 
—dbYb>o a — db o sea, d | a. iJemos llegado a (il. 

Luego, sean, a =fa". db — $07. Hagamos e fail. Entonces, 
e== ab" = ba”, es múltiplo común de a y bh. De ueuerdo con la 
propiedad (11%), e == cm para cierto EX, de donde, fem fo = 
= fa"b” = ab = dm, o sea, dl -= fe” y [ | d. Memos legado a (iv). ]] 

De Jas propiedades (1), (15). (1%), (11) o del teorema 2, no se puede 
extracr ni el método de cálculo, ni la demos! ración de Ja existencia 
del m.c.d. (a, b) y del m.c.m. (a, db). Por el teorema 21) solamente 
se establece la relación entre ellos, 

Supongamos ahora por un tjempo., quo A es un auillo factorial. 
Designemos por medio de FP el conjunto de elementos primos en 
K tal, que cualquicr elemento primo de K está nsociado con un, 
y sólo con un, elemento de $. Examinando Jas descomposiciones do 
dos elementos a. b € K, es cómodo considerar, que en ellas hay igual 
cantidad de elementos de <P, pero aleunos, posiblemente, con indi- 
cadores nulos, o sea, 


e=upr.. pi. b=op... pr (3) 
ult,rolt: ki>0,4>0) pe l<io rs 


Con ayuda del teorema 4 se obtiene cl fácilmente memorizable 

INDICIO DE DIVISIBILIDAD. Sean, a, lb, elementos del anillo 
factorial K, escritos en la forma (3). Son legítimas les afirmaciones: 

Dalbsi,ysótosiki<l.i=4,2,.... 1; 

2) m.c.d. (a, b) = pr... pt, donde >, min fk, 2), £-- 
a O 

3) m.c.m. (a, db) ph... plr, donde 1, máx 4, dl), += 
A ca 

De este modo, en calidad de s¿ hay que tomar el menor de los 
dos indicadores k;, [¿, y en calidad de £,, al máximo. En particular, 
los elementos a, b € K son primos entre sí, o sea, m.c.d, (a, b) — 1, 
exactamente cuando los factores primos que forman parte de la 
descomposición de uno de los elementos no figuran en la descomposi- 
ción del otro. El defecto de este indicio de «divisibilidad consiste, 
desde luego, en que en la príclica es muy difícil obtener una descom- 
posición del tipo (3). Ann en el caso en que A <= (con esto no se 
anticipa la factorizabilidad de Z) hay que conformarse con pequeñas 
variaciones de) método de elección directa, do los números primos, 
menores del número dado ». Es tanto más agradable, que en los 
anillos factoriales, acerca de los cuales se hablará más abajo, cxiste 
una forma efectiva de cálculo del m.c.d. (a. b) y del m.c.m. (a, b). 
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3. Factorizabilidad de los anillos cuclídeos. En algoritmo de la 
división con resto en £ y P (X) (véanse e) punto 3 del $ 8 del cap. 1 
y el punto 3 del $ 2) lmce natural el ecxamon del anillo íntegro AX, 
en el cual an cada elemento a 30 se le pone en correspondencia cl 
número entero ho negativo 

S (41, O sea, se define Ja aplicación 


5: KSx (0) =K* NM Y (0), 


de tal modo, que con esto se cumplen Jas condiciones: 
(51) 8 (abi 72 5 (ad para todos los «a, b 40 de K; 


(2) Cualesquiera que sean a, LE KK, b 0, se hallarán q, re K 
(q es «rocientes, r es «resto»), para los cuales 


au qb lr 6(M1<Á68(bh o r=0. (4) 


El anillo íntegro A que tione estas propiedades se llama anillo 
euclideo. Haciendo 6 (a) = | a | para a €l y 6 (a) = dez e para 
a =da(X)€ P |Xl, llegamos a Ja conclusión, de que Z y P[X] 
son anillos euclídeos. 

En Jos anillos euclídeos existe un procedimiento de determinación 
m.c.d. (a, b) llamado algoritmo de división sucesiva o algoritmo de 
Euclides y que consiste en Jo siguiente. Sean dados los elementos no 
nulos a, b del anillo cuclídeo X. Aplicando un número suficiente- 
mente grande (pero finito) de veces la prescripción (E2), obtendromos 
un sistema de izualdadós del tipo (4) con el último resto nulo: 


a= q 10 + Ta ó (1,1 < 6 (b) 

bo = qu, 7 Fe» 9 (r21 < Ó (np), 

Si — Tata q Fa Ó (3) < ó (ra), 
o ddr o e E (9) 

Pra E Gira — Ps Ar 1<Ó (11), 

Pia = Ga+ifps Uni = 0. 


Esto es efectivamente así, por cuanto la cadena rigurosamente descre- 
ciente de los números enteros no negativos Ó (b) > 6 (r,) > Í (77) > 
>... debe cortarse, y el corte puede suceder sólo a cuenta de que 
uno de los restos se reduzca a cerco. 

Se afirma, que el último resto distinto de cero r, es precisamente 
el máxmio común divisor de los elementos a y b, en el sentido de la 
definición dada el punto 2. En realidad, por condición ra | rp.y. 
Avanzando eu cl sistema (5) de abajo hacia arriba y utilizando la pro- 
piedad 41 de Ja rolación de divisibilidad, formulada en el punto 1, 
obtendremos la cadena 74 "ra, Pr ler...) Pr las Tn lr y, fi- 
nalmente, 1, | 6, 1, ] a. Por consiguiente, ri es un divisor común 
de los elementos a y b. Ál contrario, sea e cualquier otro divisor 
de los mismos elementos. Jintonces e | r,, y, avanzando ahora en 
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cl sistema (5) de arriba hacia abajo, vbtendremos la cadena de rela- 
ciones de divisibilidad e | ra, e] ro .... e] 7. La última de ellas 
nos convence definitivamente, de que el m.c.d, (a. bd) existe, al 
mismo tiempo tiene lugar la igualdad 


7, = m.c.d. (a, b). (6) 


Prestemos luego atención al hecho de que cuda vesto rr, en el 
sistema (9) se expresa en forma de combinación lineal con coeficien- 
tes en K de los dos restos procedentes Ti, y f, e. Con esto, r, se 
expresa por medio de a y de b: r, = a --q4b, y ra se expresa por 
medio de bd y r,. con lo que resulta de nuevo una combinación lineal 
de a y b, La sustitución consecutiva en r; de las expresiones de r;., 
y "¡2 por medio de a y b nos da, para ¿ =%o, la expresión 


n= aqu + be (7) 


con algunos elementos u, v€ K. 

Confrontando (6) y (7) y tomando cn consideración el teorema 
2b), obtenemos la siguiente afirmación. 

TRORENA 3. En el anillo euclídeo K cualesquiera dos clementos 
a, ld tienen máximo común divisor y mínimo comiin múltiplo. Con 
ayuda del algoritmo de Euclides se pueden hallar tales u, v€E K, que 
se cumplirá la relación 


m.c.d. (a, y) = au, + bu. 


Er particular, los elementos a, bE K son primos entre si si, y sálo 
si, eristen dos elementos u, vr € K, para los cunles 


au—bv=4. NU 


COKOLARTO. Seán a, b, e, elementos del anillo cuclideo A 

(i) Sé el med. fa, bd) — 4 y el med. (4. e) 1, entonces, 
el m.c.d. (a, be) = 1. 

(ii) Sia | be y ol m.e.d, (a, hb) = 1, entonces, a |<. 

(ii) Sibja,c|a y el m.«c.d. (b, c) = 1, entonces, be | a. 

DEMOSTRACION. (1) De acuerdo al teorema 3, lenenios las igual- 
dados ul, + by, = 4, au, -- £Vs = 1. Multiplicando :unbas igual- 
dados miombro a miembro, obtenemos a (au, Us 4- buzt, 4- cuUgd -- 
be (vts) = 1, que da la necesaria afirmación. 

(ii) Tenemos au +- bv = 1, de donde, ac-u : (bee = c. Pero 
be = aw, por eso, ec = «(cu + 10), O sea. «a | e. 

(i1i) De acuerdo con la propiedad (ii”) del m.c.m., 


bla, c | => m.c.m, (b, e) |a=> be | a, 


por cuanto bc -= m.c.d. (6, c) por condición el m.c.m. (h, c) y el 
m.C.d. (6, ce) son iguales a la unidod. NW 

El lector fácilmente hará extensiva la afirmación del leorema 3 
para el caso de un número arbitrario finito de clementos del anillo 
enclídeo. 
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Como paso inmediato para el establecimiento de la factorizabili- 
dad del anillo cuclídeo, sirve el 

LEMA. Pudo anitlo eculídeo K es un anillo con descomposición 
(o sea, rualquier elemento a 0 de K se escribe en la forma (1)). 

DEMOSTH LION Sea que cl elemento a € K posce un divisor 
propio b: + <= be, donde b y e son elementos no inverbibles (en otras 
palabras, a y 4 hu son asociados). Domostremos, que 6 (b) < $ (a). 

Etoctivamente, de acuerdo con (E1), tenemos inmediatamente 
0 (db): 8 (bc) 8 (a). Suponiendo el cumplimiento de la igualdaa 
9 (b) - 6 1a). aprovechamos la condición (E2) y hallamos q, y 
conb-- qa ir. donde 6 (1) < (a) o r=0. El caso de r=0, 
cae en virtud de Ín vo asciatividad de a y b, Por la misma razón 
l — qe 340, Por consiguiente, nuevamente según (122) (con la susti- 
lución de a por 6), tenemos que 


9 (0) - Bd: 8 (hb (4 -- qe)) == 6 (hb — qa) = 6 (r] < Ó (a) 


es una contradicción. Y bien, 6 (6) < (a). 

Si ahora a dit... - 4,, donde lodos los «; son invortibles, 
ONLÑONCOS, Ln ¡qa «+ Ap es divisor peopio «de Qmtm+] - + - ns 
y, por lo demostrado, 


9 la) = Ó (Ax... 2.) > ó (A, A A Óó (a,,) > Ó (1). 


Esta cadena rigurosamente decrecionte de números enteros no nega- 
tivos tiene una longitud de < 06 (a). En consecuencia, se Liene la 
descomposición máxima de a en sus factores primos. 

PHoremMis 4 foro anillo eurlideo K es factorial (= K posee la 
propiedad de descomposición unívoca en sus factores primos). 

DEMOSTRACION. — Teniendo en cuenta el lema y el criterio do 
factorizabilidad, contenido en el teorema 1, nos queda por nostrar, 
que si p es un elemento primo del anillo A, divisor del producto 
be de algunos elementos b, c € K, entonces, p divide bien a b, hien a c. 

Efectivamente, cuido b =0oc — Uno hay nada que demostrar. 
Y siberx=byd =m.ed. (0, 7), cutonces, d al ser divisor del ele- 
mento primo fp, bien es igual a 1 (más exactamente, es divisor de 1), 
bien es asociido con p. En el primer caso 6 y p resultan primos entre 
SÍ, y la afirmación (11) del corolario del teorema 3 pormite concluir, 
que p | e. Enelsegundo caso d =- up, « | l y, en consecuencia, p | b. 

cororakxo Los anillos 2 y P1Xl son factoriales (P es un campo 
arbitrario). 

Lia factorizabilidad del anillo de polinomios PIX,, .... X,l, 
n >], que ya no es vuclídeo, se establece en el cap. 9, Allí también 
se ponen ejemplos complementarios de anillos euclídeos. 

4. Polinomios irreducibles. Espocializando la definición dada 
antes de elemento primo, subrayamos una vez más, que el polina- 
mio f de erado no nulo del anillo PL [X], se Jama irreductible en 
P ll (o jrreducible sobre el campo PP), si él no es divisible por nin- 
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gún polinomio g € PIN], en el que 0 < deg g < dex /. En parti- 
cular, todo polinomio de primer grado es irreducible. Es Lolalmente 
vvidente, que la irreducibilidad del polinomio de orden > l o su 
descomposición en factores irreducibles, son conceptos íntimamente 
ligados con el campo básico P, como lo muestra el polinomio ya 
conocido por nosotros de Ja construcción de números complejos, 
Xitri1=(X 4 (XxX —£). 11 polinomio Af —+ 4es reducible sobre 
Q, aunque esto no es fácil de adivinar: 


XL 4 (X* —2X + 2)(X? + 2X 1 2) 


Ambos multiplicadores del segundo miembro son serreducibles no 
sólo sobre (y, sino que también sobre 2, siendo reducibles, sin em- 
hargo, sobre €. 

'Panto los númccos primos en 2 (véase el $ 8 del cap. 1), como 
Jos polinomios irreducibles unitarios (o sou, con cocfirientes mayores 
1) sobre el campo arbitrario P, son infinitamente muchos, 

ión el caso do un campo Y infinito esto es claro; ox «uficiente con- 
siderar los polinomios irreducibles del lipo X —r, r€P. 

Pero si el campo P es finito, entonces sirve el razonamiento de 
Muclides. Precisamente, sea que ya fueron hallados » polinomios 
irreducibles pj, ..., Pa. El polinomio f = pypa. . «Pu + 1 tiene 
por lo menos un divisor unitario primo, por cuanto deg f> 1. 
Designemos al mismo por medio de Pp,+1. El es distinto de p,. ... 
e...) Pn, por cuanto, de P,+, = Ps para cierto s< n, se dorivaria 
que pl ( —P]+ +.» Pay 0 SCa, ps 1. 

Como los A de un grado dado sobre un campo finito, 
son un número finito entonces, se puede hacer la signiente concln- 
sión úLbil. 

Sobre cualquier campo finito existen polinomios irreducibles de 
grados tan grandes como se quiera, 

Esta afirmación de carácter cualitativo se hará más precisa en el 
cap. 9, 

Los polinomios irreducibles sobre el campo Q ¿jnegan un papel 
especial en la teoría de los campos de números algebraicos. Como, al 
multiplicar por el número natural conveniente, siempre se puede pa- 
sar de un polinomio de Q [X] a un polinomio de % 1X], es natural 
precisar primeramente la vinculación entre las propiedados de roduc- 
ción sobre Q) y sobre 2. Teniendo en cuenta outras aplicaciones, de- 
mostraremos una afirmación general sobre Jos polinomios sobre el 
anillo factorial K. Llamemos contenido del polinomio | = an E 
LaAX+...J aX” €eKIX), al máximo común divisor d = 
= d(f) de todos sus cooflicientes. Hasta ahora, hablábamos de 
m.c.d. (a, hb) de dos elementos, pero las propiedades (i) -— (vi) dol 
m.c.d. permiten sin esfuerzo hacer extensivo este concepto a cual- 
quier número finito de elementos de un ainilo íntegro. Sid (f) o< un 
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elemento invertible en A, entonces, el polinomio f se llama pre- 
milivo. 
LEMA DE GAUSS. Seen, K, un anillo factorial, y f, g E K IX. 


Entonces, 
d (Jg) = d ()-d (g). 


En particular, el producto de dos polinomios primitivos de nuevo rc- 
sultará un primitivo (aquí y en lo sucesivo la igualdada se entiende con 
exactitud hasta la asociatividad). 

DEMOSTRACION. — Cumencemos por la última afirmación. Scan 


f—a +TMXT...+apxX”, 
eE =b0.+FbDX+...+0pmA” 


polinomios primitivos de K |X], el producto fg de los cuales, no es 
primitivo. lxisle, por consiguiente, un elemento primo p € K, que 
divido a d (fg). IElijamos los menores índices s, t, para Jos cuales 
Pida p1b,. Tales indices existen en virtud de que f y g son primi- 
tivas, E] coeficiente de X*+* en fg será 


Cr41 = Oslo + (Asgr Dir Y Ga42D1 3) + (lar br gr + Og2D1 42 ch») 


Como as; y b,.¿ para ¿>0 se dividen por p por condición y 
P |Cs+, por suposición, entonces, tenemos Ja relación 

pu = as, + pu, 
de la cual se sigue, que p | a,b,¿. En virtud de Ja factorizabilidad de 
K tenemos y |a, op | b,, lo que es una contradicción, que demuestra 
nuestra afirmación. 

Pasando al caso general, escribiremos los polinomios arbitrarios 
f, g E K IX) en la forma 

f=dW ft. £=d (8) £o, 
donde fo, Ej, son polinomios primitivos. Como fg = d (f) d (8)-fo8) 
y, do acuerdo con lo demostrado, d (f.gp) Y 1, entonces, pues, 
d fe =0(pd(). Y 

COROLAKtO. El polinomio [EZ [X], irreducible sobre E, sigue 
siendo también irreducible sobre Q (deg f > 0). 

DEMOSTRACION De acuerdo con el corolario del teorema 4, Z es 
un anillo factorial, por eso, el lema de Gauss es aplicable a 2 1X]. 
Supongamos, que f = gh, dondef € [Xl, yg, hREZ IX], Multipli- 
cando ambos miembros de esta igualdad por el mínimo común múl- 
tiplo de los denominadores de todos los coeficientes de g y de », 
la escribimos de nuevo en la forma af = bggho, donde a, bEZ y 
Eo: o, son polinomios primitivos sobre Z. Según el lema de Gauss 
ad (f) = d (es este caso sin limitación de la generalidad la asociati- 
vidad so sustituye por la igualdad), así que se obtiene la descomposi- 
ción f = A (f). goho sobre 2. Queda por recordar la irreducibilidad 
dejen Z(X1 A 
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CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD (de Fizenshtein). Sen 
JX)=X”"+aqx*"=...+0,.A +40. €Z21X) 


un polinornio unitario sobre ., cuyos coeficientes Aj, ..., 4 son di- 
visibles por cierto número primo p, pera a, no es divisible por p?. Enton- 
ces, [(X) es irreducible sobre (. 

Efectivamente, presuponiendo lo contrario y utilizando el coro- 
lario del lema de Gauss, escribimos f en forma de producto de dos 
polinomios unitarios sobre Z: 


ATEO TO o A AO E o E 70 
si > 0, 


esta descomposición también se conserva en el «“millo cociente 
Z [X1 (p) = Z, [X), cuyos elementos se obtienen «do los poJinomios 
enteros, tomando sus cocficientes por módulo p. Por condición 


a; = 0, donde a; es una clase de restos por módulo p, correspondien- 
tes al número entero a;. Pero el anillo ¿n [X] es factorial (corolario 
del teorema 4). Comparando dos descomposiciones: 
OEA A O A A 
incvitablemente llegamos a la conclusión, de que 5;=U= cy, O 
sea. que todos los coeficientes b; cz, se dividen por p. Jin este caso, 
4, = b,c, divisible por p? es una contradicción, que estableco la 
legitimidad del criterio de Eizenshtein. MM 

OBSERVACION. — El criterio opera también en el caso en que el 
coeficiente superior a, es distinto de 4, pero no se divide por p. 


EJEMPLO. El polinomio : (X) = XP Y XP)... + MX cl: 1 es trredu- 
cible sobre Q para cualquier p primo 

Es suficiente observar, que la cuestión de la jrreducibilidad de f/ (X) os 
equivalente a la cuestión de la irreducibilidad del polinomio 


(XED0P=1 ( Je Pl x -( P 

a A rn (2) 4 21) > 

cuyos coeficientes, a excepción del mayor, son divisibles por p a la potencia 

uno (propiedad de los coeficientes binomiales, mencionada en el ejercicio 8 

bo $ 4 del cap. 4) y al cual, en consecuencia, le es aplicable el criterio de Eizen- 
tein. MW 


EJERCICIOS 


1. Mostrar, que 
nZ + m2 = Z.m.c.d. (1, nm). 


n? fMmZ2 = Z-m.c.m. (1, m). 


2. Sean f, g, polinomios unitarios de Z [X). Mostrar, que en la expresión 
m.c.d. (f, g) = fu + gu, con u, yv, EZ [X)] se puede cunsiderar dog « < dog £, 
deg y < deg f. e 

3. ¿Son o no factoriales las anillos Z [Y —3) y Za 1X)? 
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4. Descomipwuer on factores irreducibles en - |X] los polinomios XA” — 1 
para 531 si 
». Demostrar, que los factores irreducibles del polimomio homogéneo 
MAY) =p Ax2 Y 4... a, ¡XY"A ar E AA LX, Y] 
son homogéneos y que (X, Y) esirreducible sí, y sólo si, es irreducible el poli- 
nomio [(X, 1) << ayX" +0 X21l <a X +a, €Q|X) 
6. Sena, 2 un campo y [(X) = Si, Y uua serie exponencial lormal en 


12 
PAD) (véase el ejercicio 5 del $ 2). La condición ay e 0, o, lo que es oquiva- 
lente, (4 (1 == 0, es nonesaria y Suliciente para la existencia de la serie xponen- 
cial £(X) € PND), inversa de f fg =41. Por ejemplo, (t — X)l = 2 Xi, 


i>0 
Con exactitud hasta Ja asociatividad, X os el único elemento primo en 2 [[X]), 
El anillo 211X)] es factorial. Fundamentar estas afirmaciones. 


7. Mostrar, que el del ED eS Frtafda --- Zatnd.n Os un plinomio 


neSn 

homogenea irreducible de grado n de n? variables independientes x,;. (Indica- 
ción. Hazonando a la inversa. suponer que det (xy) = 81 (.. .. Lig »--) 

X galo... zi .- 1 Gomo dot (z¿) cs un polinomio lineal homogéneo de 
variables que se oncaontran en una colemnpa dada, entonces, uno de los factores 
£n Ea €s polinoniio lintal homogéneo de 7,7, 1 < ¿< n, para / dado, al misino 
tiempo que al otro factor no depende en absoluto de x;;, 1 <j¡ < n. Razonn- 
mientas análogos sy efecluan al reemplazar las columnas por filas. Sea, diga- 
MOS, GUE £yy pertenece a gy. Entonces, gy no contiene a zx, 1 <j<»n, do 
dunde se deduce. que ga no contienc a x;,. 1 <i. / < n, 0 804, quO $¿ es una 
constanio). 
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1. Construcción del campo de relaciones de un anillo íntegro. 
En los dos parágrafos precedentes fueron ostablecidas muchas pro- 
piedades, comunes para Z y P [X]. Nuestra finalidad inmediata, es 
incluir P [XJ en un campo, además, cesto se dehe hacer de Ja manera, 
más económica, para la cual puede servir de modelo Ja inclusión de 
+, cn). De hecho, no es en nada más dificil resolver el mismo pro- 
blema para nu anillo integro arbitrario 4. 

Examinenios e] conjunto A X 4* (A* -< A > (0)) de todos los 
paros (a, b) de rlementos a, DEA con b=0. Este conjunto lo divi- 
dimos en clases, haciendo pares (a, P) y (c, 4) pertenecientes a una 
misma clase, solamente como ad = be; en la escritura: (a, b) — 
= (e, d). Es claro, que siempre (a, b)-— (a, b). Luego, la, yb) — 
ele, dl = ir. d) — la, db) y. finalmente, (a, b)= (ce, de, (e, d) — 
= (le, ) <=> ía, dh) - te, f). Efictivamente, tienen Jugar las igualda- 
des ad = be, ej = de, de donde adf = bef = bde, o sea d (af — be) = 
= 0. Pero d =0), y on virtud de la integridad del anillo A obtenemos 
af = be, lo que significa (a, b)=— (e, f). Y bien, Ja relación — es 
reflexiva, simétrica y transitiva, o sea (véaso el $ 6 del cap. 1), 
es una relación de eyuivalencia en el conjunto A X A* y, en con- 
secuencia, determina la división de 4 < A? en clases disjuntas. 
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Sen Q (4) el conjunto de todas las clases de oquivalencia o, lo 
que es lo mismo, Q (4) es el conjunto cociente A x A*/= del con- 
junto A x A* por relación de equivalencia —. Designaremos con 
el símbolo (la, b) la clase, en la cual se encuentra el par ordena do 
(a, b), Por definición 

la, bl = [c, dl => ad = be, (1) 

Si en el conjunto A Xx 4* se plantean las operaciones de suma y 
mutiplicación por medio de las fórmulas 
(a, b)= (ce, d) = lad + be, bay: (a, b) (e, d) = (ue, bel) 

(y esto es posible, por cuanto en A deb 40, d 40), se signo bd == 0), 
entonces, estas operaciones binarias pueden trasladarse a Q (4) 
Efectivamente, debemos mostrar, que 
(a, b)-1 (c, d) — (a*, 1*) ;-(c, d), 
(a, b)-(c, d) —(a?, bc, d). 
Lo mismo se expresa por medio «de las relaciones 

(ud 4- de) b'd = (ad + b*e) dd, 

ac-b'd = ac bd, 

Ja veracidad de las cuales se desprende directamente de la condición 
a'b = ab”, Un resultado mnálogo obtendremos, sustituyendo (c, d) 
por (c”, d'), donde ed” = e'd. Llegamos an Ja conclusión de que en 
O (A) las operaciones de suma y multiplicación, que no dependen 
de la elección de los representantos on las cluses de equivalencia, 
serán 


la, bl + le, dl = lad | be, ddl; la, blle, dí = [ac, bel. (2) 


Aquí hubiese sido necesario esccibir la, b] € [c, dl y la, 0] O le, dl, 
pero, sin pérdida de claridad. 9 y (O) ban sido reemplazados por los 
signos comunes de suma y multiplicación. 

Convenzámonos ahora. ue que Q (4), examinado jualo con las 
operaciones de (2), os un campo. Jifectivamente, por ejemplo, de las 
relaciones 

la, dl + (le, dl 4 le. 7) = le, 5] + lef + de, df) = 
= ladf + bef + bae, bdjl, 
(la, b) + lc, dl) -+ Te, fl = led + de, bal + le, FI = 
=- ladf + bef + bde, baf 
e deduce la Joy de asociatividad para la operación de suma. La 
asociatividad de la multiplicación es evidente. Luneyo, las relaciones 
(la, bl -- [c, dl)-fe, 11 = [ade — bee, HdJl, 
la, bi le, FI + lc, di le, $] = ladef -1 heef, hfdf) = 
= [lade + bee) f, (baf) f 


(a”, b') — (a, b) > 


140392 
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y las condiciones (1) de igualdad de las clases de equivalencia mues- 
tran, quo se cumple la ley de distributividad. Con la misma facili- 
dad se comprueha la conmutatividad de Jas operaciones de sumu y 
multiplicación. Para Ja suma, el cero es [0, 11 (10, 4] + la, bl] = 
= la, bl), y la unidad para la multiplicación es (t, 1]. Luego, 
= la, bl =|—a, bl, por cuanto, la, bl + [—a, bl = [O0, b*] = 
= (0, 11. “Codo esto, tomado conjuntamente, significa que Q (4) 
es un anillo conmutativo con unidad. Si la, b] +10, 11, entonces, 
azx0 en A, por consiguiente, [b, al € Q (A) y la, bd] lb, al = 
= (1, 11, así que de multiplicativo inverso de Ía, b] +10, 1) 
sirve [b, al. Así pues, se ha mostrado que Q (4) os un campo. 

La comparación a +» la, 1] define Ja aplicación inyectiva f: 
A >0 (4), que de hecho es un (mono) morfismo de Jos anillos 
fla db) 10 F(0), 1 (ab) =$ (a) 1 (bd; a b=>¿(a) + [(b))- 
Para cualquier elemento x = la, b) € Q (A), tenemos 

[b, 1] z = la, 1), 


asi que x es la «relación» f (a)/f (b) de los elementos de f (4). Por 
esta causa, Q (1) se llama campo de relaciones del anillo A. 

Es cómodo identificar a cada elemento a € A con su imagen 
f (a) = la, 11€ O (A), o sea, sustituir A por f (4). Se puede proce- 
der de un modo un poco distinto: sustituir cada uno de los elementos 
la, 11€ Q (4) por los a € A, sin cambiar todos Jos restantes elemen- 
tos del campo Q (4), y realizar los cambios correspondientes en las 
fórmulas (2). Precisamente, corresponde hacer 


a +10, el = lac + db, cl; a[b, e] = [ab, cl. 


En consecuencia, el anillo íntegro 1, desde un principio resultará 
ser un subanillo de un campo isomorfo a Q (4) y expresado habitual- 
mente con el mismo símbolo Q (4). Luego de tal identificación, es 
razonable llamar a los elementos la, bl fracciones, y escribirlos hre- 
vemente y en la forma acostumbrada 


[a, d)=3. 


Las reglas de operaciones con las clases la, bi], introducidas más 
arriba, repiten, de lo que no es difícil darse cuenta, las reglas de 
operaciones con fracciones en un campo (véase (10) en el punto 5 
del $ 4 del cap. 4). Ha sido demostrado por nosotros el 

Teon:Ma t Para cada anillo íntegro A existe un campo de relacio- 
nes (o un campo de cocientes, campo de fracciones) O (A), cuyos ele- 
mentos tienen la forma alb, EA, 0 <bEA. Las operaciones con 
fracciones se someten a las reglas (1), (2), donde corresponde hacer 
la, bd] = afb. 7] 

La construcción de los campos de relaciones se usa en las matemá- 
ticas con suficiente frecuencia. Su naturalidad se justifica, aunque 
más no sea, porque el campo Q no es otra cosa más que un campo de 
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relaciones Q (5) del anillo Z. Es fácil ver (lromprucbe esto!), que 
Q (4) ZA, si A es un campo. 

OBSEVACION. — Se pnede demostrar, que si el anillo integro A es un 
subanillo en P, en el cual cada elemento x se escribe en forma de 
relación a/b de los elementos a € 4, 0%bE€E A, entonces, P = 
=x O (4). Por ejemplo, Q () d) = OQ (4 1V a)). 

2. Campo de fracciones racionales. Sean P un campo, y P (X] 
el anillo de polinomios sobre P. El campo de relaciones Q ¡P [X]) 
del anillo P [X] se denota con el símbolo P (X) (reemplazando los 
corchetes por paréntisis) y se llama campo de fracciones racionales de 
la variable X con coeficientes en P. 

Cabe hacer notar, que el campo de fracciones racionales P (X) 
siempre contiene un número infinito de elementos, y que su caracte- 
rística siempre coincide con la del campo P. El campo F, (X) brinda 
un ejemplo de campo infinito de caracteristica p >> 0. 

Cada fracción racional del campa P (X) se escribe (además, de 


distintas maneras) en forma de f/g (o L si no se tiende a una econo - 


mía de papel), donde f, g, son polinomios del anillo P 1X], g 0. 
Por definición, fíg = //2, => fg, = 1,8. Es corriente llamar a f 
numerador, y a g denominador de la fracción f/g. La fracción no varía, 
si su denominador y numerador se multiplican por un mismo poli- 
nomiv no nulo, o se simplifican por cualquier factor común. En 
particular, el número entero (positivo o negalivo) deg / — deg g, 
no depende de la representación de la fracción racional no nula en 
forma de relación (de cociente) f. g de dos polinomios. Este número se 
llama grado de la fracción. Una fracción racional de la variable X 
se llama irreductible, si su numerador y su denominador son primos 
entre sí. Con exactitud hasta un Ínctor de P, común para el nomerador 
y el denominador, cualquier fracción racional f/g se determina uní- 
vocamente por medio de cierta fracción irreducible. En efecto, la 
división de f y g por el m.c.d. (f, g), conduce a una fracción irredu- 
cible, y la igualdad f/g = f,g, de dos fracciones irreducibles, expre- 
sada en la forma fg, =f,8 da f =ef,, cEP, g = cy, (utilizar el 
corolario del teorema 4 del $ 3). 

Si deg (f/g) = deg f — deg g < 0, entonces, la fracción (irre- 
ducible) f/g se llama propia (el polinomio nulo se incorpora a las 
fracciones propias, por cuanto hemos convenido en considerar 
deg 0 = —oo). 

TEOREMA 2. Cada fracción racional de P (X) es univocamente 
expresable en forma de la suma de un polinomio y de una fracción 
propia. 

DEMOSTRACION. — El algoritmo de la división con resto, aplicado 
al numerador y al denominador de la fracción f/g, da la igualdad 
Í = q£ + r, donde deg r < deg g. Ahora, f/g = q +- r/g es la escri- 
tura buscada, la comparación de la cual con cualquier otra expresión 
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del mismo tipo fg = q + Tíg (q, r, g € PIXI, deg r < deg g) con- 
duce a la relación 


q—4=r!g —rig=(rg —rg)/g8. 
Dado que q --q € PI[XI, y 
deg ((rg —rg)lgg)= deg (rg —Tg)—dogg—degg <0, 


entonces, esto es posible sólo en el caso en que q — q =0 y r/g = 
= FÍB. 

3. Mraccioncs elementales. La fracción racional propia  f/g € 
€ P (X) se llama elemental, si g = p”, n>1, donde p = p (X) es 
un polinomio irreducible, y, «demás, dey f < deg p. 

El teorema fundamental sobre las fracciones racionales, es el 

TIGREMA 3 Cada fracción racional propia puede ser descom- 
puesta, y, además, de la única manera, en una suma de fracciones 
elementales. 

DEMOSTRACION lista se divide en dos partes: la existencia de la 
descomposición, y su unicidad. 

1. Sea f'g EP (X) la fracción racional propia dada, en la que, 
sin limitación de generalidad, el polinomio g se puede considerar 
unitario. Supongamos que g= 8,8. os el producto de dos polinomios 
unitarios primos enice sí. De acuerdo con los resultados del $ 3 
tiene lugar la relación 


1l =UL, + UxBo 


con algunos uy, Us € 2? [X]. Multiplicando ambos miembros po f, 
obtendremos 
f = fuga, + fUeBgo 


Si fu, = q%2 + Us, deg v, <P deg g,, entonces, 
Íf = U,La + Uz81, (3) 


donde +, -- qg, + fus Como deg va < deg £,, y dog j < deg g, en 
viebud de la condición de fracción propia, entonces, (3) puede cum- 
plirse solamente cuando deg v, < deg g- 

Dividiendo ambos miembros de la relución (3) por £,82, Obten- 
dremos la descomposición de la fracción f/g en la suma de dos frac- 
ciones 


1: = U,'Z, + Vo Bags 


además, ambas fracciones en el segundo miembro, son propias. Si en 
cualquiera de estas fracciones el denominador g, es nuevamente el 
producto de dos polinomios primos entre sí, entonces, con respecto 
a esta fracción se pueden aplicar los razonamientos precedentes y 
obtener para ella una descomposición del mismo tipo. Operando de 
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este modo, llegamos en resumidas cuentas a la suma 


m 


=P, (4) 


m.c.d. (as, p:) = 1, deg a, < n; des p;, donde Jos denominadores 
son las potencias p;' de los polinomios unitarios irreducibles p;, 
pertenecientes a la descomposición g: 


E=pHp] ... pp (5) 
(pi + p, para ¡E ]J). 


Expongamos la fracción propia ajp? a una dosintegración poste- 
rior. Como, por condición, deg a < n deg p, entonces, el algoritmo 
de división con resto nos lleva al sistema de igualdades 

E a + Tr 
n= qp"*+ a 


Tn-2 = Gn-1D o + Pr-11 
Po -1 a On» 
donde deg qí < deg p para todos los cocienles q4, . . .. qn. Obser- 
vamos, que 
a = q? + q + Quad ÁH a 
de donde 


eN =2 4n-1 Y 
a + Ed... + pray 7H m3 j 


Como deg q. < deg p, ontonces, las fracciones q¡/p* son elementales. 
IT. Pasando a Ja cuestión de la unicidad de la descomposición, 
supongamos, que, ias la representación obtenida por nosotros, 


= “y (3 me F), deg a;, < deg p, (6) 


t=1 jul 


de la fracción propia //g, en forma de la suma de fracciones elemen- 
tales, se tiene otra descomposición más 


po U ve des 
2d 


en la cual posiblemente, se encuentran los sumandos by “q! con divi- 
SOTes qh, que no figuran en (6). Agregando, si es necesario, en ambas 
expresiones de f/g sumandos con numeradores a¡; y ba, nulos, y 
restando luego una expresión de la otra y reduciendo los términos 
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semejantes (con denominadores iguales), llegaremos a la identidad 


a Ni E 
Y (y) uE) =0. (7) 
tato jr Pl 


Aquí U<mMm-- u y para ¿> m, como p¿ se toman algunos q,, y 
N, están elegidos de tal modo, que 


Gen — Di, ni 0. (8) 
M 
Multiplicando la identidad (7) por O P; Ni. obtendremos la identi- 


dad polinomial 
M 
lar nm, — 01,91) D pM y pyu=0. 


La forma del polinomio u no nos interesa. Es importante, que de 
M 


esta identidad se deduce la divisibilidad de (as, y, —br, 2) 1, ppt 
Lua 


M 
por p,. Pero, el m.c.d. (0 pi1p,)=1, por eso, ps[(21, nm —ds, m1). 


Queda por recordar, que deg (4, y, — by n,) << max (fde£ 0, y, 
deg b, y,) < deg p,. Por lo tanto 41 », — dy, = 0, pese a Ja supo- 
sición (8). 

La demostración del teorema 3 es completamente constructiva (si 
se cunsidera conocida la descomposición (4)) y puede ser usada para 
una representación efectiva de una fracción propia en forma de suma 
de fracciones elementales. 

Notemos, que si g = (X —c)"%k, h (c) +0, entonces, 


a a 
€" (X—o7 ql ON ; 


Haciendo b, = f(c)A (c), obtendremos, f (c) —d,h (e) = 0 y, por 
lo tanto, f —- b¡h = (X --c)f, (véanse el $ 1 y el cap. 6). De este 
modo. 
f—bih_ _ Íy 
Ao" (XA—c)j 1h" 

Aplicando el mismo procedimieuto a esta fracción, menguamos en 
una unidad más el exponente de X ---c« en el denominador, y así 
sucesivamente. Luego de n pasos llegamos a la descomposición 


E = j J ] Bis n-¿ 
A a iaa IO 0 EP. 


i=1 AH * 
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Si h (y, en consecuencia, g = (X —cj” ise descompone total- 
mente en factores lineales, entonces, separando por turno las fruecio- 
nes elementales db, (X —c;)* y utilizando, además, la propiedad de 
unicidad. por un camino un tanto distinto, Megarernos al resultado 
formulado en el icorema. 

En el caso, cuando todos los factores jereducibjes p, en (4) son 
lineales o cuadráticos y, en consecuencia, las fracciones elementales 
tienen la forma 


dee. | 
(XiFaXb)"* (3) 
e, bc,d.e€ P, 


d ; 
(X=o* o bien 


es también cómodo usar el método de coeficientes indeterminados. 
Este método consiste en que hay que escribir a //g en forma de la 
suma de fracciones del tipo (9), muJtiplicando ambos miembros de la 
igualdad por g y, en la relación entre polinomios obtenida atribuir a 
X los valores convenientes de P para la obtención de las coeficientes 
d, e, .. .. Como se deducirá de Jos resultados dol capitulo siguiento, 
el método de los coeficientes indeterminados opera sin limitaciones, 
si P es un campo de números complejos o reales. Precisamente, sobre 
estos campos las fracciones elementales con mayor frecuencia se 
consideran como representando el papel de instrumento técnico en la 
integración de las funciones racionales. 


EJERCICIOS 


1. Construir ol campo de relaciones R ((X)) del anillo R |[X]] de las series 
exponenciales formales de X con coeficiontes en el campo ?:. Apoyándose en el 
ejercicio 6 del $ 3, mostrar que cada elemento del campo «u ((X)) tiene la 
forma de la llamada serie exponencial meromorja 


IE E 
+ ao + 41X + 4X 4. o, 44ER, 
en la cual se admite un número finito de exponentes negativos. En otras palabras, 
q (X) = X "37 (X), donde f (X) es una serie exponencial corriento de K (1X]). 
2. Entenderemos por R (X, Y) (correspondientemento, K ((X, Y))) ol cam 
de relaciones del anillo de los polinomios R [X, Y] (corrospondiontemente, del 
anillo íntegro R [[X, Y]); véase el ejercicio 7 del $ 2). Muestra, que 
R (AX, Y) = (RANA )= (RIAD) (O). 
¿Son isomorios loa campos R ((X, Y) y (2 ((X)) (Y)? 
(Respuesta. No). 
3. Sea la sucesión infinita de múmeros realos ap, 41, 4, « .. periódica, 
4 partir de cierto término. Mostrar que la serie exponencial f (X) = 4, + 4,X + 
+ a4X*+4... se escribe en forma de fracción racional de R (X). 
, 4. Sean: K, un campo conmutativo:con la unidad 1, no necesariamente 
integro; M, un submonoide del monoide multiplicalivo ca K, S = K X M. 
Mostrar que la relación binaria P <$S*, definida por la rolación 


T == (((a, b), (c, d)) € S?*]| (ad— bc)u == 0, uE M) 
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(so tione en cuenta cierlo u € M), es una relación de equivalencia en S. (Indi- 
cación. La reflexividad y la simotria de TP son evidentes. Si ahora ((a, hb), (c, d)) € 
EJ y ((c, d). (e. MEL, de modo que (ed — de) u=0 y (cf — de) v = 0, 
para ciertos «, y M, entonces la primera igualdad debe multiplicarse por fo, 
y la segunda por +. La suma miembro a miembro de las mismas determina la 
igualdad (af — bel due -- U, con duv € M, por cuanto d, u, vE M, y M es 
un monoide. Por lo tanto ((a, d), (e, $) € Y, y la transitividad de T ha sido 
establecida). 

5. Copiando la denostración del teorema f, mostrar que en el Jactor con- 
junto S/P del conjunto $ = K X M, según Ja relación de equivalencia de T 
del ejercicio 4. se puede introducir la estructura del anillo conmutativo con uni- 
dad. Este amllo Oy, (X) se llama anillo de los parciales sobre K con respecto 
a M*M. Para la integridad del anillo K y para M =] XK” se obtiene el habitual 
campo do parciales O (K). (Indicación. Sea all = [a. bd) una clase de equivalen- 
cia con represcitante (b, a) € S. Introducir las dos oporaciones binarias HC): 

ale D cid = (ad — beWbd, aldbO cld = ac/bd, 

y mostrar, que esta determinación no deponde de la elección de los reprezontan- 
tes. Puoslo que afl == efi >(a — c) u = 0 para cierto u € M, entonces el 
homomorfiamo de los anillos a —> a/fl es un monomorfismo (inclusión) sólo 
para el anillo de integridad K y su submonoide M, que no contiene el on: 

6. Emplear la construcción Qpr (XK) al anillo K = 72 con el monoide 
M=7Z / pi, compuesto por todos los números enteros, que no son divisi- 
bles por el número primo dado p. Mostrar que Qpf (Z) se identifica con el con- 
junto de todos los números racionales a/b, con los b que no son divisibles por p. 


Capítulo 6 
RAICES DE LOS POLINOMIOS 


Ocupémonos de aquello, para Jo cual cn el pasado se estudiaba 
álgebra: de las raíces de los polinomios. Esta enestión ha dejado de 
ser dominante en el álgebra. pero su importancia no es discutida por 
nadie. El hecho es que muchos problemas de Jus matemáticas. On 
resumidas cuentas se reducen al cálculo de raices astalas de poli 
nomios concretos, o a la descripción cualitativa del conjunto de 
ellas. Nos será posible Lratar solumente las propiedades elemen tulos 
de las raíces, poro ellas, en todo caso, serán suficientes para aprec jar 
en plena medida cl Jugar especial que ocnpa ol campo E de las nú- 
meros complejos. 


$ 1. PROPIEDADES GENERALES DE LAS RAÍCES 


1. Raíces y factores lincalcs. Sea que cl avillo conmutativo A 
con unidad está contenido en el anillo íntegro A. 

DEFINICION. LI cdemento e € K se luma raíz (o cero) del polino- 
mio fE A [XI], si / (c) = 0. Vambién se dice, que c es rníz de la ecua- 
ción f (1) = 0, 

La necesidad de la consideración de los anillos, contenedores de A 
en forma propia, resulta comprensible, si se recuerda que el polino- 
mio AS = X?* + 41 sobre R no tiene ceros cn R, pero f (2) = 0, 
iEL R [¿]. Primeramente consideremos, sin embargo, el caso 
en que e A. 

TEOREMA 4. (teorema de Bezout). El elemento c € A es ratz del 
polinomio FEA [X] si, y sólo si, X — c divide a f en el anillo A [X]. 

DEMOSTRACION. Este teorema es parte de una afirmación más 
general, que hubiésemos podido dentostrar hace mucho. Y. precisa- 
mente, el algoritmo de división con resto (teorema 5 dol $ 2 del cap. 5) 
dice, que 7/(X) = (X --c)g(X)+r(X), donde  deg r (4) < 
< deg (X — c) = 1. En consecuencia, r (X) es una constante. La 
sustitución de c en lugar de X (o sea, el uso de la aplicación TI, «del 
teorema 2 del $ 2 del cap. 5) da fc) = = r, así que <iempre 


f(X) = (X —0) q (A) + f (c). (1) 


En particular, f(c) =0<>f(X) =(X — oq (mM. ] 

La división del polinomio /(X) con coeficientes en el anillo 
integro A, por el polinomio lineal X — c, es cómodo realizarla por 
el llamado esquema de Iforner, más sencillo que el habitual algoritmo 
de división con resto. Precisamente, sea 


FX) =09X"+aX"*+...+4pn a€d 
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De «cuerdo con li fórmula (1) 
A 


Igualando en esta fármula los coeficientes para iguales potencias de 
XA (comenzando pur las mayores), Juego de una pequeña transforma- 
ción obtendremos 


Do = 4), 


[hn 07 1 0— Oh 


Bacr=bn30 74 An-1|f (0) =bn-¿0-1-4n| . (2) 


así que de paso se calcula ol valor de f pura NX = Cc. Las fórmulas de 
recurrencia (2), en Jas que se encierra el «esquema de Horner», son 
cómodas para 0) cálculo. 

En virtud del teorema 4, es natural introducir la siguiente, más 
general. 

DEFINICION El elemento e € A se llama raiz múltiple de k (o cero 
múltiple de k) del polinomio /€ A [X], si f se divide por (X —o)*, 
poro no se divide por (X —e)'*!, La roíz de multiplicidad 1 se 
llama rais simple (correspondientemento, para k =2 y 3 se habla 
de raíz doble y triple). 

Asi pues, € .41 es una raíz de multiplicidad k del polinomio 
JEAIXi si. y sólo si, f/(X) =(X —c)g (X), donde m.c.d. 
(X --c, g(XN = 1. La última condición, en virtud de la fórmu- 
la 1, se expresa también con la desigualdad g (c) + 0. Luego, en vista 
«lel teorema 1 del $ 2 del cap. 5 observamos que der f = k + deg y, 
de donde k< deg f. Tiene lugar el importante 

TFOREMA 2. Sean A, un anillo integro, f 40, un polinomio de 
AÍXl vo,..., e, sus raicesen A con las respectivas multiplicidades 
ki, ..., k,. Entonces, 


O) = (XX —eoP... (X —ce 0d g (Xx), 
g(A)€ 4[X1l, g(c)>£0,¿=4%,.... PT. 


En particular, el número de raices del polinomio f € A 1|X], consi- 
deradas nento con sus multiplicidades, nv supera el grado del polinomio 


ki+ki+...+*%k, < dog f. (3) 


DUMOSTRAGION Es suficiente pasar al campo do relaciones Q (A) 
(si €e que el anillo A no era un campo desde el principio) y aprove- 
clarse de la univocidad de la descomposición en factores primos (en 
este caso, en X —c€,, ..., X —c,) en el anillo O (4) [X] (resulta- 
dos de lus $8 3 y 4 del cap. 5). Sin embargo, no hay ahora necesidad 
de un arma tan potente. Razonaremos directamente. 

Como degf-—(f,+...+k,) + deg g, entonces, la desi- 
gualdad (3) es consecuencia de la divisibilidad de f por (X — e)... 
o. .(X —e,)*r, que establecemos por inducción en r. Para r = 4 
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no hay nada que demostrar. Sea que ya sabemos que, 
] (A) = (X .- ey. e (X — lr h (0. 


Como tenemos que ec, —cC, 30, ..., Cp - Cr. 0 y Á es un 
anillo integro, entonces, el elemento c, no es raíz del polinomio 
(X =06 9. .(X —0. ¿Proa Pero, c es la raíz dle multiplicidad 
k, del polinomio f, o sea, f(X) = (X -- c/u (X). Por eso, h (c,) = 
= 0, Correspondientemente, h (X) = (X —c)'u (A), sE < ko. Teno- 
mos, 


(X —c)Pru(X) =7 (XA) =(X —e 4... (A e rx 
XX —c Ju (A. 


Utilizando la ley de simplificación en el anillo íntegro A [X], )le- 
gamos a la conclusión de que s=k,. PM 

Sin la hipótesis de la integridad del anillo A, el teorema 2 deja de 
ser cierto, como lo muestra el ejemplo del polinomio f(X) = X3 
sobre el anillo Z¿: f(0) =/(2) =f (4) =Y (6) = 0. La descom- 
posición de f en factores primos en Z¿JX] tampoco es unívoca: 
f=X*=X(X —4) = (X — 2) (18 + 2X 4 4) = 

=(X --6)(X? -..-2X + 4). 

Del teorema 2 se deduce el 

COROLARIO. Dos polinomios f, g € A [XI de grados< n, que adop- 
tan iguales valores al sustiluir n + 1 elementos distintos del anillo 
íntegro Á, son iguales: ] = Y. 

DEMOSTRACION. Hagamos kh =f—g, asi que degh< an. Por 
condición h(c)=... =hA(cr+)) = 0 para distintos pares de 
elementos Ci, .. ., Cn+1 € A, O sen, el polinomio k de grado < rn 
tiene por lo menos n — 1 raíces. La contradicción obtonida con res- 
pecto a la desigualdad (3) se puede eliminar, solamente reconociendo 
que h = 0. 

2. Funciones polinómicas. El corolario del teorema 2 permite 
resolver la cuestión antes tocada (véase el p. 1 del $ 2 del cap. 9) 
sobre la relación entre los puntos de vista teorético-funcional y alge- 
braico acerca de los polinomios. A cada polinomio f € A |X'] se le 
pone en correspondencia la función 


+ a» f(a), Vat A. 


El conjunto de todas estas funciones constituye el anillo Apg de 
las funciones polinómicas (o racionales enteras), que son un subanillo 
en el anillo de las funciones A4 = [A —.A4) con suma y multipli- 
cación corrientes (véanse el ejemplo 3 en el p. 1 del $ 4 del cap. 4, 
y el teorema 2, $ 2, cap. 5). De un modo totalmente análogo, se 
introducen las funciones polinómicas de varias variables indepen- 
dientes. 
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Como ya se observó antes, el polinomio distinta de cero X2 + X EF, 1X| 
define una función nula En general, si f (XY = (XP— X) g (X) es un polinomio 


sobro nn campo finito de y: elementos, entoncos, fos una función mula, por cuanto 
av —3= 5 («P-! — 1) — (), para todos los x € Ep. Sulo en el caso en que dog y < 


<p—1, 01 polinomio f€ -p[X] se dotermina por su función f. El polino- 
mio arbitrario f+ Fy|A]j puedo ser univocamente sustitudo por un doterminado 
polinomio reducido $* de grado < p — 1, tomando en calidad do /* el resto de 


A ” ” 
la división de / por Xr — X. Entonces, evidentemente, f= f*. 
En el cazo de campos infinitos o de anillos íntegros, la situación es con3i- 
derablemente más sencilla. 


TEOREMA : Si 4 es un anillo íntegro con un número infinito de 
elementos, cnionces, la aplicación del anillo de los polinomios A [X'] en 
el anillo de las funciones polinómicas Apo, definida por la corres- 


pondencia f —f, es un isomorfismno. 
Hablando con propiedad, esto es una reformulación de corolario 
del teorema 2, por cuanto se habla solamente de confrontar al poli- 


nomio f => 0 con la función no nula f, o sea, f (a) + 0, aunque más 
no sea, para un a € A. En realidad f no tiene más de r ceros en Á, 
si degf=n. 

En base al Leorema 3, el anillo de polinomios sobre el campo in- 
finito P se identifica con el anillo de las funciones polinómicas 
(designadas f (x) con la letra latina minúscula xr), y queda sólo por 


resolver la cuestión de cómo por f (y de hecho, por algunos valores 
deJ polinomio /) reconstruir en forma explícita el propio polinomio. 

La exacta formulación del problema de la «interpolación» se re- 
duce a lo siguiente. Sean dy, db, .. ., bn, (respectivamente, Co. Cq. -.. 
o.) Cad, A 1 elementos cualesquiera (respectivamente, distintos) 
del campo P. Se requiere hallar el polinomio f € P|X] de grado< n, 
tal que fte) = b,,i - 0,4, ..., rn. Do acuerdo con el corolario del 
teoroma 2 la solución del problema, si es que existe, es única. Pero 
un polinomio f con las propiedades dadas siempre existe, como lo 
muestra la fórinula de interpolación de Lagrange 


(AC) --- (A—Ci1) (XA —Cip1) -.. (X—=Cp) 
(e¿—Cg) -.. (01 —Ci1) (0; —Ci41) -. + (C¿—Cn) 


n 
(X= 0, (4) 
¿ma 0) 
Por otra parte, la existencia y la unicidad de Ja soJución se percibe 
inmediatamente del sistema linea) 
doc 4- ajcpa! + ce =p un — Do, 
Ay + ajch-l eS . .. 0p- E = Un 


para los cuelicientes 2y, . . ., €, del polinomio buscado f. El deter- 
minante de este sistema, que es un determinante de Vandermonde, 
es distinto de cero, y las a, se encuentran por la regla de Crámer. La 
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comodidad de la fórmula (4) se debe a su sencillez y a la facilidad 
con que se la retiene en la memoria. Algunas ventajas tiene a vecos 
la fórmula de interpolación de Nenuton 


f(X) =up + Uy (X Cc) +... + Un(X —Cp) (X — Ej) e... | 
co (A + Cr), (0) 
donde los coeficientes Uy, Uy, . . ., Uy Se determinan por medio de 


Ja sustitución sucesiva de los valores X =cq, X =€, ..., A =Cn. 
Las fórmulas de interpolación (4), (5), hallan utilizacion práctica en 


el cálculo y en la representación gráfica de la función y: R —R, 
dada por una tabla u obtenida en la práctica. Sabiendo, por algunos 
razonamientos indirectas, que la función q se comporta lo suficien- 
temente bien en el intervalo 7 de la recta roal ¡í, «e brata de repre- 
sentar a q en 7 por una función tan «lisas como la palinómica. Ade- 
más, en calidad de los llamados «nudos de interpolición» so utiliza 
una parte de los puntos Cy, Ci, - - ., Cn dentro del imtervalo Y, en 
los cuales (y sólo en ellos) se conocen los valores de q (c¡) = bj. 
A la delicada cuestión de ta elección de los nulos de interpolación y 
a la elaboración de los métodos generales de aproximación de las 
funciones, se les han dedicado secciones enteras de Jas matemáticas. 
Cabe anotar, que el uso de los procesos de interpolación jugó un 
gran papel en el desarrollo de la teoría de los números trascendenles 
(la definición de los números algebraicos y trascendentes, véase en 
el $ 2 del cap. 5), así que aquí convergen los intereses de la teoría 
de funciones, de la teoría de los números y del áblegbra. 
Observemos finalmente, que a cada fracción racional irreducible 
Fe €P (X) (véase el $ 4 del cap. 5) y a cada ampliación K>2 
con un número infinito de elementos, se les confronta la función 


paa 
racional f(g: F(ygy —F con campo de definición F¿y¡,g, obtenida de 
P por soparación de un número finito de elementos nulos del polino- 
mio g en f. Se puede demostrar, que para las condiciones dadas, la 


apli wión f/g =f/g es hiunívoca. Esta afirmación no nos es neco- 
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saría, [ninitivamenle ella es clara. A pesar de esta correspondencia, 
hay que hacer na diferenciación precisa entre las fracciones raciona- 
les y las funciones racionales. La función racional => 1/x no está 
definida en el punto 2 —=0, al mismo tiempo que la cuestión de la 
delerminación de la fracción racional 1/X en general no se plantea. 

3. Diferenciaciones del anillo de polinomios. El punto de viste 
eS sobre los polinomios, hace natural la siguiente definición. 

es 
JAN) =>. aX QA? 720. Ana X +4 

un polinomio de grado n sobre el campo P, Se llama derivada de) 
mismo al polinon3io 


MA O o IO o A (6) 


Si P -<!% 08 el campo do números reales, v f es una función poli- 
nómica vineulada con f, entonces, la definición (6) de derivada 
coincide con la habitual definición de la misma como límite 


lim IeAaSr im, 


áx-0 


En el caso de un campo P arbitrario, hablar de cualquier propiedad 
de continuidad de ta función polinómica no tiene sentido (¿qué es 
una sucesión convergente en Z y?) y es necesario partir de la defini- 
ción formal de (6). 

Tienen lugac las relaciones, bien conocidas en e] análisis mate- 


mitico 
(af + Pg =0f + Pg”, a, PEP, (7) 
(te = FE +8. (8) 
La relación (7) se deduce directamente «de (6) y de la definición 
de suma de polinomios. Utilizando (7) y la definición de producto de 
pos la comprobación de (8) se puede llevar al caso cuando 
O E E A E 
(xr+ty =(k + l) xt (kX*-1 ) xXx + XA (1x1) = 
= (Xy X 4 XA (XAO. 
Sirve de generalización de (8) la fórmula fácilmente demostrable por 
mducción en k, 


R 
E ... 1 = 2 fa... Frrfif is ... fa. 
in particular, 
PY =k pap". (9) 
Las relaciones (7), (8), reescritas en términos de la aplicación 


— if" (también se dice que qx 22 un operador de diferenciación) 
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sugieren la idea de introducir para su examen la aplicación D: K — 
=» K, para el anillo arbitrario A, poscodora de Jas propiedades 


Du | v)=Lu+ Dv, (17) 

£ (ue) =(Du) 04 u (Lv). (S') 

Tal género de aplicaciones del anillo K en sí mismo, llamadas diferen- 
ciaciones, son muy útiles para el estudio de K, y el conjunto de ellas 
Der (K) resulta un objeto muy interesante, que sirvo de introducción 


en un amplio dominio de las matemáticas (grupos y álgebras de Lie). 
Sirve de generalización de (S”) la fórmula de Leibniz 
mn 
G" (uv) Él >: ( ES aus, (8”) 
h=i1 
obtenida por inducción en m => 1 (aplicación do L a (S”), el uso de 
4 1 y» , 
(8') y la relación ( SA ) +( 8 ) = al ) dan (8”) para m — 1). 
En el caso de K = P [XI], de las relaciones (7%), (8%, complemen- 
tadas por la regla 
DIA) =ADÍ, AEP, 


se deduce inmediatamente, que 
D[ (A) =f (X) DX. 

Do este modo, cualquier diferenciación del anillo de Jos poJino- 
mios P [X] se determina dando un único polinomio LX. Pare: 
2DX = 4 obtenemos el habitual operador de diferenciación S 

4. Factores múltiples. El resultado de utilizar m veces conse- 
culivas la aplicación > a f (X) habitualmente se designa con el 
simbolo [4 (X), Es evidente, que 
f(XA) =0A* + aX i<+b...- ep > 

=> (X) = nlas, [94X) =0.. 
Si P es un campo de característica nula, entonces, 
deg f' = deg f — 1. 
Sin embargo, para los campos de característica finila p esto ya no: 


es así, por cuanto 
(X*PY = kpX*P-1 =0, 


De cualquier modo, alguna utilidad de la consideración de la 
derivada se puede obtener también en el caso goneral. Dividiendo el 
polinomio arbitrario f € P[X]) por (X — c?. EF, FP, y escri- 
biendo luego el resto (lineal) en forma de (X — «1 £ + r. donde: 
$, FEF, llegamos a las relaciones [ =(X ct --(X -cs—=r, 
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X —c (24 (XA —c) '] + s. Sustituyendo en ellas el valor 
e, obtenemos r =f (cd, s =f' (c), o sea, 


NY =1X — OP (AX) + (X —0f (c) + f (o). 


Arribamos a lo sigvicote afirmación. 

MOREMA + Sean P, un campo arbitrario, y F'" una ampliación 
cualquiera de este cumpo. El polinomio f € PiX] tiene raíz múltiple 
c€ Fsi, y solo sí, $ (0) =f' (e) =0. Y 

EJEMPLO 1. En cualquier caimpo de característica p, el polinomio XM — 1 


tieno solamente: raices simples, si n no se divide por p. Efectivamente, las raíces 
de la derivada nX”-* no*pueden sor raíces de X% — 4, 


f' - 
X 


yA 


Á continuación se supono que P cs un campo de característica 
nula y que sin limitación de generalidad se puede entender por P 
uno de los campos “e, R o C. El polinomio irreducible unitario 
P¿(X) en la descomposición 


X= Ap (Xp (AY 0. pr (a)?, AEP. (10) 


del polinomio f (X1 € L£[X] se llama (por analogía con la definición 
de raíz múltiplo) factor de multiplicidad k, para f. Anteriormente, 
ya se dijo que obtener la descomposición (10) en la práctica es bastan- 
te dificil. Describamos brevemente el método basado en el concepto 
de derivada y que da la posibilidad de sabor, si f (X) contiene facto- 
res múltiples sobre el campo P dado (o sobre su ampliación). 

TEOREMA 5 Sea p (X) un factor irreducible de multiplicidad k 
del polinomio fEP[X1(k> 1, deg p (X)> 1). Entonces, p(X) 
será un factor de multiplicidad (k — 1) de la derivada f' (X). En parti- 
cular. para k -= 1, f' nose divide por p (AX). 

DEMOSTRACION Por condición f(X) = p (XYg (X), dondo el 
m.c.d. (p (0), g (XN = 1, osea, g(X) no se divide por p (X). 
Empleando las reglas (8) y (9), hallamos 


PAX) = p (O [kp” (X) g (X) + p (2) g* (X)l. 


lis suficiente mostrar, que el polinomio encerrado entre corchetes 
no se divido por p (X). Si esto no fuera así, entonces, el polinomio 
ko" (Xd g (X) se dividiría por p (X), lo que sin embargo, es impo- 
sible (vénnse los corolarios de los teoremas 3 y 4 del $ 3 dol cap. 5), 
por cuanto y (X) no se divide por p (X), y deg kp" (X) < deg p (AX). 
Es claro, que cn el enrso de la demostración se usaron, esencial.- 
mente, la irreducibilidad de p (X) y la condición char P = 0. 
COROLARIO 1 Pura el polinomio f (X) con coeficientes en el campo 
P de caracteristica cero, las dos condiciones siguientes son equivalentes: 
(1 En alguna ampliación F >P del campo P, f tiene una raíz 
con multiplicidad k; 
(19 ¡(901 =0, 1<j<k—1, pero JM (e) 40, 
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Para demostrarlo, hay que usar k veces el teorema 3, teniendo en 
cuenta el factor lineal p (A) = X —c y sustituyendo dosde un 
principio, en caso de necesidad, P por su ampliación FF, contenedora 
de la raíz c. 

COROLARIO 2. Si el polinomio [EPIXI de grado» 1 tiene la 
descomposición (10), entonces, la descomposición del márimo común 
divisor de | y de su derivadu f' será 


m.c.d. (7, ) =p (Xp (AA pr (NA (11) 


(el m.c.d. siempre puede ser considerado como polinomio unitario). 

Efectivamente, por el leorema 5, cada uno de los divisores primos 
pi (X) del polinomio f(X)Y con la ¡descormposición canónica (10), 
entra en la descomposición de ff (X) con el exponente kx; — 1, o sea, 


F (X) =p, (AV p, (Xd op AY O, 


donde m,c.d, (u, pi) == 1, 1i< dar (so supone que py (X)” = 1). 
Por esto, de acuerdo con e) conocido criterio de divisibilidad (véase 
el punto 2, $ 3 del cap. 3), coucluimos que el m.c.d. (f, f') se cal- 
cula por la fórmula (11). 

Utilizando la expresión (11) para el m.c.d. (7, /'), obtenemos un 
medio para liberarnos de los factores múltiples que entran en la 
descomposición de f (X). Precisamente, el polinomio 


g (4) = PX) p2(A) ... pr (X) 


contiene los mismos divisores primos que f (X), pero con multipli- 
cidad unitaria. Es importante señalar que el palinomio g (X) se 
puede hallar desconociendo de hecho las descomposiciones para f 
y f', usando solamente el algoritmo de Euclidos, 


EJEMPLO 2. El polinomio 1(X) = X*? — 3X3 |- 2X* 4- 2X? — 3X y 1 
y su derivada f' (X) = 5X* — 12X3 -- 6X2 4 4X — 3 tienen on calidad de 
m.c.d. el polinomio unitario X* — 3X2 + 3X —= 1 = (X — 11. El polinomio 
elibre de cuadrados» g(X) = ¡(XM(X - 19 = X2 4 =(X —= 14) (X +4 41) 
tiene dos raices +1. De este modo, 1 (Y) = (X — 1) (X + 41) posee la raiz --1 
de multiplicidad 4 y la raíz simple —4. 


5. Fórmulas de Vietc. En relación con la teoría de los sistemas 
de ecuaciones lincalos, ya tuvimos la oportunidad de hacer mención 
acerca de la influencia favorable que tuvo sobre su vvolución el 
buen sistema de designaciones, que lHevó, en particular, + los deter- 
minantes. Esto es mérito de los matemáticos del siglo XVIIT y de 
principios del XIX, Pero, mucho antes, cuando el ¿lgcbra aún se 
confundia con el «análisis de ecuaciones», los perfeccionamientos 
decisivos de las desiganciones algobraicas de F. Viele y JH. Descar- 
tes tocó la teoría de los polinomios y de las ecuaciones n Igebraicas. 
De los tipos particulares de ecuaciones con cocficientes numéricos, 
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que escondian Jas leyes generales, fue dado un paso audaz a las 
ecunciones con coeficientes Jilerales. La nueva forma de escritura 
[recuentemente genera nuevos resultados. Para Descartes esto con- 
cluyó en la revolucionaria aplicación del álgebra a la geometría. 
Nos delendrenios en el logro más modesto de su antecesor Viete, 

Supongamos. que el polinomio /€ P[IX] unitario (con coefi- 
ciente mayor = 1) de grado +, tiene en el campo P, o en alguna 
ampliación del mismo, re taíces €,, fg. - . -. Cp, Enlra Jas cuales, po- 
siblemento, Jas hay iguales. Entonces, en correspondencia con el 
teorema 2, es legítima la descomposición 


FIX) = (X —c) (X —c.) . . .(XA —Cn). 
Escribamos 7 (X) on forma habitual, por potencias de X: 
HI) - NX ta AR LL GX E as 


para ello multipliquemos todos los binomios X — c; y simplifique- 
mos los términos semojantes. Entonces, para los coeficientes a,, .... 
<<... 4, se oblicnen expresiones por medio de lus raíces €), . . ., Ep: 


Ay = — (0, +27 ... En), 
==. y es 2 
a, =(—1) Aa, o ñ (12) 


aun =(—1)” c,cz ..» Cpo 


Las fórmulas (12) se llaman fórmulas de Viete. 

Si el polinomio f nu fuera unitario. o sea, si tuviera el coeficiente 
mayor 0%, € 1, entonces, las fórmulas análogas a (12), darían la 
expresión de la relación aj/ap. 

Las fórmulas de Victe, que establecen una relación implícita 
entre las raíces y los coeficientes de un polinomio arbitrario (unita- 
rio), son notables por el hecho de que sus segundos miembros no 
varían para cualesquiera permutaciones «de las raicos €j, - . ., Cp- 
listo nos da lugar a introducir el conceplo de función simétrica, del 
mismo mado que, en relación con Jos determinantes resultó cómodo 
examinar las funciones antisimétricas generales. De acuerdo con la 
definición diudla en el corolario del leorema 3” del punto 2 del $2 
del cap, 5, el clemento xr del grupo simétrico S, opera en la función 


fíti, ..., 7,1 de n nrgumentos «de acuerdo a la regla 
(1) (Lo, . o. .p La) == Í (La 1019» .. ., Za-Uny). 


La función 7 se Jlama simétrica, si af = f para todos los n € S,. 
Sirven de ejemplos de funciones simétricas las Mamadas funciones 
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simétricas elementales sy: 


Sr (X4, .., 2) = y Ci Mia... Ma (13) 
13t1:.19<...<tp Zn 


Bllas permiten reescribir las fórmulas (12) en la forma 
Aa = AS (Cr Cod) K=1,2,.. .n, (12) 


así que con exactitud hasta el signo, el coeficiente a, del polinomio 
f es valor de la función s, en el conjunto «de las raíces del polinomio 
f. Prestemos atención al hecho de que, por definición, a, E P, aun- 
que las raíces C,, . . ., Cn, hablando en general, están en alguna 
ampliación F' > PL. La cuestión de la existencia de /ff no se toca por 
ahora. Pero, a veces, la descomposición de un polinomio en faclores 
lineales es consecuencia directa de las propiedades del campo P. 


EJEMPLO. Consideremos cel poliuomio XP-1— 4 sobre el campo finito 7p. 
L o : e p 
Sabemos que zP-1 — 1 para todos los x € 7. O sea. todos los elementos no nulos 
son raíces del polinomio XP-! — 1, Por consiguiente. ticne lagar la desconmpogi- 


ción 

¿Pl —1]=(X =1)(X 2)... (X — (p — UM. (14) 
Se supone que nos hemos familiarizado con el campo Fp en tal grudo que distin- 
fuimos sin dificultad la naturaleza dual de los números 41, 2, .... p—1 


[. .n 
como elementos ordinarios de '7 y como clementos del campo P, = 7/pZ (repre- 
sentanles de las clases de restos (i)p). De (7), (6) y (8) obtenemos 


Sh (1, 2, .... p=1)=0(mo0d p), kem4, 2, ...  p—2, 
$p-1 (1, 2, .. .. p — 1) mm —1 (mod p). 


La última relación, escrita de nuevo en la forma 
(y — 1) +10 (mod ¿:) (15) 


y conocida como tal hajo cl nombre de teorema de Vilxon, expresa el realmente 
necesario y suficiente criterio de simplicidad de un númoro entero p. Efecti- 
vamente, acabamos de demostrar el cumplimiento de (15) para Jas p primos. 
Por otro lado, p = pyp9 > (p — Di = pi (p — Mi -|- 1 0 (mod py) => 
> (p—41) +4 se Y (mod p.m 


EJERCICIOS 


1. ¿Será integro el anillo de las Iunciones polinómicas sohre el campo de 
p elementos? 

2. Sean P un campo infinito. y 7, un polinomio no nulo de P (Xy. ..., X,). 
Basándose on el teorema 3 y utilizando la inducción en », demostrar la existen- 
cia de Af. ..., 4 Ef, para loz cuales Y (Ay, .. ., €) = 0. Esto da el isormor- 
ci E Xi, .. .. Xp) con un anillo de funciones polinómicas de n variables 
sobre P. 

3. El polinomio no nulo] € Z,1X¡. ..., Xp] de grado << y en cada varia- 
ble posee la propiedad formulada en el ejercicio 2: + (01, .... 4,) e 0 para 
los cuales a], ..., ly € Zn. Mostrar que cualquier polinmmio f E Zr 10. 
- -., Xp) puede ser oscrito en la forma 


., 


f(X, , Xp) Y) gi (X,, XP ESA, , Xp), 
1=1 
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(ii) Sea / (Xy, -.., Xn) una forma (polinomio homogéneo) de grado m. 
Convencerse de la Jegitimidad de la tdentidad de Luler 


n 
Y 
dem 1 


A la inversa, si char P =0, entonces, la identidad de Euler se satisfoce sola» 
mente por las formas de grado m=1,2,3,... 

10. Mostrar, que la ausencia de factores lineales en «) polmomio Xn + 
+ aq¡Arm14,., +2a,€Z3[X) es equivalente al cumplimicuto de la condi- 
ción a, (1 + 28) + 0. Para n < 3 los polinomios irreducibles sobre Ly se 
agotan con los siguientes: X, X +4, X234+ X +34, AMEX At, x+W 
+ X?*4- 4. Acotar todos los polinowios irreducibles sobre Z¿ para n= 4yú5 
(ellos serán, respectivamente, 3 y 6). 

11. A partir de la congruencia 

X6—Xx2L4=X*(X + 4) (X? + X -p- 4) (mod 2) 

establecer la irreductibilidad del polinomio X5-— X?% 4 1 sobre (2. (Endica- 
ción. Utilizar el corolariv del lema de Gauss (3. del cap. 5) A ejercicio anterior, 
y lumbién fundarse en la factorizabilidad del anillo Z¿(X].> 

Análogamente, demostrar la irredwuctibilidad del polinomio X$— X — 1 
sobre (1, pasando a la congruencia por mod 3. 


$ 2. POLINOMIOS SIMETRICOS 


1. Anillo de los polinomios simétricos. Siguiendo la defini- 
ción de funciones simétricas, dada al final del parágrafo anterior, 
introducimos un concepto análogo en el anillo A IX,, ..., Xn] de 
los polinomios sobre el anillo íntegro A. El teorema 3 del $ 1, ex- 
tendido a los polinomios y funciones de muchas variables, parece 
hacer superfluo este traslado. Pero, hay que considerar, que en este 
teorema el anillo integro A de los coeficientes es infnito, mientras 
que nosotros queremos tener una estructura universal. 

Y bien, recurriendo «de nuevo al corolario del teorema 3* del 
punto 2,$ 2 del cap. 6, ponemos en correspondencia! con; cada 


permutación x€S, el  automorfismo Tm: A AP 
>AlX,, ..., Xp), que traslada el polinomio arbitrario f€ 
EAÍIX, ..., X,)] en el polinomio xf: 
(117) A, e... Xn) => f Lira» . . +3 Xa-1(n))- 

El polinomio f se Jlama simétrico, si nf = f para todos s € S,. 
Al igual que para las funciones, se introducen Jos polinomios simú- 
tricos elementales 8): 
8. (X,, AS Xn)= y AyXi > Xi 

ESTE AAA ip 
Hoblando en rigor, hubiese correspondido examinar el polinomio 
(Y) = (Y —X Y —2Xg.. (Y —X,) = 
= Y" —85 Y"! +8Y"?it++...— (is, (2) 
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sobre A [X,. ..., Ap] de la nueva variable Y, y observar, que 3, 
es un polivomio simétrico, por cuanto el primer miembro de la 
identidad (2) no varía para cualesquiera permutaciones de Jos facto- 
res lineales Y - Aj. ..., Y — Xp. 

Prestemo: alención a la circunstancia de que, Juego de sustituir 
XA” por ccro en ambos miembros de la identidad (2), obtendremos 


Xy Y Xy Y =Y"--(8)) Y .. 
no. + (—= — o (Sn-1)0 Y 


donde (sa)y es el resultado de la sustitución X, = 0 en $». Simpli 
cando ambos ¡uiembros por Y (en base al teorema 3, $ 4 del cap. 
aplicado a AÍX,, ..., Xu, Y)), llegamos a la identidad 


(Y — XA 0 —XJY...Y—X,.)= 
= YY" (800 Y"? 4... + (0 (Sado (3) 


Comparando (2) con (3), llegamos u la conclusión, de que (S¡).,.-- 

(s,-1)4, son polinomios simétricos elementales de las n—A varia- 
bles A O. EA 

Como, ademáa, a es un automorfismo del anillo A [X,, ..., X,), 
entonces, cualesquiera combinaciones lineales de polinomios simó- 
tricos y de sus productos, de nuevo serán polinomios simétricos. 
Esto significa, que el conjunto de todos los polinomios simétricos 
forma un anillo, que es subanillo del anillo ATX,, .. .. Xp]. Nuestra 
tarea inmediata, cs comprender la conformación de oste subanillo. 

2. Teorema fundamental de los polinomios simétricos. Resulta, 
que el método más general de obtención de polinomios simétricos, 
es el siguiente. Hay que tomar un polinomio arbitrario g€ 
EAIY., .... Ya) y sustituir Y,, .... Yp por $1 .-.. Sn, F8s- 
pectivamento. Como resultado, se obtiene el polinomio 


FA, .. .y XA) == (8, (A, . «., A), e... .. $. (A, . .., X,,)) 


que es, por supucslo, simétrico, 

Observamos también. que el monomio Y+, ..., Yi”, que forma 
parte de g, al sustituir Y, =8r (Xy, -... X,) pasa a ser un polino- 
mio homogéneo de Xy. ..., 4, de grado ¿+ 2d +... + Rin, 
por cuanto des s, — k. 


La suma (4 +2ib—...+ni, se Jlama habitualmente peso 
del monomio Y... Yin. Es natural considerar como peso del po- 
linomio giY,. --., Y) al máximo de los pesos de Jos monomios 


que entran on £. 

La afirmación fundamental acerca de los polinomios simétricos 
la expresa el 

TLOREMA 1. See JEAIX,, .... An], un polinomio simétrico 
de grido total m sobre el anillo integro A. Entonces, existe, y además es 
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único, un polinomio g E AÍY 1, ..., Ypn] de peso m para el cual 


Plz... An) =8 (81, -- -, 85). 


La demostración se compondrá de dos partes. 

1. DEMOSTRACION DB LA EXISTENCIA DEL POLINOMIO g.  litilizamos 
la inducción para dos parámetros n y m (véase el $ 7 del cap. 1). 
Para n = 1, el teorema es evidente, por cuanto s, = X, yv f(X,) = 
= f, (51). Suponiendo que la afirmación sobre la cxistencia de g 
ha sido demostrada para los polinomios de <: n -— 1 variablos, ra- 
zonaremos, on caso de n variables, por inducción para m = degf. 
Como para m = Ó no huy nada que demostrar, entonces, suponemos 
m > 0 y consideramos establecida la existencia de g para cualquier 
polinomio de grado < m. 

Sea ahora F(X,, ..., X,) el polinomio simétrico dado de grado 
m. Haciendo X, = Ú tendremos, por presupuesto de la inducción 


FX...) Xp 0) = 85 ((£ do. - - -» (8n-1)o), 


donde g, es algún polinomio de AÍY,, ..., y. de poso < m (el 
grado de f, con la sustitución X, = 0 puede mermar), y (500, ES 
- . ., (Sn-1Jp son polinomios simétricos elementales de X,,... 
O OS (3)). Además, evidentemente, deg g, (81, ... 
218) <m. De este modo, el polinomio 


f (Az, .. .p Xa) =f(X,, . . »y Xn) — Ej (Si, . . .p 87-13) (4) 


tiene un grado total en X,, ..., X, no mayor que m y (como dife- 
rencia de dos polinomios simétricos) es simétrico. Además, 
fi(X1 .. a An-1: 0) =0, de donde se deduce, que X, divide a 
f.:f. = X,-f'. Pero en virtud de la simelría de f, = af, = 
= Xan GUY), 11 ES, Oo sea, f, contiene en calidad de faclores 
aX. Xg ..., XA, y, en consecuencia, y e] producto de Jos mismos 
8 =XjX2...X,. Así puos, 


Í, (X1, 97 e. eS An) PE En: fa (X,, . . .1 Aida (5) 


donde f, es de nuovo un polinomio simétrico, esta vez de grado 
dez f, = deg f, —nXm—mn. Por presupuesto de la inducción, 
existe un polinomio g,(Y y, ..., Y) de peso £< m —n, para el 
cual f (Xi. -... Xan) =£a (81. - . -» Sp). Teniendo en cuenta (4) y 
(9). para f obtenemos la expresión 
f(X,, A. Xa) * dl El (Si, e Es 8n-1) E $n8x (Sy. ES Sr), 

y la existencia del polinomio g -= £, (Ya... Fada Ya Y 
o...) Xn) do peso < m, gueda determinada. Como degf — m, 
entonces, el peso del polinomio g ho puede ser menor que Mm y, por 
Jo tanto, es exactamente igual au m. 

11. DEMONSTRACION DE LA UNICIDAD. Si existieran dos polinomios 
£1) £o distintos entre sí, con Ja condición f == 2, (%), .... 8,1 = 
= Br(Si. - .., $,), entonces, tendríamos el polinomio g (Y, ... 
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Pr) g1--£: 40, para el quo g£(Si, -. ., 85) =0. En 
otras palabras, $,. ..., 8, resultacian algebraicamente dependien- 
tes sobre A, en el sentido de la definición del punto 2, $ 2, del cap. 5. 
Mostremos (otra vez por inducción en +), que esto no es así. Efecti- 
vamente, razonando a la inversa, elijamos un polinomio g (Y,. ... 
-.., Y, ) de grado mínimo, que se reduce a cero con la sustitución 
Y, =3,. Considernndo «ua g como un polinomio en Y, sobre 
AY.) ... Y, 1), lo escribimos en la forma 


0 e A CA A 
Hen (Ya. Fa) YA *k= deg, g. 


Si go 0. entonces. yg =Y ,h. donde REAVY,., ..., Yn]. Por 


enposición sa, ds,  ... 8.) = U, y como el anillo AÍX,, .... Xp) 
es íntegro (teorema 1”, $ 2 del cap. 5), entonces, de aquí se deduco 
la igualdad Rí(s,. .... 8,) =0. Usto. sin embargo, es imposible, 


por cuanto degk(Y,, .... Y.) =degg (Y... Yn) —1. Por lo 
tanto, £, 540. Examinando ahora la identidad 


A A ICA O 


en AÍX,, .... Ya], sustituyamos X,, por 0. Entonces, todos los 
términos, excepto el primero, se reducirán a cero, y obtendremos 


En ((S1) o» ..».3 (s,, 1%) — O, 


dunde (Su. - -, (S.-1)o Son polinomios simétricos elementales en 
las variables Xi, -.., Xn_1 (véase (3)). Ellos, por presupuesto de 
la inducción, son algebraicamente independientes sobre 41. Al 
mismo liempo, tenemos £, 3 0. La contradicción obtenida concluye 
la demostración de unicidad, y, junto con ella, la de todo el teo- 
rema 1. 

Notemos, que la demostración de la primer parte del teorema fue 
constructiva, y ella puede ser utilizada para la búsqueda practica 
del polinomio y. Ademas, de los razonamientos se deduce, que Jos 
coeficientes del polinomio buscado £ se encuentran en un subanillo 
del anillo 4, enzendrado por los cocficientes de polinomio f dado. 
En particular, para A = £ los coeficientes de los polinomios f y g 
serán números enteros, 

coroLanio. Sea f(X) =X"+ax"?*...>p1X +4 
un polinomio unitario de grado n en una variable X sobre el campo P, 
que tiene n raices €,. ..., €, en algún campo mayor F > P. Sea, 
luego, Rh(X,, .... X,) un polinomio simétrico cuulquiera de 
PiX, ..., X,l. Entonces, su valor h(c,, ..., Cr), obtenido al 
sustituir X¡ por Ci, ¿= 1, ..., hn, pertenecerá al campo P. 

DEMOSTRACION. —De hecho, por el teorema fundamental sobre los 
polinomios simétricos, existe un ¡polinomio g(Y¡, .... Y) € 
€ P IY., a Y,,) tal, que % (X,, +...» An) = E (8, CA o. ., Xn). .» 
Lo. 8rlXij ...,) An). Por eso, hit, .. ., Cn) =8 (8, [€], -.- 
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coca Ende Bu lp... CpJ). y puesto que, de acuerdo con 
las formulas de Viote (12) $ 4, 8. (01... .. Cn) = (--1)Ya, EP, 
entonces, también g (—4,, .. ., (—1Ye,) EP. B 

3. Método de los coeficientes indelerminados. Lxisten varias 
demostraciones distintas del teorema fundamental sobre los poli- 
nomios simétricos, y, respectivamente, distintos métodos de expre- 
sión del polinomio f dada, pur medio de polinomios simétricos ele- 
mentales. A fin de describir uno de Jos métodos más nsados, intro- 
duzcamos un nuevo Llipo de polinomio simétrico. Para precisión 
lomaremos en calidad de A el anillo oel campo R. Sea vo = Xp, ... 
c«.. Xiz algún monomio. Convengamos en Jlumar a y monomio mo- 
nótono, si > >2...1»md,. Designemos con £ (3) la suma de 
todos los distintos monomios de la familia de «l monomios del 
tipo nv, 1€S,. Expresándolo de otro moilo, 

Si= », ae, 
¡ESn/ il 

donde la condición 1 € S, H significa que a recorre el conjunto de 
los representantes de las clases adjuntas a la izquierda de nf de 
grupo S, por el subgrupo ¿7 -= (TES, | te — y) (corresponde re- 
alizar la sencill.. :omprobación de que el subconjunto //, determinado 
de este modo, rerlmenle es un subgrupo). Por ejemplo, 
Pra. Xp) = (AB) e MBA. AE, k>0, (6) 
es Ja llamada suma de potermcias. Aquí, evidentemente, 2 = Sp.1. 
Luego, S(X]X2.--Xp2) + Sk lXi .... An) licon qué coincido 
aquí F7?), Es claro, que $ (e) es un polinomio simétrico homogéneo 
de un mismo grado total que ». Como $ (0) — S (am, Vo ES,, 
entonces, es natural considerar soliunente Jas sumas $ (2) con mono- 
mios monótonos ». Por el sentido, os claro también que cualquier 
polinomio simétrico f sobre A, os una combinación Jineal, con coefi- 
cientes de A, de polinomios del tipo S (o): 


=>, 295 (5). 


Hahitualmente, esta escritura se obtiene inmediatamente (ea ojo»). 
De este modo, la tarea se reduce a la expresión de £ (1 por medio de 
polinomios simétricos elementales. 

Convengamos en disponer los monomios en S mi en forma lexzico- 
gráfico (por el principio de ordenación de Jos diccionarios), o sea, 
de tal manera, que el monomio er = XuXp... Nin antecede al 
monomio (o, es mayor que el monomio)w — X4+X2%... Xón >) 
exactamente entonces, cuando la sucesión ly -- 1, la — Ja -.- 

e.» E, —], tiene la forma 0, ...,0,£, ..., donde £>0U (a la 
derecha de £ pueden haber diferencias negativas iy  ¿j). Natural- 
mente, el principio lexicográfico de ordonamiento de los términos se 
puede aplicar no sólo con respecto a $ (y), sino que a cuuiquier poli- 
nomio [EA ÍX,, ..., Xnl. En el sentido lexicográfico, el término 
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superior (o primero) de la suma $ (1) con mononmio monótono y, será 
Para el monomio monótono vp = XX... Xin tenemos dere- 
cho a considerar el producto 


gp=8i-iegie=ó1.,, sin ng”, 8¿=8,(X,, ..., Xn) (7) 
en el cual el Lérmino superior resullará una vez más 
= Xi is (A AgtrTta . . . (XA, . . ..»> Xy Jin-ecin (X, e... X,Jyn 


(a fin de obtener el término superior en el producto, hay que Lomar 
el término superior en cada uno de los fuctores). De aquí se deduce, 
que cl término superior de la diferencia $ (0) — £,, será menor que 
v. En consecuencia, 


S (0)—8,= PR RS (0), 


donde 2 EZ, y la suma se roaliza por el conjunto de los monomios 
monótonos e -<7 0. Las potencias Lolales de v y de todas las w coin- 
ciden. 

Ahora se diseña el método siguiente de expresión de $ (0) por 
medio de pulinomios simétricos elementales. Sea dog y == m. Se 
toman todas las particiones «monótonas» 


Moho. Fi h>hk>.--2>1/>0, 


del número entero mm, tales, que w— XhXh... Xía<u. Se 
examina el conjunto Af, de la totalidad de tales monomios w. Para 
Cada w € MÍ, se conforma el monomio g,y (véase (7)). Ya subemos, que 


S (0) =8n + , uics 5 
(0) =8n 4 24 uke (S) 


A 


donde ps son ciertos números enteros, Los cocficientes indetermi- 
uados rn (y de alí el nombre: método de los cueficientes indeterminados) 
se encuentran sustituyendo sucesivamente Xy, ..., An en (8) por 
algunos números enteros, habitunlmente, ceros y unidades. Los 
valoros de £,, £. y Y (e) son dados, y para ny se obtiene, notoria- 
mento, un sistema común de ecuaciones lineales. 


EJEMPLO. y 2 X3,S(0)=p(Vpy 40233 80 = 8, 
My | XPXs XXX, 
Er $18, 83 Ñ 

Jon este caso, la ecuación (3) tiene Ja forma 
Pa= si |: as,8) -)- bey. 


SOX, =NX3=4, X, =U pura ¿> 2, entoncos, py=2, 5 =2, 8 =1, 
Sy =0. Y, sí Xy = Xy == X= 1, X¿=0 para ¿ >3, entonces, py = 3, 
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$, = 3, sy. =3, sa = 1. Del sistena obtenido 
272" «2.4 +7 640, 
3=3*B2Ñ4-3-3 ba, 
hallamos a = —3, b= 3, O sea, Pa = $ — 385187 -- 383. 


Para la expresión de las sumas de polencias ph (Xp, .. .. Xp)en 
forma de polinomios en $,, Sy, ..., $, se tienen formulas más có- 
modas, llamadas fórmulas de Newton: 


Pu — Prid1 + Prada +... (—1*- Piéra ll AY ks, = 0 


para 1 <k<rn; (9) 
Pr — Proi8r E Proa HR (A) 

Proo+18naa E (AV "Pr 0 (10) 
para k > mn. 


A Jin de demostrarlas, utilicemos las evidentes relaciones 
Xx? —s Xp” E 2 eos SE ( > Ys, Xi; ls [— Ys, q 0. 


que se obtienen ai sustituir Y = X, en (3). Multiplicando cada una 
. 7) == y ha 
de estas relaciones por X, ”(k>n): 


O E Y IT ES A 


y efectuando Juego la suma por ¿de 1 a », obtenemos no sólo la 
lórinula (10), sino que tembién Ja fórmula (Y) para k= 
=nN(P=X+...4+X2l =m). Examinemos, luego, el poli- 
nomio homogéneo simétrico f, , degradok < nm (0-0, si f y == 
= 0): 
¡e (Xi, . . .p X .) = Pr ES; Pr-181 4- da 

E E TO 


Utilizando la inducción en r = nm —k, demostromos (que f, . €s 
idénticamente igual a coro. Para r = 0, este hecho se acaba de esta- 
blecer. Haciendo X, = 0 y observando que los así obtenidos poli- 
nomios simétricos (s;)o, (pod, coinciden con Jos polinomios 8, y pi, 
determinados para las »n --- 1 variables X,. ..., X,_, ivéanse (3) 
y (6), llegamos a Ja igualdad 


Fun (As, . . . Xn-1 0) n= 
= (Prdo — (Pru=ido (8100 +... + (—1y-" (Pin (Si 00 + 
T ( 4 k (81) == ron LA, ON Nr -1) e O, 
pues, n—1--k=rzuzm41<r, y os aplicable el presupuesto de la 
inducción. 


La relación fan (Ay --.. Xp-1, 0) = Ó muestra que el poli- 
nonmio fp se divide por Xp: fín = Anf,- Utilizando la simetría 
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de fo, . (vénse el correspondiente razonamiento en la demostración 
de da primera parte «del leorema 1). obtenemos 


fon Xi MW SS (A a XA 2 Xd, 


lo que es posible, sin embargo, sólo cuando g —0, por cuanto der 8,- 
72m, Ydegf,., + k<m. Y bien, fx,» = 0, y la demostración de 
Ja fórmula (0) ha eoncinido. 
4, Discriminante de un polinomio. ln cl anillo PIX,...., X,], 
examinemos el polinomio 
1Sicicn 
el gue, evidentemente, se puede presentar en forma de determinante 
de Vandermonie 
1 1 1 
X, Ao Xn 
ll A e (11) 
AI e 
Comu el determinante es una función antisimétrica de sus columnas, 
entonces, 7 (A,) = esa, es el signo de permutación gq E S,. Pero, 
eu tal caso, Aj es nn polinomio simétrico y, por el teorema fundamen- 
ta), él puede ser expresado eu forma de un polinomio en funciones 
simétricas elementales 


M=|¡(X,—X,)?=Dis(8,. ..., 8,). 


El palinomio Dis en s1(Xi.... Xp... 8n (Az .... Xn) se 
loma discriminante de la familia Xi. .... Xp. Sus coeficientes, 
evidentemente. perienecon a ¿. Al sustituir X, por 1,€F, i = 
1.2, .., n (FF es alguna ampliación del campo P), se puede ha- 
blar del discriminante de una familia de culesquiera n elementos 
de] campo F. Sino todos los 7,. . .., 2, E F son distintos, entonces, 
el discriminante de esta familia se reduce a cero, por cuanto, por lo 
menos iv de los factores 7; — x¿ será igual a cero. La propiedad 
del Dis de soparar este caso explica el propio término discriminante. 

Un método cómodo de obtención del discriminante se basa en la 
interpretación de A; como el producto del determinante (11) por el 
determinante Irapspuesto: AZ = ALA, (recordemos, que det 'A = 
= det A, para cualquier matriz cuadrada A). 

Operando de acuerdo con la regla de multiplicación de matricos, 
inmediatamente hallamos 


n Pi Pz ---  Pn-1 
Pi Po  P3 <<.  Pn 
Dis (8, ..., 5.)= | PD» Px Pa A (12) 


Pn-3 Pn Pants +-*  P2an-2 
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donde pa son lay sumas de potencias (6) conocidas por nosotros. 

Calculando p, por las fórmulas recurrentes (9) y 118), llegamos a la 

expresión explícita de Dis (s,, . . .. Sp). En particular, p, =$, 

Pa =s| — 253, así que 

2 8, 

3, si — ls, 

Sea nos dado ahora el polinomio unitario 
FX) =X"+axX"14...+0.. A 0, €PI[XI, 


que tiene en P, o en alguna ampliación del mismo F, n raíces Cy, +... 
. «., Cn- Como sabemos de Jas fórmulas de Viete, a, = (—11s, x 
X lCia a Ep): 

DEFINICION. —Ei discriminante de la familia de raicos Cy, .. ., Cp 
del polinomio f/, o lo que es equivalunte, el valor del discriminante 
Dis (81, .. ., Sn), obtenido al sustituir sy por (—1)%2z, se llama 
discriminante del polinomio f y se designa con el símbolo D (f). Se 
llama también discriminante de la ecuación algebraica 


fr) =x* +axrrril+...+ por + 4 := 0, (14) 


Es claro, que D (f) € P (recordemos, en relación con esto, el coro- 
lario del teorema 1). Como se ve de Ja definición «de discriminante, 
es también legftima la 

PROPOSICION. D(f) =Usi, y sólo si, la ecuación (14) tiene ralees 
múltiples (por lo menos una raíz de multiplicidad k >> 1).]P 

Teniendo en cuenta el corolario 2 del teorema 3 del $ 1, tenemos 
ahora dos métodos, que no requieren salir fuera de los límites del 
campo fundamental P, para resolver si tiene o no ol polinomio :f€ 
€ P[X) raices múltiples. Pero, la importancia del discriminante 
no se reduce sólo a esto. Digamos, la fórmula (13). aplicada al tri- 
nomio cuadrado f (1) = X? —- aX — b con coelicientos reales a, d, 
da D (f) = e? -.- 4b, expresión conocida del álgebra elemental. Ln 
particular, del signo del D (f) depende el que las raíces de la ecuación 
z+ar+b=0 sean reales o complejas conjuradas, 


Dis(Si, ..., $2)= = 3 -- 48, (13) 


En calidad de ejemplo culcademos también el discriminante de la llamada 
ecuación cúbica incompleta 


[HN =r”tar+ids 0) (15) 
En el caso dado s¿ = 0 y el cálculo de p, por las fórmulas recurrentes da py = 
= 1, =0, Pp, = Si — 25. = —24, Pg = 8] — 38183 + 353 = —3d, p, = $ — 
— Asisa + 48189 + 284 = 2a?. Por lo tanto, por la fórmula (12) tenemos 
3 vu  —la 
Dif=| 4  —La —3b |= —403— 274. (16) 
—2a —3h 2a? 


La expresión de D (f) adquiere un aspecto más complejo (en comparación con (16) 
en el caso de la ecuación cúbica completa 39 + eja? -r- ax -j> ag = 0, sin 
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e 


embargo. uno puede Jiborarse de su examen, lul como lo muestra el siguiento 
razonamiento general. 
u a 
Pasemos del argumento xa y =+- E . Sustituyendo -= y — a en la 


ecuación (14), y usondo la fármula binomial. hallamos, que 


qu) ] (y 4 ) =y "Hay"... 1) (17) 
o sea. en la nueva ecuación el coeicionte de y”?-1 es igual a cero. Conociendo 


Ñ piba bis E ne e 7 
la roiz y, de la ecuación (17), hallamos fácilmente también la raíz xo = yo — 5 


de la ecuación eviginal (14). Por eso, sin limilación de generalidad so puede 
considorar que uy = 0. 

Si so intenta hallar uva fórmula general para la resolución de la ecuación 
(15) (lo que lograron los malemáticos medievales Escipión del Ferro, Cardan 
y otros), entonces, obligatoriamente, el discriminante (16) entrará en juego 
(véanse Jas fárnmwidas (2), $ 2 del cap. 1). 


5. Resultante. La propiedad fundamental de D(f), formulada 
en Ja proposición del punto anterior, lambién se interpreta como 
criterio de existencia de raíces comunes (o de multiplicadores comn- 
nes) en el polinomio f y su derivada f”. En la base de este criterio se 
encuentra, al fin de cuentas, el algoritmo de Euclides. Esto da moti- 
vo para suponer, que se tiene un criterio análogo que permite, en 
base a los cocficientes de dos polinomios cualesquiera f. g EP |XI, 
resolver inmediatamente la cuestión de si tienen o no estos polino- 
mios multiplicadores comunes. Y bien, secan 


FIX) =a "+ QPPO + o tn X + Gp, 
AA A 


dos polinomios con cocficientes en el campo P. Aquí n > 0, m > 0, 
pero no se excluve la posibilidad de que a, =0 o bien bp = 0. 

DEFINICION. Se llama resuliante Res (f. g) de los polinomios f y 
£, el polinomio homogéneo (función polinómica homogénea) de sus 
coeficientes (de grado m con respecto a fp, . . ., Gn, y de grado n 
con respecto a dy, .. ., bnY del tipo 


do Go... - Ga 
: A > Q 
PC an das 
: Qp A; . - e a 
Res (f, g)= y bi : ». n 
MO n filas 


body. . +. Om 


Esta definición de resultante contiene cierta afirmación acerca 
de los grados de ella como polinomio. Pero esta afirmación se deriva 
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inmediatamente de las propiedades de los determinantes: si se sus- 
tituye en las primeras m filas a; por ta¿, entonces, Res (17, g) = 
= (" Res (f, £), después de lo cual queda par referirse al ejercicio 3 
del $ 2 del cap. 5 

Deduzcamos ahora las principales propiedades de la resnltante. 

Res 1. Ros (f, g) = O sí, y sólo si, dy —= O -— by, usif yg tienen 
multiplicadores comunes en P [X] de grado 7>0, 

Convencémonos al principio de que la condición dy = 0 = bo, 
o que f y £ tienen multiplicadores comunes en P |X] de grado >> O» 
se cumple si, y sólo si, oxisten los polinomios f,, £, no iguales a coro 
al inismo tiempo parta los cuales, 


fe,>—fg£=0, def, <n, der g, <9M. (18) 
Efectivamente, sea h — m.c.d. (/. £). deg kh 7>0. Entonces, 
I=hf.Ee= —hg, y. en consecuencia, $2, + Ef, == 0. Además, 


leg f, < n, deg g£, < m, asi que tiene lugar (18). Para ay = Ó = 0, 
podemos hacer f, == f, 8, == —E. 

A. la inversa, suponiendo con el cumplimiento de (18), que m.c.d. 
(f, Y = 1, en virtud de la factorizabilidad de 2 1X) (véase el $ 3- 
del cap. 5) llegamos a la implicación fg, = —-2/1=>f/1f, £ 181 
Así que, deg [ < n, deg g < m, de donde €, = 0 = 6. | 

Demostremos ahora da equivalencia de las condiciones (18) y 
Res (7, g) = 0. Faciendo 

fi =0 XA "ax ...+ nas 
81 = dom! + aXm +... dm. 
y calculando, por las reglas formales los coeficientes del polinomio 
18, + f,g de grado < n 4 m — 1, escribimos la condición (18) en 
forma de un sistema cuadrado homogéneo do ecuaciones lincales 
con (n + m) incógnitas du. Qi. .s mois Cos Cr) + > <> Cp=1! 
glo + +... + bgco = 0, | 
ado + Md, Y... + dico +7 doc, = €, (19) 

Qztlo + ad, + Apdo + A — dato + b,c, -- bola == O, 
11 determinante de la matriz del sistema (19) (más cxackamente, el 
determinante de la matriz transpuesta) precisamente coincide con 
Res (f, £). Por consiguiente, el sistema 11) tiene solución no nula 


exactamente entonces, cuando Res (f, g) =- U, y cualquier solución 
no nula lleva al par de polinomios f,, 8,, que cumplen la condición 


(18). Y 
Res 2. Sea que los polinomios f y g se desagregan totalmente en 
multiplicadores lineales en P [X1: 
J(X) = 0 (X — (1) e... (£ — An?» 
g (X) > bo (X q Py) e... (A a Bn). 
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Entonces 


Res(/, g)=03 1] 8(0)=(—1%03 1] 1(8)=0303 [] (2, —B,). 


DEMOSTRAGIUN Es claro, que las fórmulas aquí indicadas, si son 
correctas, deberán tener carácter universal, independiente de los 
tipos particularos de polinomios f, g. Esta sencilla «filosofías, en 
cuya naturaleza no queremos aquí entrar, nos permite Jimitarnos a 
la consideración del <caso general» cuando, digamos, todos g («;), ...- 

, 8 (an) y todos f (Pr). - - -, F (Bn) son distintos de dos en dos. 

Luego, como [es (£, N = = (—4)"" Ros (f, g) (véase la definmi- 
ción), entonces, es suficiente convencerse de la voracidad de la rela- 
ción Res (/, 2) = añ [| e (a). Con este fin introducimos una nueva 
variable Y y cobre el campo de las fracciones racionales P (Y) consi- 
deremos los. polinomios f (X) y 1X) --- Y. De la definición de re- 
sultante, donde hoy que sustituir b, por b,, — Y, se obtiene que 


Rest. 3- Yi = (1) arY”r +... Ros (f, g) 


es un polinomio do grado n con relación » Y con cocficiente superior 
(—1"ar y con término independiente Res Y, £). Los polinomios 
pe y g[(X)--g(a;) con la raíz común «a, son divisibles por 
X —«i. ln O de la propiedal Res id, tenemos Res (f, y — 
— £g (a)) = 
Por el e de Bezout, el polinomio Res (f, g — Y) debe ser 
divisible por g (a) —Y, 1<i<a. Como todos los g (x:) son 


n 
distintos, entonces, Res (f, g —Yj =arPÍl (eg (a) —Y). Para 
4¿=1 
Y =0 obtenemos ja expresión necesaria. 
Traslademos la definición do discriminantes, dada en el punto 4, 
al cuso de polinomios no unitarios, haciendo 


D (f) = azr-2 [| (2, — a)? =[ap-! lÑ (2%, — 2/12, ay 50. 
1% 11 
Ros 3. Tiene lugar la fórmula 
Di) LL a Res (f, 1). (20) 
Ffectivamente, de acuerdo con les 2, 
Hes (f, Y) =ap7? 4 f(x,). 


Pero , 
f'(2,)=4p Yl (a,—a)), 
jwd 
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que es una consecuencia sencilla de la sustitución X = «a, en la 
expresión general 


1(X)=4 2 1] (X—a), 


obtenida por la diferenciación del producto f (X) = ao | p ¡NY —aj)) 
De esto modo, Ñ 

n 
Res (f, 1)=a3"=* [] [l (a,—a)= 

im] Julet 


n(n- 1) nin-1) 


=a (1) % artllla—a mo (1) * DM. M 


La fórmula (20) brinda una expresión explícita para el discrimi- 
nante. 


EJERCICIOS 
ft. Con ayuda de las fórmulas de Newton (9), (10), mostrar, que 


Al ¿m [ —1 (mod p), sl m se divido por p—1, 


¿at (f (mod p), si m no se divide por p—At. 


2. Sean, cz, €q, cg, raíces complejas del polinomio X?— X + 14. ¿Qué 
se puedo decir "Sobre a O (0% + $? + ce3)>? 


3. El polinomio f (Xy, ..., X n) sobre cl campo P, de caractorística 42, 
sé llama antisimétrico (o alternativo), si (mf) (X, a, X 2) = lnf (X,, nds 
Va € Sn (como siempre, e, es el signo de la rmutación). Como ejemplo de 


polinomio antisimétrico, puede servir A, = |] (X, — Xy). Mostrar, que cuale 
>i 
ae polinomio anlisimétrico f€ P [X,, Xn] tieno la forma f = Á, 
onde g es un polinomio simétrico. (Indicación. Considerar / fomo un polinomio 
con relación a X, con coeficientes en P[X,, .... Xp-1). Prestar atención 
a que, en virtud do la A f= 0 cuando X.,, O y, 8n consccuencia, 
f es divisible por X, — X. .1)- 
4. Usando la A oedad Res 2 y el hecho de la existencia del campo de 
descomposición de un polinomio (véase el teorema 2 en el parágrafo siguionte), 


mostrar que 
Res (fg, h) = Res (f, h)-Res (g, kh). 
5. Del ejercicio 4 y de Res 3, deducir la fórmula: 
D (fe) = D (1) D (g) [Res Y, g)l*. 
6. ¿A qué es igual la resultante Res (1 (X), X — 1 


n (ne 1) 
7. Mostrar que D (X* + a) =(—1) 3 nrani, 


8, Soa f(X)==XNM-14 X2"24+...+41, Empleando la relación X”"—1= 


(n-1) (n-2 
== (X —1)7 (X) y el ejercicio anterior, mostrar que D (f) =( —1) 2 Xx 


x nv, 
16--0392 
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$ 3. CIERRE ALGEBRAICO DEL CAMPO C 


1. Formulación del teorema fundamental. Scan, P un campo y 
f un polinomio arbitrario sobre P. Como ya se indicó en el punto 2 


del $ 4, la conducta de la función polinómica f: P =P, asociada 


con f, depende esencialmente del campo P. En particular, Im f = P, 
si, en cuanto deg f > 0 y con respecto a P cs aplicable la siguiente 

DEFINICION — Tíl campo P so llama algebraicamente cerrado, si 
cada polinomio del anillo P [X] se descompone en factores lineales. 

Esto mismo se puede expresar con otras palabras: Xi campo P es 
algebraicamente cerrudo, sí son irreducibles sobre P solamente los poli- 
nomios de grado 1 (polinomios lineales). 

Si cualquier polinomio [ € PX] tiene en P por lo menos una rafz, 
entoces, el campo P es algebraicamente cerrado. Eiectivamente, enton- 
ces J(X) =(X -adh(X) a €P, h€ P [XI], pero, por condición, 
para el polinomio A en P también existe, por lo menos, una raíz. o 
sea, R(X) (X —b)r(X), 06€ P, r € P [X]. Continuando este 
proceso, llezamos al fin de cuentas a una descomposición total de f 
en factores linenles. Como f es un polinomio arbitrario, entonces, el 
campo P satisface la definición de cierre algebraico. 

Aunque es legítima In afirmación de que, para todo campo P 


Pad 


existe una ampliación P >P, que cs un campo algebraicamente 
cerrado (teorema de Steinits), en un principio no sólo es díficil com- 
prender la construcción de una ampliación algebraicamente cerrada, 
sino que también la propia idea de tal ampliación. Por eso es más 
grato, que disponemos, de hecho, de un ejemplo claro y muy impor- 
tanto de campo algebraico cerrado, tal como lo dice el llamado «leo- 
rema (lundameuotal dol álgebra». Precisamente, es correcto el 

TEOREMA 1. £l campo de los números complejos C es algebraica- 
mente cerrado. 

Formulemaos «de nuevo esta afirmación fundamental, ahora ya en 
términos de raíces: 

Un polinomio arbitrario f (X) de grado n > 1 con coeficientes com- 
plejos (o reules), tiene exactumente n raíces complejas, teniendo en 
cuenta sus multiplicidades. 

dl elevado título de «fundamental» el teorema 1 lo obtuvo ya cn 
Jos tiempos cuando la resolución de ecuaciones algebraicas era una 
de las principales ocupaciones de los algebraistas. En nuestros días, 
el teorema 4 es una de las afirmaciones ordinarias, aunque imporlan- 
tes, 

Por primera vez la demostración rigurosa del «teorema funda- 
mental» [me propuesta por Gauss «n 1799, Desde entonces, han apare- 
cido muchas variantes de demostración, que se distinguen enlyo sí, 
digamos, por el grado de su algebraicidad. La necesidad de apoyarse 
en las propiedades de continuidad de los campos R y C (de otro modo: 
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en la topología de los mismos) se manifiesta de una u obra forma; 
existe incluso una demostración muy breve no algebraica, basada en 
el relativamente profundo concepto de función anolítica de variable 
compleja. A continuación se expone una demosiración (que, por su 
espiritu, es la más algebraica de todas las accesibles a nosotros. Jo 
más natural sería quizás, una domostración que utilizase los medios 
de la teoría de Galois, pero nos limitaremos a esta breve mención. 

La parte no algebraica de la demostración del teorema 4, se 
reduce a los dos lemas siguientes. 

LEMA 1. (sobre cl módulo del término superior). Sea 


J(X) = ay X” + a xn +... + O $ AE Un (1) 


un polinomio de grado n => 1 con coeficientes complejos arbitrarios. 
Entonces, para la aplicación polinómica 2 >f(z) del campo C en 
sí mismo, se puede indienr un número positivo r € 2 tal, que pora 
|z | >>" se cumplirá la desigualdad 


aya? |o> Jazt4+...+4n.12 +4, l. 


DEMOSTRACION. Hagamos A = máx(| 4 l, ..., ld.) y ”r=- 
= 7 + 1.Sise toma |z | >", entonces, oblenemos | a, | > 


Á y 
a de donde, de acuerdo con las reglas de las oporaciones 


con los módulos de los números complejos (véase el $ 1 del cap. 5), 
tendremos, 
A 29 A |2[?—1) 
n R == 
|agz | = |ap| [2] > 2] —1 21 —4 E 


=A(lai+ o. la) > le] [2 4 0. 011 121410014 
Say... + lanal le, [> laa... a 240,1. PP 


COROLaKIO. Sea que el polinomio (1) de grado n > 1 tiene coeficien- 
tes reales. Entonces, para lodos los + alores de x E R. suficientemente gran- 
des por su valor absoluto, el signo (del número renl) | (2) coincide con 
el signo del «término superior» ayt”. 

LEMA 2. Ki polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene, 
por lo menos, una raíz real. 

DEMOSTRACION. Lp virtud de que nes impar, el lérmino superior 


dor” de la aplicación polinomial f: R —= R tendrá distintos signos, 
según sean posilivos o negativos los valores de x € ¡í. Tomando 
estos valorez de x= lo suficientemente grandes, por sus magniludes 
absolutas, podemos afirmar, de aeuerdo con el corolurio del lema 1, 
que también f (2) tendrá distintos signos, Si, por ejemplo, ad, > 0, 
entonces, f (—r) < 0, y f(1) > 0, donde r es un número real, to- 
mado de la demostración det lena 4. Del curso de análisis mate- 


16 
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mático es sabido (y esto no es difícil de demostrarlo inmediatamente), 


que la aplicación polinomial f es continua (de otro modo: la función 
racional enlera 2 —> f ((x), es continua). La función continua f tiene 
«4 propiódad de tomar, en el intervalo —r < x < r, cualquier valor 
intermedio entre f (—r) y f (r). En particular, para algún c con 
[e | <r será f (c) = 0. El mismo razonamiento sirve para a, < 0.) 

Con esta afirmación geométrica e intuitivamente clara, nuestros 
razonamientos algebraicos concluyen. La etapa siguiente la lleva- 
remos a cabo en un contexto que no tieno relación directa con €, 
y presentaremos una estructura que es interesante por sí misma. 

2. Campo de descomposición de un polinomio. Como frecuente- 
mente sucede, una «mirada desde afuera» a un jemplo muy cono- 
cido, brinda la posibilidad de comprenderlo mejor y de pasar a gene- 
ralizaciones razonables. Recordemos la realización del cado: Cc 
en forma de anillo cociente R [x1/(x? + 1) R [X] (toorema 6, $2 
del cap. 5). Sustiluyendo aquí R por el campo arbitrario P, y X? + 1 
por cualqnier polinomio f € P [X], llegamos al «anillo de closes de 
restos por el módulo (f» o, lo que es lo mismo, al anillo cociente 
P [XIMN, donde (A =7-P [X] es un ideal en P (X]. El ideal (f 
está compuesto de lodos los polinomios divisibles por / y es, de 
acuerdo con el corolario del teorema 5 del $ 2 del cap. 5, el ideal 
más general cn P [X]. La analogía entre los anillos 2 y P (X] se 
hace extensible a los correspondientes anillos de las clases de restos 
Zn =ZAm y PIXI/(M. Es útil repetir las principales etapas de la 
construcción de Z, en el $ 4 del cap. 4 

Sirvon de clomentos del anillo cociente P [X1/(f) las clases de 


restos £ = g 4 (f). cada una de las cuales puede ser expresada en 
la formar r + (f). donde deg r < deg f. Como en el caso de £, sirve 
de demostración la misma división con resto: si g = gf - r, enton- 
ces, 8 + () =r + g/ + (1) = "5 4 (f, por cuanto qf € (f). Es fácil 
observar que los elementos a, a € P, forman en P [X1/(f) un suba- 
nillo isomorío al campo P. Luego, la reducibilidad del polinomio f 
sobre P, o sea, la posibilidad de escribirlo en forma de f = fifa, 
donde f; € P |X] y 0< dog f, < dog f, implica la existencia de 
divisores no triviales de cero en P [X1AA); precisamente, f¡ == 0, 
¿=4, 2, poro, fifa = Y 42. = 1 =0. 

Supongamos ahora que f es un polinomio irreducible. Si deg 
r < deg f (r 5 0), enlonces, el m.c.d. (r, f) = 1 y ur + of = 1 para 
algunos u, v € PI|X] (véase el teorema 3 del $ 3 del cap. 5). En otras 
palabras, 


F4+ (DO) le MM) =re+ (1) =1—vu + (0 =4 + (5, 
de donde 


TU=ru= ff). 
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Por consiguiente, cualquier elemento r +0 tiene en P[XI«(f) su 
recíproca u = rl, Esta observación muestra que, en el caso de un 
polinomio f irreducible, el anillo cociente P [X1'(f) es un campo, 
contenedor de un subcarnpo isormorio a P. 

Prestemos atención al clemento especial Y € £ [X1f). Para 
cualesquiera 2, 4, . . -, Gn € P tenemos 


Y a RR 
=D AM LIT) = a (ax, 


En resumen, si g (Y) = SN a, Y* € P IF], entonces, y (X) = g (1). 
La escritura g (X) tiene, por supuesto, sentido cuando P se identifica 
con el campo a él isomorío, contenido en P [X1:($). En particular, 


FEO = FO) =$ + (9) = ($) =0, 


o sea, el elemento X € P [XJ/(f) es raiz del polinomio (7). 

Así, es legítimo el 

TEOREMA 2. El anillo de las clases de restos (anillo cociente) P [X1/ 
resulta un campo si, y sólo si, f es un polinomio irreducible sobre P. 

COROLAHiO. Para cualquier polinomio irreducible f (X) sobre el 
campo P existe una ampliación F >P en la cual [ (X) tiene, por lo 
menos, una raíz. Como F se puede tomar un campo isomerfa a PX 1i(f). Y 

De acuerdo con la terminología establecida, es aceptado decir 
que la ampliación F se obtuvo adjuntando a Y una raíz e del polino- 
mio f: F =P (ec). Con esto, f(X) = (X —c) g (X), donde y E F [XL 
Se nos ha presentado Ja posibilidad real de construir la ampliación 
del campo P, en el cual el polinomio f se descompone toinimente 
en factores lineales. 

DEFINICIÓN. Sean, P un campo y f un polinomio unitario (no 
necesariamente irreducible) de grado rn de P [AX]. Entonces, la 
ampliación F >P se llama campo de descomposición «de y sobre P, 
si J(X) =(X —c)... (X—cp) en f[IXNl y F =P ide, .... £o), 
o sea, F se obtiene de P con la adjunción de las ruíces €... ., Cp 
del polinomio f. 

TEOREMA 3. Para todo polinomio unitario ¡€ P [X] de grado 
n > 0 existe por lo menos un campo de descomposición. 

DEMOSTRACION. —La condición de unitariedad no es esencial y 
sc usa sólo para comodidad. Sea 


fl) =/,(X) ...f, (4) 
una descomposición de f en factores unitarios irreducibles en P (X). 


De acuerdo con el corolario del teorema 2, existe una ampliación 
P, >P, en la cual se tiene por lo menos una raíz del polinomio f,. 
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Esla raíz c, será, por supuesto, también raíz de f. Sea que se halló 
la ampliación P, >...P, >P.sobre la cual / tíene la descompo- 
sición 

[00 =(1X —e) ... (X—c)81 (A) ... Es (A) 


con % (no necesariamente distintos) factores linoales, k < n. Utili- 
zando de nuevo el corolario del leorema 2 respecto al campo P, 
y al polinomio unitario icrredncible g, € P, [X], construimos el 
campo P,, >P,, que permite desprender el factor lincal X—Cy.41 
con Cr, EPx41 del polinomio £, (X), y, ea consecuencia, también 
del polinomio f (X). Si continuamos operando de un modo semejante, 
llegamos au la descomposición total del polinomio f en sus factores 
lineales sobre alguna «ampliación P, >P. Bien P,, bien algún 
subcambio suyo f, será precisamente el campo de descomposición 


para f. No se excluye, que F' coincida con P. 

lia demostración dol teorema 3 contiene demasiada arbitrariedad, 
como para llablar de la unicidad del cumpo de descomposición de 
polinomio f; y, amquo de hecho el campo de descomposición, con 
exactitud hasta el isomnmorfismo, está definido unívocamente, demos- 
trar esto cs bastante difícil. No nos cs necesaria, por el momento, 
esta propiedad complementaria del campo de descomposición, 


EJEMPLOS. 1) El campo cuadrático Y(Y d), es el campo de descomposición 
del polinomio X?— d. 

2) Si se agrega a Z, da raíz O del polinomio irreducible X? + X + 1, enton- 
ces, se obtiona ul campo Z, $8) = (0, 1, 0, 1, --0) de cuatro elemontos, iso- 
morfo, tanta al campo Z, (X]/(X? 4- X -|- 1), como al campo GF (4) del punto 0, 
$ 4, cap. 4. Observemos, que X3 + X + 1 =(X — 0) (X — 03), o sea, Z, (0), 
es el campo de descumposición del polinomio X3+ X +1. 

3) El polinomio X? + 1 no sólo ex irreducible sobre 2, cuando su campo 
do descomposición sen €, sino que sobre algunos otros campos, por ejemplo. 
sobre Zy. Sea 0? = —1 (si se dosea, 0 = X + (X? + 1) Z¿1X) cs un elemento 
dol campo de las rlases do restos Zy3 [X]'(X? + 1)). Como X9-P 1 = (X — 
— 0) (Y — A*), entonces, Z%y (0) = [a + b9) a, dE Za) es el campo de des- 
composición pura X2 +4 41 sobre Zz. A propósito, Zy (9) os isomorfo al campo 
de matrices 11.4 $ , 4, DE Za, del ejercicio 13, Y 4 del cap. 4. He aquí, 
la aplicación correspondiente: a+ 080 > a MON +5 1104) . Preste- 
mo3 atención al hecho, de que Za (03 = (0), A=1 + 011 = —8, 13 = 
=41--0,41 = -1,15= —1 0, 41 -=0,47 = —1+0, 28=1, o son, ol 
grapo mulliplicitivo del campo Zz (0) no es solamonte abeliano, sino que tum- 
bién ciclico. 

4) De acuerdo con el critorio do Eizonshtein, el polinomio X? — 2 es irreo- 
ducible sobre (QQ. Como no todas sus raíces son reales, ontonces, Q (Y 2 no 
puodo sor campo de descomposición. le hecho, de campo de descomposición 


para X3— 2 sirve Q (Y7, e), donde e es la raíz primitiva de potencia 3 de 4: 
XxX —2=(x Y 2) (x—e 2) (X —e? 12). 
3. Demostración del teorema fundamental. Del punto anterior, 


solamente nos son necesarias la definición de campo de descomposi- 
ción y la afirmación del teorema 3. 
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De acuerdo con la observación hecha inmedialamontle después 
de la definición de campo algebraicamente cerrado, es necesario 
establecer la existencia de por lo menos una raíz compleja del poli- 
nomio (1). Supongamos primeramente, que todos sus coeficientes 
son reales, además, sin limitación do gencralidad, consideraremos 
que ay = 1, a, +0. Soa 

deg f = 2”n,. 


donde r, es un número entero impar. Si m = 0, entonces, por 
el lema 2, el polinomio / tiene raíz, incluso real. Aplicando la 
inducción en m, supondremos que cel icorema ha sido demostrado 
para todos los polinomios con coeficientes reales, la potencia de 
los cuales tiene Ja forma 2""52p,, con m <m -4 (para el factor 
impar 2 no se establece ninguna limitación). 

Examinemos el campo de descomposición FP del polinomio 
(X2 2 1) x 7 (X), existente, por el teorema 3, y contenedor de € 
en calidad de subcampo. Soa t1,, tz, . . -, Un, las raíces del polinomio 
f en F. Consideremos en F los elementos 


Y = Uy E a (uu), 1Í<i<j<Sm (2) 


donde a es algún número real dado. Hubiese correspondido oscribir 
v¡y (a), pero no lo haremos, para no complicar los símbolos. El 
número n' de los clementos del tipo (2) es igual a 


e E A AAA 8) 


donde n',y es un número entoro impar. 
EJ polinomio 


f0= TX) =X "4d XVI bm, 
1<i: JE£n 

del anillo F [X| tiene grado n”, y sus raíces, por definición, son 
todos elementos de (2). De acuerdo con las fórmulas de Viete (12) 
del $ 4, los coeficientes b,, . . ., b,- del polinomio f, (X) serán, con 
exactitud hasta el signo, funciones simétricas elementales s, de 0;). 
Sustituyendo en $», (Via, Vin - - +» Un-1 n) las expresiones de Jos ele- 
mentos v;¡y a través de uy, ..., ln, obtenemos Ja función 
Bn (Ur --) Un) =8Sr (o... Uy a (uy + u),..Jk=14,..,08n, 
que también es simétrica. Efectivamente, para cualquior permuta- 
ción 1 € S, (S, es un grupo simétrico de grado +) Lenemos 


TO = Uta y HA ay TUurnp) = Var. 


(o vxr(j) (e), six (2) > 3 (7)), así quo au induce la permutación x 
en un conjunto de elementos del tipo (2). En virtud de la simetría, 
Sk (Vas Uygs + - -> Union) Ao varía con la peemulación de los urgumen- 
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tos, por eso 
(1h,) (u,, ...) Un) = 8, (50 12, TWA 2... Uns, 2) == 
7 8 (Uyzp Vizr <<. Un-4, n)=%p (b19 »»«» Un). 
Notemos, que %» (ty, . . ., un) es, cuando X; => uy ¿=4, ..., A, 
el valor del polinomio simétrico k, (X,, ..., Xn) con coeficientes 
reales que dependen solamente de a € RR. 
Por el teorema fundamental de los polinomios simétricos (teore- 
ma 1 del$ 2), existirá un polinomio g, (Y ,, - . .. Y,)con coeficientes 


reales tal, que Ri(X,, ..., Xn) = En (81 [Az ..., Xp)... 
-. Sn l(X,, -.., An)). En consecuencia, 


(4), a Br, (u,, . -. .9 Un) = Eh (8, (Ur, . . .13 Un), ... 
+ <<) 8n (Uy, ... Un)) == E, (—A,, a (—1)” Cn) € R 


(recordemos, que a, son los coeficientes del polinomio unitario 
jERIX], considerado). 

Y bien, Jos coeficientes b, del polinomio f, (X) resultaron reales 
para cualquier a € Kk. Como degf, = 1 — 2% nj (véase (3), 
entonces, por presupuesto de la inducción, f,, tiene por lo menos una 
raíz compleja, que, por supuesto, debe coincidir con uno de los v¿y. 
Modificando el parámetro a € R, que se encuentra a nuestra dis- 
posición, obtendremos otros polinomios /, (X) con coeficientes 
reales. Pero, a cada uno de ellos, le corresponde un par de índices 
1<j (dependiente de a) tal, que el elemento v¡; = uquj 
+ a (uy + uy) € F está contenido en el subcampo € del campo F. 

R 


Como los distintos pares de índices ¿< ¡son en total (7) y los 


púmeros reales a € R son infinitamente muchos, entonces, se en- 
contrarán dos números reales distintos a, a”, con un mismo par de 
indices correspondientes, digamos, ¿ =41, j = 2 (esto es cuestión 
de cómo se numeran las raíces u,, - - ., Un) para los cuales 

UU + a (u, + uz) =C, 

lg +A (UY uu) => ax(, (4) 


serán números complejos. Del sistema de ecuaciones (4) se deduce, 
que también 


_ ee , ee” 
Uy += <—Z) Ulp= 04 


pertenecen al campo C. En tanto esto es así, los elementos u,, Us 
serán raíces del polinomio cuadrado 


(X — 11) (X — us) = X? — (u, + us) X + Urlo 
con coeficientes complejos. Por las fórmulas conocidas 


uu, —u u, -u, y2 
lg, uy == y (2) — Uylla y 
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así que uy, uz también resultan ser números complejos. De este modo, 
para el polinomio examinado f (X') con coeficientes reales, se han 
hallado incluso dos raíces complejas. 
Sea ahora 
JO) =aX”*+aXxX"i+?...44,,X +0, 

un polinomio de grado n con coeficientes complejos arbitrarios 
(puede considerarso ay = 1), pero esto no tiene importancia). Susti- 
tuyendo todos los a; por los números complejos conjugados, obtene- 
mos el polinomio 


fX=d,X"=0/X "+... +4 X +45. 
Introduzcamos el polinomio 
e (X) =f(X)7(X) =eX7" e Xi. ..+ é5n 
de grado 2n con coeficientes 
e4= Y), ayas, k=0,1, ..., 2n. 
ipj=k 
Como la operación de conjugación 2-> z es un automorfismo de or- 
den 2 del campo C (teorema 1, $ 1 del cap. 5), entonces, ex = 
==. as2, = €r, y esto significa, que e, € (RR. Por lo demostrado, 


i+ 
el polinomio e(X) con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz 
compleja c: Ñ 

Fc)"f (ce) =e (c) 0. 
De aquí se deduce, que bien f (ce) = 0, y el teorema queda demos- 
trado, bien f(c) =0, o sea, dy +40 AL dd. o + 6, = 
= 0. Aplicando a ambos miembros de esta igualdad el automerfismo 
de la conjugación compleja, obtenemos «y actt+... 
2. «lr +2, =0, o sea, f (c) == 0. 

El cierre algebraico del campo C (y también el hecho de la exis- 
tencia del campo de descomposición del polinomio) es cómodo 
usarlo en la resolución de distintos problemas. 

EJEMPLO. Sea, So (1) el conjunto de todas las raíces distintas de) polino- 


mio f € € [X], y S, (7) el conjunto de todas sus «unidades»: d € S, 1) =>! (a) = 
= 1. Sean ahora f y g, dos polinomios cualesquiera de € [X]. Es necesario 


mostrar, quo 
Sa (1) = So (E), 51 (0) =$, M0 =>3/(1) = 7 (4). 


Como, ovidentemente, So (1) iS: (1) = K, entonces, de acuerdo con los 
resultados del $ 1, es suficente mostrar que | So (f) US, (1) =>1 + 1, donde 
n= deg f. Por el teorema 1 


v A y 
f(X)=a0 [| (X=, f(X)—1=a, |] (Xd y, ci, AER, 
¡=] Jus1 
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dnnie 
2 s=n=)) ty, v+pup= So ($) M Si (Pl. 


Du acuerdo con el teorema 5 del $ 1, tenemos 
] v E | Ml ¿1 
FX = (1 (O—1ty= |] (X—eJ || (x—dp 7 A, 
i=1 j=1 


de modo quo (nu — v) -|- (n — pu) =Y (s, — 1) + (t, — 4) < deg f (Xy = 
=p=— ff. En consecuencia, 
V+pen-] 1. 
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de Descomposición cn factores irreducibles en R [X]. Del teo- 
rema 1 del $ 5 se deriva que cada polinomio f de grado n en L (X] 
puede ser escrito y, además, de u1 modo único (con exactitud hasta 
la permutación de los faclores) en la foriua 


FX) —a(X — Cc.) (X — f¿) 3 ea (A — Cn), 


donde 4 3=0, €,, . . -., Cn SON Números complejos. Sea ahora f (X) = 
=X"4axX*%*+4...+4,.¡4 + 44 un polinomio unitario con 
coeficientes reules 21. . . ., €, y € alguna raíz compleja del mismo: 
c=u wir, v>0, Aplicando a la relación f (c) = O el automortfis- 
mo de conjugución compleja, ta) como hicimos en la demostración 
del teorema 1 del $ 3, obtenemos que también f (c) = 0, por cuanto 
a, = 4. Por consiguiente, f (X) es divisible por un polinomio de 
segundo grado 
g (X) = -(X—O(XA—0)=X?2—(0+0X cc = 
= X? — 2uX + (u* + vu?) 
con discriminante negativo D (g) = 4u? — 4 (u? — y? = —4y? < 0. 
La condición D (g) <U es necesaria y snficionte para que el poli- 
nomio cuadrado ¿€ R IX] sea irveducible sobre R. 
Si, luego, hos la rnultiplicidad de la raiz e del polinomio f (X) 


y l<kes Ja multiplicidad de la raíz o entonces, f (X) se divide 
por el polinomio de ¿-ésimo grado g (X): 


f(X) = g (1) g (X). 
sl cociente q (X) de dos polinomios de R [X) lambién será polino- 
mio de R [X), además, para k > ?l el elemento c EC será su raiz 
de multiplicidad k — l, mientras que ce no es raiz. Vimos, sin em- 
bargo, que esto no es así. Por lo tanto, e = £ (la suposición l >k 
se examina análogumento), o sea, las raíces complejas de cualquior 
polinomio de /? [X] son conjugadas de dos en dos. Llegamos a la 


conclusión de que para los elementos del anillo factorial R 1X] 
es legítima la siguiente afirmación. 
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TEOREMA 1 Cualquier polinomio unitario [ ER 1X) de grado n 
se descompone de un modo único (con exactitud hasta el orden de los 
factores) en el produciu de m < n polinomios lineales X — c,, que 
corresponden au sus raíces reales e,, .. ., Cm, Y de (2 — m)/2 polinomios 
cuadrados, irreducibles sobre R y correspondientes a los pares de raíces 
complejas conjugadas. 

OBSERVAGIONES. 4) Un polinomio irreducible de R 1X] bien es 
lineal, bien es cuadrático, con discriminante negntivo. 

2) En las designaciones dol teorema 1 tiene lugar Ja relación 


DIp=(-0 * 10M, 


o sea, el signo del discriminante queda determinado por el núnero 
de pares de raices complejas conjugadas. lista relución puede obte- 
verse directamente de la definición de discriminanto, o bien con 
ayuda de la fórmula conlenida en el ejercicio h del $ 2. 

3) Las fracciones rucionales elementales en el campo R (A) 
tienen la forma (9) del $ 4, cap. 3. 

2. Problema de localización de las raíces de un polinomio. Lxa- 
minaremos el polinomio [€ R [X] como una función de valores 
reales x > f (2) del argumento real zx, representando la úllima con 
una gráfica en el plano con el sistema de coordenadas carlesianas 
z0Oy. A las raíces reales del polinomio f (+) (o a los ceros de la Íun- 
ción f fz)) responden las abscisas de los puntos de intersección de 
la grálica con el eje de las z. 

La primer cuestión importante, con Ja que habitualmente se 
tropieza en la práctica, se reficre a Jos limites de las raíces reales, 
o sea, al intervalo « < 2 < b, dentro del cual deben estar todas las 
raíces reales del polinomio f dado. Hablando cnt propiedad, del 


lema 4 del $ 3 ya sabemos, que para | a [>> e + 4 (a, es el 


corficiente superior, 4 == máx [lar ), ..., | 4, 1)) la función f (1) 
no se roduce a cero, incluso si pasáramos a] plano complejo. En los 
ejercicios 1—4 se indican límites más exactos para las raícos. 
El problema más goneral de localización (separación) de las raices 
de un polinomio consiste en indicar paran cada ima de las raíces 
reales el intervalo dentro del cual se encuentra solamente una raíz 
real. La primera resolución satisfactoria de este problema, aunque 
un poco voluminosa, fue obtenida por Sturm en 1529. Nos limita- 
remos a la demostración de resultados más parciales, leniendo en 
cuenta, que la resolución total del problema de Jocatización de las 
raícos (especialmente si se consideran lodas las taíces, incluyendo 
las complejas, cuando no se habla de intervalos sino que de domi- 
nios sobre el piano coniplejo C) se obtiene a un precio muy alto, y 
su simplificación para unas u otras clases especiales de polinomios, 
es objeto de particular preocupación de los especialistas. No nos 
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referireios en absoluto acerca de los métodos de cálculo de la «raíz. 
localizada» con un grado de oxactitud dado. La moderna matemática 
de computación dispove de un amplio arsenal de medios para este 
fin. Entrar en detalles aquí, sería inoportuno. 

Felizmente. en muchos casos puede ser suficiente un cuadro 
cualitativo aproximado de la ubicación de las raices. Una infor- 
mación fundamental brinda la construcción de la gráfica de la fun- 
ción z > f (7), cuyos valores fueron calculados (por ejemplo, con 
ayuda del esquema de Horner) aunque mimás no sea para los puntos 
donde cl argumento x= toma valores enteros. 


Cabe esperar que las raíces (le la ecuación algebraica f (1) = 0 
se hallen entre Jos puntos extremos (o en los puntos extremos), que 
son a su vez raices de la ecuación algebraica f' (1) = 0 de grado 
inferior. El vxamen de la gráfica permite, en todo caso, obtener 
evaluaciones por debajo pura el número do raices positivas y nega- 
tivas, precisamente evaluaciones y no valores etxaclos, por cuanto, 
hablando en general, lus oscilaciones de la función z— f(x) en 
algunos intervalos angostos pudieron ser no tomadas en cuenta por 
nosotros. Es notable la circunstancia, de que las evaluaciones por 
encima para estas mismas magnitudes se obtienen de razonamientos 
muy sencillos, señalados por Descartes ya en 1637. Introduzcamos 
la siguiento 

DEFINICION. — Scan 


ys ips Ugg + ++ e, (0<4 <<... ALEM) (1) 


todos los cocficiontes no nulos del polinomio f(X) = aX” + 
+ aX" —...€ RÍA], escrito en un orden dado. Si 22 jr 41 < 0, 
entonces, se dice. que en el (« -+ 1)-ésimo término tiene lugar un 
cambio de signo. El número total de los cambios de signos en la 
sucesión (1) se designa con el símbolo £ (f). 

Es claro, que siempre (1 < £ ($) < deg f, además, L (—f) = L (f). 
Notemos también, que 2 (f) — L (aX* + a¿ XA" +... .), donde 
el exponente k sabisface la única condición k>n — i,, y ae, > 0. 
Si L (f) = 0, entonces, evidentemente, f no tiene raíces positivus. 
Por otro lado, f puede no tener raíces positivas aún en el caso en 
que £ (f) = doy f/. Ejemplo:  (X) = X* — X 4 1, De todos modos, 
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<omo veremos, el simbolo £ (f) tiene relación directa con el número 
de raíces positivas del polinomio f. 

LEMA. Sic _>>0, entonces. L ((X —c) f) == L (f) 4: 1 + 2s, donde 
sEZz,s>0. 

DEMOSTRACION. — Se supone, claro está, que f +0, así que el sím- 
bolo £ (f) tiene sentido. Si deg f =0, entonces, £ (f) =0, y el 
lema es válido cons — O. Ruzonando por inducción con respecto 
a deg f, supongamos que el loma está demostrado para todos los 
polinomios de grado < n. Sea, dogf =n y 


Í == aX” — ma .js .. . . 2, -¡A a)- un, 
donde a, es el primer coeficiente, después de a), distinto de cero, 


si es que tal existe (k >). Como £ (—f) == £ (f), entonces, sia 
limitación de generalidad, Consideramos que «y, >0. Hagamos 


£ (X) - a, XAR-h Msi => O $ 4. Un» 
Es cluro, que 


Lf=L(0-=., (2) 
donde 


—2 (4.06 
e=3(1 A 


Nuevamente se supone que £ > 0, do Jo contrario, Ja demostración 
para f es evidente. Hagainos también, para lo sucesivo, 


(X —=0O2£ (A) —0a XA 2h (X) 
(observemos que g 40 =>h ==). 
Por presupuesto de la inducción, en virtud de li igualdad (2) 
LUX —0Og(A) =1(0) + 1-2=1L(f) 1 -e-+ 2 (3) 
También lenemos 
(X —c)f =ap A" (X —c)— (X —0)g = apdr* 
—a,cX” 7 a Ate ds + h (A ). 


Si k>4, entonces, evidentemente, L((X —c)f) - 2—€e+ 
+ L((X — e) g), por cuanto e > 0 (2 — e es el número de cambios 
de siginos en la Sucesión 4), —4yC, €y). Tomando en cuenta (3) ob- 
tenemos 


LUX —0f =L(M+t +2, donde s=t F1—e>0, 
Falta examinar el caso cuando k =4: 
(XX —0f=0X"*" 4 (a, — age) X” + (A). 
Si a, y €, — Qpc tienen igual signo, entonces, 


L la; — 046) X" + (A) =L(X 0 £) 
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y 


LU(XN—0Of e 11(X—c0dg=L(MH)- 142, s=f. 


Si a, y a, — €yc tienen signo contrario. lo que es posible sólo cuando 

dy 7>U0 y € = 0. enlonces, 

L (a — ay — ajo) XX) = L (A —c)g) +1 = 
=L(P)+1+2z21 

y 

LUN —0h - LL (la, — Oye) X* HAD) + L(N+1 + ¿s, 


donde s :- ¿4 £-1- 4. Finalmente, si e, -- aye = (0, lo que, nueva- 
mente, es posible solamente cuando ay >0 y e == 0, entonces, 
LUX —=0)f) == 1 (aX 4 h(X))-— £L(aX"” + 4(X)) = 
- LUX —c0g) -L(h 11-2, s=t M 
Con ayuda del lema demostrado se obtiene fácilmente la regla 
de los signos de Descarles. 
TEOREMA 3 Jl mámero de raíces positivas del polinomio fcon coefi- 
cientes reales coincide con L (f) o es menor en un número par. 
DENOSTRAGION. —Stall Cp, Cos. «.. Emo das raíces positivas (10 
necesariamente distintas) del polinomio f(X)- ayAT+... 
2. +8, A*, dende. por condición, dp >0 y a,-, es el último 
coeficiente distinto de cero. Recordando la lorma canónica de des- 
composición de un polinomio (teorema 1), podemos escribir: 
PX) == (X — 61) «(0 — em) 8 (2), (4) 


donde g(X) — 4 XA"? 4... A bXY, ag >0, b>0 (v>0). 
Como 4, y 6 son de igual signo, entonces, £ (g) = 21 es un número 
par. Tomando en cuenta el lema y la descomposición (4), se obliene 
la cadena de igualdades 


LUN —ce)g-132(1 1? 
LUX —e (XA —c0) 8) = 13 2(8— 1) +1 51 292 > 2-5 2 (5180-41), 
LW) mol 24(s cesa ct... Esm + dl). 
La íltima de ellas precisamente expresa la afirmación del teorema. E 

Y bien, siempre m=Z £ ($). Nos delendremos ahora en el im- 
portante caso práctico. cuando, por alguna razón. sabemos de ante- 
mano que todas las raices del polinomio Í son reales. Entonces Liene 
lugar la especificación del teorema de lDescartes. 

TEOREMA 2. Si todas las raices del polinomio f son reales, entonces. 
para un número m  - (f) == m de sus raices positivas, teniendo en cuenta 
lus multiplicidades, es legítima la igualdad mf) = L ($. 

DEMOSTRACION llubiese sido rctalivamente fácil deducir el 
teorema 3 del 2, pero es igualmente sencilla (y, además, instructiva) 
la demostración independiente en la que nos detendremos. 
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Por el conocido ieorema de Rolle del análisis (o del teorema del 
valor medio), entre las raíces a: y bd de nuestro poliuomio a 
existe un número CER, a <ce<bD', para el que f' (e) = De 
aquí se deriva que todas las raices de la derivada f' (X) son bale 
y que m(f) =m (f) o m(f) — 1. En efecto, sean (, <c4<.. 
e. - < c,las raíces del polinomio fde multiplicidados a,, Ra, ..., Rp 
talesquen, 4 ner... 42, =degf = 1. Porel teorema +de1$1, 
ds derivada f' Liene Jas raíces €, Co. . . ., € de multiplicidados 1, —1, 


—4A, ..., Ap A, y on los Antervalos entre ellas, por el teorema 
he Rolle. por Jo menos una TAfz más Ci, Car. +. Cray: Tin total, se 
obtienen (2, — 1) - =. - (tt. — 1) + r=zi=n-—l raices rea- 
les. Como deg f' -- n — EN entonces, f' no tiene otras raícos. Sean, 
luego, 1 < 0, Y Cp -... € Lodas Jas raíces positivas de multiplici- 
dudes Ry ..., Rei ro... cir om = mMíf). Las raicos €. ... 

.. Er de multiplicidadesn;, — 1, .... n, — l.asicomo lasc;, .. - 


- . -, Cy, posiblemente, también la raíz c;-1, serán las raíces positivas 
de la derivada f' (X), o sea, el número de ellas será m (f) — m (f) — 1 
o m (f), como se alirmó. Sirve de expresión analítica de este hecho, 
la casi tautolágica fórmula 


mip=in(fP)d e, em (A — (— JAN), (5) 
Observemos también. que si 
IX) =a A” - ... + pyA”. (6) 
doude e, -y es el último coeficiente distinto de coro, enlonces, en 
correspondencia con la eserilura de (4), €, -. = (—1)” € Ciz- - - CimÚs 
donde e, >0y5b>0. En otras palabras, 
(pre Uv > 0. (4) 


Razonando ahora por inducción con respecto a n - degf. supon- 
gunos que el teorema está demostrado para todos los polinomios de 
grado << n. Si en (6) v > 0, n sea, dy = O, entonces, F(X) —- X +/, (X) 
además, m (f) =m (f)) = £ (1) = £ (f) (m E) = £L(), por induc- 
ción. Queda por examinar el caso en que a, -- 0. Sea 


FAX) =n8y4X "o o. a AL, A 0. 
Entonces 
_ A _ _nán-a SS 
LDiN=LG' 4 d=>3 (1 E )> 061. 


Pero sabemos (véase (7)), que (— 1)"Ma, >0 y (- 19%, > 0 


Por eso, $ (1 — (—17mb+m01) y, por consiguiente, Ó=e. 
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Como, por presupuesto de la inducción, L (f') = m (f'), entonces, 
en difinitiva, tenemos L (f) =m (F') + e o, comparando con (5), 
mf) =L (1. M 

COROLAKRIO (caso particular del teorema de Budan — Fourier). 
Sea que todas las raíces del polinomio f son reales. Entonces, el número 
de sus raíces que se encuentran en el intervalo (a, b), es igual a L (fa) — 
— L (f,), donde 


((0=f(X+9)= Y EL y 
0<kiEn 


Mo0=f(X+09= Y Elx 
UEiGN 


son desarrollos en series de faylor (vénse el ejercicio 3). 

DEMOSTRACION. Por definición, el número m (f,) de raices 
pusitivas del polinomio f, es igual al númoro de raíces del polinomio 
dado f, mayores que a. La misma observación se refiero a f,. En conse- 
cuecen cia, el número de raices del polinomio Y, comprendidas entre a y b 
(a < b), es igual a la diferencia m (f,) — m (f,), la cual, por el 
teorema 2, se expresa on la forma £ (fa) — £ (f»). 


3. Polinomios estables, El polnomio unitario 


J(X) =X9+4+aXtil ss. q Ap X +4, 


con coeficientos reales, so Jlama estable, si todas sus raíces se encuentran en el 
semiplano izquierdo: 

f(0)=0, A=a+i>a<0 
(véase la fig. 19. La terminología tiene su origen en la teoría de ecuaciones 
diferenciales. Los criterios de estabilidad asintótica del comportamiento de un 


Fig. 19 


sistema fisico (y, en un sentido más amplio, mecánico, técnico o económico) 
en el entorno de la situación de equilibrio, obtenidos en esta teoría, requieren 
que 
lim «**=0, (8) 
t= +00 
donde A es una raíz cualquiera del polinomio /, asociada a la ecuación diferencial 
de orden n con coeficientes constantes. Como por la fórmula de Euler (véase (15), 
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$ 1 del cap. 5) eAl = entetft = eat (cos Pt + ¿sen Bi), entonces, ol término 
dominante es eat y la condición (8) os equivalente a la desigualdad a < 0. 

Surge el problema original de localización, el problema de Routh—Hurwitz*), 
cuando directamente por los cooficientes del polinomio f, es menester aclarar 
si es f estable o no. Este problema algebraico fué resuelto ya en 1895. El criterio 
de Routh—Hurwitz dico: el polinomio f es estable, si y sólo si, se cumplen las 
desigualdades 


PL>0,. Lai. Ea > 0, (9) 
donde 
a, í 0 M 0 0 do 
az 4 a, 1 4 Ú pl 
Ti= 5 24 3 3 8, í si 
a7 aé6 a Ga (g fa so. 4) 


Coh=1 Úghoa Cha Czoh=a “oi=b Cohó ».> (Ah 


(se supone, que 4 =0 para s> nm). 

Sin pretender demostrar el toorema de Routh—1Jurwitz (esto es más propio 
hacerlo en otros cursos), prestamos atención a la circunstancia de que la forma 
elegante de su furmulación se debe por completo a la teoria de Jus determinantes, 
Luego, de acuerdo con el teorema 1, cuando se cumple la condición (9) cl poli- 
nomio f (X) se representa on forma del producto de factores del tipo X -+ n, 
X2+vX +1, conu > 0, v> 0, w > 0 y osto significa, que todos dos coefi- 
nicientes dol polomio estable f (X) son positivos: 


a41>0, a3>0, o... “y >0. (10) 


De este modo, las condiciones (10) son necesarias para la estabilidad del poli- 
nomio f (X). No siendo en el caso reneral suficientes, ellas permiten, sin embar- 
go, reducir aproximadamente a la mitad el número de las desigualdades deter- 
minantes (9). Esto es cómodo, ya que el cálculo de los determinantos exige 
mucho trabajo. 

EJEMPLO. Para nr «= 2, q] sistema de pr ro T, >U, f,>0, es 
equivalente a otro más sencillo: a, >> 0, a, > 0, lo que, de paso, es evidonte 
de las fórmulas de las raíces de la ccnación cuadrática. 

Para n= 3 todo se reduce a las desigualdades a, >> O, a, > 0, 43 > 0, 
2/07 > A4g, por cuanto Py = az (4,07 — az). 

Finalmente, obsorvemos que el criterio de Routh— Hurwltz no resuelve 
todas las cuestiones vinculadas con la estabilidad, por cuanto, an la práctica, 
se trata de polinomios y de ecuaciones diferenciales, cuyos coeficientes dependen 
de un parámetro. Las condiciones de estabilidad debon formularse en términos 
dol propio parámetro, lo que ya cs una tarea de naturaloza lotalmente distinta. 


EJERCICIOS 


1. Sea f (X) = aX” + exrA4 ,.,. 4 e, un polinomio real de grado a. 
Mostrar, que el conocimiento de los límites superiores de las raices do los pali- 
nomios f (X), xry( z) XD, Xy (—z) brinda los límitos inferiores y supe- 
riores, de las raíces positivas y negativas del polinomio f (X). 


*) De hecho, formulado mucho antes (en 1868) por el físico inglés J. C. Max- 
well y resuelto, para grados pequeños por 6l ingenicro ruso 1, A. Vishnegradsky, 
quien se ocupaba del problema de la estabilidad de los reguladores (1878). 
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2. En las o del ejercicio 1 sean, as > 0; m, el menor índice 
para el cual a,, <: 0; B, el máximo de los valores absolutos de los coeficientes 
negativos. Moslrar, que 


e<t+YRiw 
para cada raíz real positiva del polinomio f (X). (Indicación. Para x > 1 partir 


de la estimación 
n-m+1._4 ¿n-m+l 


f (1) > a —B E [ayz-1 (x—1) — B].) 


z—1 z=—1 
3. (Fórmula de Taylor). Sea P un campo de característica nula, a €*P, 
Para cualquier polinomio f € P |X] de grado n, tiene lugar la fórmula 
? . (A) 
o=104+L0 ax-94+ Ll ama... EL ay. 
(Indicación. Verivar k veces la expresión formal 
$(X)= 53) b¿(X—a)! y hacer X=a4.) 


4. Mostrar, que si / (a) > 0, /' (a) >0.... (mL) > 0 para el poli- 
nomio real f (X) de grado n y con coeficiente suporior ay positivo, entonces, 
[()=0,c>0=<c <a. (Indicación. Aplicar el ejercicio 3.) 

5. Aprovechando la regla de los signos de Descartes, hallar el signo del 
discriminante de los polinomios XB — X3 + 1, X3 — 6X — 9 (véase la obscr- 
vación al final del punto 1). 

6. ¿Puedon los polinomios XB— X —4 y X? 4 eX +Db€ QIX] tener 
raíces complejas comunes? Recordemos (véase el ej. 10, del 3 4), que elf poli- 
nomio X5— X — 1 es irreducible sobre (,. 

7. Mostrar, que las raíces del polinomio f (X) = X5+ uXt + 10X34wE 
€ 2 (X] con término independiente w se 0, no pueden ser todas reales. (Indica- 
ción. Es cómodo pasar a! polinomio recíproco X sf ( z) y luego utilizar las fórmu- 
las (12) del 8 1, y (9) del $ 2.) 

8. Es claro, que si el ee entero [(X) =4ay¿XR + ... +, tiene 
una raiz « € 7, entonces, c divide ol término independiente a, == f (0): f (e) = 
=0>4, = € (aga? — ... — ly 20 — Gp-1). Mostrar que, a un mismo 
tiempo, e — 1 divide f (1) = Da, y e + 1 divido y (1) = Y (1)! as. (Indi- 
cación. f(X) =— (X — ce (X) >g (X) € Z|X1.) Aplicar estos razonamicntos 
a la búsqueda de las raices enteras del polinomio X4 + X* — X2?24- 40X — 100 
(respuesta: e = 2). 

9. Convencerse, «de que 

[(X)= X"+axX9d + 0r€71X)l 1()=0, c€ Q>cEz. 


(ndicación. Sic =- ajo es una frucoión irreducible, entonces, a”/b = —ajan-! — 
— agar — ,.. — a, ba-1), ¿Qué se puedo decir acerca de las raíces raciona- 
los dal polinomio entero con coeficiente superior ay ye 1? 

10. Cualquier pelnendo f (X) con f (zx) > 0 para todas las z € R se puede 


representar en la forma 
(A) = g (X)? A (9?, 
donde y, kER IN]. (Fndicación. Con ayuda del teorema 4 descomponer / (X) 
cr factore del tipo (X - aJl + b%, y aprovechar la identidad formal 
(1? + q2) (2 4- 5) = (pr + q)? + (ps — qr)?, 
que se deriva de la relación 


lp+iq1?1 rr 4s11=| (p + do) (r + 23) 1”). 
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11. Obtener indepondientemente los criterios de estabilidad de los poli- 
nomios de grados 3 y 4. Para n = 4 escribir el mismo en forma de las desigual- 
dados: a, > 0, a, > 0, a,23 > 43, 83 (8,29 — 43) > ata,. (Indicación. | (X) —= 
= +0 em (M2 ax + bx 30), donde a=a +0, b= 
= P + 00, c = PO, además, a, $, DE R. La estabilidad de f (X) es equivalen- 
te a la estabilidad de los pares de polinomios X*? + aX + f, X +0, o sea, 
al cumplimiento de las desigualdades a > 0, $ > 0, 8 > 0. Se comprueba 
facilmente, que este sistema es equivalente al sistema de desigualdades a > 0 
b>0,¿>0, ab —c > 0. Emplear razonamientos análogos con respecto al 
polinomio real de cuarto grado). 


«Ultimamente, cada vez es más difundido 
el punto de vista, que muchas de las 
partes de las matemáticas no son otra 
cosa que la teoría de invariantes de 


grupos especiales» 
(Sofus Lie, 1893) 


Parte Il 
GRUPOS. ANILLOS. MODULOS 


Ei contenido de la segunda parte se puede calificar como una 
continuación sumamente seria pero, es de esperar, no demasiado 
abstracta, de Ja primera. Se introducen relativamente pocos nuevos 
conceptos. El lector encontrará sus viejos conocidos del capítulo 4, 
quienes lo conducirán a un dominio de ideas con mayor contenido. 
Se recomienda prestar máxima atención al estudio de los ejemplos, 
a los que se dedica casi la cuarta parte dol texto (digamos, el mate- 
rial del $ 1, cap. 7, y del $ 3 cap. 3, se consideran, naturalmente, 
como ejemplos). Por otra parte, éstos se han seleccionado con la 
intención de tender un puente entre el álgebra y otras partes de las 
matemáticas. Si, como resultado, al Jeclor se le fortalece el senti- 
miento de unidad de las matemáticas, entonces, la meta buscada 
por el autor en la segunda parte del libro, deberá considerarse alcan- 
zadas' 
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Capítulo 7 


GRUPOS 


En este capítulo se desarrolla el concepto de grupo, introducido 
en el capítulo 4. En primer lugar, se hace incapié en el estudio de 
un género distinto de «operaciones» naturales de los grupos, y no en 
la consideración de grupos abstractos, a los cuales se les han dedicado 
muchos trabajos especiales. Precisamente, las realizaciones con- 
cretas de grupos han dado impulso al desarrollo de la teoría general 
de los grupos y le otorgaron a ella reputación de instrumento útil 
de investigación matemática. 

En el fondo de ejemplos particulares (pero, observemos, impor- 
tantes) se hace más insistente la idea (le considerar los (homo-, epi-, 
iso-) morfismos de grupos, así como las estructuras teóricas de gru- 
pos, que permiten reducir el estudio de objetos complejos al de más 
sencillos. 
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1. Definiciones generales. El curso de álgebra lineal y de geo- 
metría nos suministra nuevos tipos de grupos, merecedores de que 
nos detengamos en ellos con un poco de mayor atención. La separa- 
ción, en los grupos de transformaciones de los subgrupos de espacios 
afines, euclídeos y hermitianos, que dejan en su lugar un punto fijo 
(por ejemplo, el origen do las coordenadas) lleva a los denominados 
grupos clásicos GL. (n), SL (a), O (n), SO (n), U (n), SU (n). Obser- 
vemos, que el lugar verdadero de los mismos, se halla entre los 
llamados grupos de Lie. Correspondería agregar por lo menos 
también el grupo simplicial Sp (n), pero no nos hemos propuesto la 
descripción de todos los grupos clásicos; esto se hace en otros libros. 
Para n no grandes se dicen grupos clásicos de pequeñas dimensiones. 
Con los grupos GL (1), SL (1), hemos tenido la oportunidad de encon- 
trarnos antes (véase la parte 1). Deseando evitar una gran dependencia 
de la geometría, recordemos, que la elección de la base ortonorma- 
lizada en el espacio conduce a una definición matricial equivalente 
de los grupos ortogonal y unitario: 


0 (1) = (4 EM, (R) ll A-A =A4-+4 = E), 
SO (n) = (4 € 0 (n) | det A =1), 
U (1) = (A EM, (0) [4*-A =A-4* = E), 
SU (n) = (A € U (n) | det A = 1). 


Aquí 4* = '4 es la matriz que se obtiene de A = (2,,) por trans- 
posición y sustitución de los coeficientes a,y por los números com- 
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plejos conjugados 4,,. Los grupos SL (a), SO (a), SU (2), llevan el 
nombre de especiales (lineales, ortogonales y unitarios). En parti- 
<ular, 


0(1)=1£ 1) SO()=(1), 

U(1)=e*/0<p<20, SU()=(1), 
cosp —senp 
son q cos q 


50(2)=| 


[oe <=] =U (1. 


El isomorfismo entre los grupos SO (2) y U (1) se da por medio de 
la correspondencia natural 


cosp  —senp 


o elo, 
sen p cos p 


Como la representación geométrica de los números complejos eto, 
0< y < 21 es la circunferencia S* do radio unitario en R*, enton- 
ces, se dice también, que el grupo SO (2) y la circunferencia S? 
son topológicamente equivalentos. El sentido exacto «lle esta termi- 
nología se explica en el curso de geometría. 

Una relación admirable y mucho menos evidente existe entre 
los grupos SU (2) y SO (3). Detengámonos previamente en la repre- 
sentación geométrica del grupo SU (2), que nos llevará posterior- 
mente a la representación geométrica del grupo SO (3). 

2. Parametrización de los grupos SU (2), SO (3). Por el conocido 
teorema de Euler, cada clemento del grupo SO (3) de las rotacionos 
propias del espacio euclideo tridimensional R* es la rotación alrede- 
dor de cierto eje fijo. Digamos, las matrices 


cosp —sentp 0 1.0 0 | 
18,=|| sen cosp 0 |, Ca= [0 cosó6 —sen8 (1) 
0 4 O sen8 cos 0 


responden a las rotaciones alrededor de los ejes Oz y Ox respectiva- 
mente a los ángulos p y 6. Utilizando la parametrización de las 
rotaciones con los ángulos de Euler q, 0, p (0< q, y < 21,0% 0 < 
< 1), cuyo sentido geométrico por ahora no nos interesa, Cualquier 
matriz A €SO (3) puede escribirse en la forma, 


A == BoCoBy, (2) 


donde Bj, By, By, son las matrices indicadas más arriba (1). 
Sea, además, 


cl; ¿Joso 
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Tenernos 


== € 


5 
$ 


a 


% 
B mo - 

Como g € U (2)<> g* = g7, entonces, ÍÓ =a y y =— P. De este 

modo, cualquier matriz g de SU (2) tiene la forma 


A 8) 


Inversameunto, si g es una matriz del tipo (3), entonces, evidente- 
mente, g € SU (2) En consecuencia, cada elemento del grupo SU (2) 
gueda determinado univocamente por un par de números complejos 
e, P, tales, que Ja |?+J/f P =41.Si se hacen a =a, + ¡Qy, 
e Bj +1iB con a, Ph ER ¿=VM—Í, entonces, la condición 
af? +/(8B) =1 escrita en forma 
ato +B+P=1, 
permite decir, que el grupo SU (2) es topológicamente equivalente 
(Romeomorfo) « la esfera S? en el espacio real cuatridimensional R*. 
Presteomos atención a las matrices unitarias 


gx 


i2 cos2 ¿sen Y 
e 0 2 2 

dl app > A y 4 
O e 2 ¿sen 5 COB 5 


Como se demuestra en el curso de álgebra lineal (y, en el caso 
dado, sc comprueba inmediatamente), para una matriz unitaria del 
tipo (3) existe una matriz unitaria u tal, que 

g = uby ur! (3) 


1919 


, determinado por la ecuación cuadrática 
A =2aj +1 =0,. 


Observemos también, que cualquier matriz (3), siendo «af + O, 
puede tomar la forma 


1 
condA =e 


cosz.e ? isenzue 2 


a (9, 0, y) = bycob y = v-o ¡28 ) (5) 


donde 
U< y <2x, U<O0<xH", —2a< Y < 2x1 *). 


*) Más adelante se verá, que p, 6 y son los mismos ángulos de Euler. 
A las matrices unitarias +48 se las pone on correspondencia a un mismo giro 
on Ri po eso el codominio de variación de p se restringe al semiintervalo 
( ST o. 
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Es suficiente hacer 


Y 


32, [8] =senL, Arg P= ——, 


Ja] =co8 5 9 
aprovechando la circunstancia de que cada número complejo z 
se da mediante dos parámetros reales | z | y arg z (Arg z os el valor 
principal del agrumento arg 2). 

Ahora estamos preparados para comenzar a resolver el problema 
fundamenta] de este parágralo. 

3. Epimorfismo SU(2)-—> SO(3). En correspondencia a cada vec- 
tor 2 = 2/0, + Zgly + 2,83 de) espacio euclideo tridimensional R? 
con norma N (1) = 2? + 23 + z1, ponemos Ja matriz compleja de 
segundo orden 


L3 ¿+ iZ 


H,= 


(7) 


El espacio Mí de las matrices del tipo (M está compuesto de todas 

las matrices hermíticas con traza nula (E. = H y, tr H, = 0), ade- 

más, la correspondencia entre los vectores € R? y las matrices 

H. € M”, resulta, evidentemente, biunívoca. En particular, a los 

vectores oi €1, €2, €3 ER? les corresponden las matrices básicas 
IH, == Isho, + aho + Tygltg, 


Rh, = Her 
10 
all O 
Mi; == ÁÚ Pas ha» hy —Ro 


Observemos, que a cada operador linea] V*: H, —H, en MM; 
con matriz A en la base (8) Je corresponderá un operador lineal 
totalmente determinado O: x ] — y en R? con la misma matriz A 
en la base e,, €2, €3, por cuanto Hou, = 0H Hxopx =Hx + Hs. 
Como en el futuro no se usarán otras bases, a veces identificarecmos 
los operadores con las matrices que les corresponden. 

Sea ahora g un elemonto fijo del grupo SU (2). 

Examinemos la aplicación 

DD : 8H, gl1:87. (9) 

Como las trazas de matrices semejantes coinciden, entorices, 
tr 0 (H,) = ir H, =0. Además, g* = '$ = g7?, por eso 


(6H g)y* = (gy*ITég* = gH yg” 
y, en consecuencia, Wi (11,) € M4: 


Ya e] 
E —liya —Ys Hr 


T¿—jlg —2y 


0 1 


halla 0 


0 di 
ol: 


, hy == 


D (8 ,) un 
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donde y = (Yi, Ya, Ys) ER? De las igualdados definitorias (7) 
y (9), se observa, que 
D; (Hara pz ) =a0; (HL) 0D; UL, »). 

Por lo tanto, la aplicación DF (respectivamente, D¿) es el operador 
lincal en M; (respectivamento, en 3). 

Mostremos, que D,: R3=>- [R? es un operador ortogonal. 

Efoctivamente, 
N(V¿(0)) = N (4) =yl + y + y] =—det H, = —det OH )= 

= —det ¿Hg? = —det A, =23+042-24=NM(:), 

o sea, D, conserva la norma y, en consecuencia, el producto escalar. 
Hasta ahora no queda claro si cambia o no Y, la orientación del 
espacio |R* que dependo del signo del det De Sólo sabemos que 
det D, = +1. 

Como se deduce de la definición, 

DEDEAZ) = E AABT = (818) Hg ca)! = Dig (Ha), 


además, Di es la matriz unidad ortogonal do orden 3 para E = 
== lo ¿ € SU (2). Por lo tanto, la correspondencia 


D:g>0, (0 D*:g > 0) 


es un homormorfismo de SU (2) en O (3). El núcleo Kor D = Ker D* 
está formado de matrices unidades g, para las cuales Dj = Df. 
Con obras palabras 


Ker D = (g €SU (2) | 2H = Hg, VH € Mi) = 
= (g ESU (2) | 8h, =kyg, j=1, 2, 3), 


donde h,, hy, h¿ son Jas bases (8) espacio Mi. La verificación directa 
muestra que 


a 
Echomos una mirada a las imágenes de las matrices unitarias (4) 
en presencia de un automorfismo de “D. Efectuamos el cálculo para 
DD? on la base (8): 
beirbz! = (cos p) hi + (sen q) ha, 
doñabo = (—sen p) h, + (cos q) hz, 
befesbz* 9 — Ryo 
Por lo tanto (aquí pasamos libremente de D* a 0D y de las matrices 
a los operadores), D, = B, (véase (1)) es el giro del espacio euclí- 
deo tridimensional A? en el ángulo q alrededor del eje Ox, (o hy). 
Si se eligon tales p y u, que se cumpla la relación (5), entonces, por 
Cuanto $ es un homomorfismo, tendremos 


D, =D, Dz: y  detO, = det Dd, el «(det D,)7? == 1. 
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Esto muestra que, efectivamente, D es un homomorfisimo de 
SU (2) ea SO (3). 

De modo análogo se verifica, que D¿, = Cyes ol giro a un ángulo 
O alrededor del eje Ox. Ahora, para cualquier matriz 4 € SO (3) 
tenemos 


A=ByC0By= Dry Dry Dhp, chy = Da (7, 9, $» 


En e la imagen lin D contiene todo ol grupo 50 (3), y hemos demost- 
rado e 

TEOREMA 1. El grupo SO (3) es la imagen homomorfa del grupo SU (2) si 
eztste el homomorfismo UD: g > Dg con núcleo KerD = (+E). Cada giro 
de SO (3) responde exactamente a dos operadores unitarios g y —g de SU (2) a. 

4. Representación genmétrica del grupo SO (3). Del teorema 1, se deduce 
inmediatamente cl 

COROLARIO. El grupo SO (3) es topulógicamente equivalente (homomorfo) a 
espacio real proyectivo tridimenstonul P3). 

Efectivamente, vimos en el punto 2 que los elementos de SU (2) so hallan 
on Correspondencia biunívoca con los puntos de la esfera $3 en el espacio real 
tetradimensional Ri. A los operadores lincales +8 SU (2) los corresponden 
puntos diametral “nte opuestos en SY, que con el hormomorfismo «DP se juntan 
(identifican). Se obtiene uno de los modelos del espacio proyectivo R(p3). a 

£n el curso de álgebra lineal y geometría, el espacio proyectivo R(PR) 
se define como el conjunto do rectas del espacio R”*! que pasan por el origen 
de las coordenadas O. Cada una de estas réctas interseca la esfera unitaria S? 
con centro en O, exactamente en dos puntos diametralmente opuestos. Dando 
uno de estos puntos la recta so determina univocamente. Esto significa, que 
el espacio R(P*%) puede sor definido como espacio cociente de la esfera unitaria 
Sn de R”*, en relación a la equivalencia éstablecida para los puntos diamatral- 
mente opuestos de la esfera $”. En nuestro problema no entra ahora la tarea 
de topología en R(PR), 

Hemos llegado a un resultado relativamente inosporado. En la esfera S? 
y on el espacio proyoctivo R 8 se establecen estructuras de grupo: en el pri- 
mer caso $5/(2), en el segundo SO(3). Cuilquior intento de dar la estructura 
de un grupo continuo on $3 0 oa 2 (P2) sufrirá un fracaso (resultado que no 
tiene vinculación con nuestro toma). 

De acuerdo con el teorema 1 y gu corolario, el grupo SO(3) es «dos veces 
inenor» que SU(2). La existencia del epimorfismo SU(2) > SO( es natural 
el preguntar sobre la existencia del monomortfismo S$0O(3) — SU(2). Veremos 
en el cap. 8, que la respuosta a esto interrogante es negativa. 


EJERCICIOS 


1. Llenar las lagunas en la demostración del teorema 1, o sea, comprobar 
ofoctivamente (sin citar el curso de álgebra lineal y geometría) todas las peque- 
ñas afirmaciones, comenzando con la igualdad (2). 

2. Utilizando la on goométrica del grupo SU(2), mostrar que 

(0, 1, 0, 0) «(0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 1) 4(0, 0, 1, 0)» (0, 1, 0, 0) + 
(producto do puntos en $3). Los mismos puntos (0, 1, 0, 0), (0, O, 4, 0), 
examinados en R (P3), son permutables. 

Mostrar, que si los coeficientes de las matrices unidados 


t t £ t 
cos 7 18en cos] —3enN= 
KR, (0= s Kz(t)= 3 
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¡e 
2 

Ky (1) = 
0 e ?2 


se diferencian con respecto a £ haciendo luego t = O, entonces, se obtienen las 
matricos 


ippo 4 i i O 4 i 
a P ==. £,=- | 2 ¿l=7*» 
_ ¿4 ps up 
1.=>+||; _1ll= ges 
que conforman la base del espacio Mz de las matrices hermíticas antisimétricas 


x =| is kE 
ka ik] —Uky 


con traza nula: K* = —K, tr K = 0, 


, k¡ER, 
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1. Los homomorfismos G—> S(Q). Para nosotros, la teoría de 
grupos comenzó en el capítulo 4 con ejemplos de grupos de trans- 
formacionos, los subgrupos del grupo $ (0) de todas aas aplicaciones 
biunívocas del conjunto % en sí mismo. Esta forma de acceder al 
tema, respondo al camino histórico por el que se desarrolló esta 
teoría, y al significado que los grupos do transformaciones tienen 
en otras partes de las inmatemáticas. La llamada teoría abstracta de 
los grupos, fruto de una época posterior (primera mitad de nuestro 
siglo), se alejó de los grupos de transformaciones, pero muchos de 
sus conceptos llevan la marca de los viejos tiempos. Precisamente, 
la fuente de esos conceptos la hallamos en la idea de realización 
(representación) del grupo dado G en S (9), donde Y es un conjunto 
elegido adecuadamento. Es cómodo contender como realización de 
G en $ (82), cualquier bomomorfismo VD: G=> S (82). Si Dd, es una 
transformación de S (Q), que responde al clemento g € G, entonces, 
D =eg es la transformación unitaria Q> Q y Oy, = O, o 0D»; 
£. REG. La imagen 0, (x) del punto (elemento) z € Q respecto a la 
transformación Q, Írecuentemente se designa simplemente con el 
simbolo g%, lo que da lugar a hablar sobre las aplicaciones (g, 1) 
=> gx del producto cartesiano (G, Q) en (. Sería más correcto escribir 
goxogs*z, para que no hubiese confusiones con la multiplicación 
en G pero en la mayoría de los casos no es necesario. Las propiedades 
do la translormación V¿, antes señaladas, se escriben en la forma 


(i) er=x TEN, 


(ii) (gh)x=8glhtx), g, he€ec. 
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Cada vez, cuando so tieno la aplicación (g, 2) > yz del producto 
cartesiano G X Q en 9, que satisíace Jas propiedades (i). (ii), se 
dice que el grupo;opera (a la izquierda), sobre cl conjunto Q, y que 
£ es un G-conjunto. Por otra parte, teniendo un G-conjunto (2, por 
medio do la fórmula 

0, (1) =g8x, ZEN, 


definimos una aplicación Dd, : £ => Q, para cada g € €, además, de 
(i), (ii), se deduce, que D: g >, será un homomorfismo de G 
sobre S (2). También se dice (en especial, cuando | (2 | < 00), que 
con Ja operación de G sobre Q so asocia la representación (D, Q) del 
grupo G en el grupo de permutaciones. El núclev Ker (D se llama 
núcleo de operación del grupo G. Si Dd es un monomorfismo (de otro 
modo: si gr =x,VxrE€0D= g = e), entonces, se dice que el grupo 
G opera efectivamente sobre el conjunto $. 

OBSERVACION. Cada operación de G en Y induce la operacion de 
GenQ*=QX... X Q por la regla evidente: g-(Z1, . . .. Th) = 
== (81, ..., £%r). Además, se tiene la operación inducida de G 
sobro el conjunto de todos los subconjuntos :P (Q) (véase el ejercicio 
4,58 5 del cap. 1). Hacemos g YH = YH, y si 7 es un subconjunto no 
vacío en Q, entonces, 87 = fgt |t€ 7). Las propiedades (i), (il) 
se verifican inmediatamente. Es fácil comprender que 7 y g7 tienen 
igual potencia, puesto que ( indice la operación sobre los subcon- 
juntos equipotentes. 

2. Orbitas y subgrupos estacionarios de puntos. Dos puntos x, 
x' € Q se llaman equivalentes cou relación al grupo G, que opera 
sobre 8%, si 2” = gx para algún elemento r € G. Las propiedades de 
reflexibilidad, simetría y lransitividad, obtenidas fucilmente cun 
ayuda de (i), (ii) (véase el p. 1), muestran, que eslanios en presencia 
de verdaderas relaciones de equivalencia. que dividen Q en clases 
disjuntas de oquivalencia. A estas clases de equivalencia se adopta 
lMamarlas G-órbitas. Jia Órbita contenedora del elemento z, € Y, es 
natural designarla con cl] símbolo G (xp); de ese mudo, G (xp) = 
= [gxp, | g € G). También se emplean, sin embargo, otras notaciones, 
que subrayan las particularidades de una u otra operación de € 
en Q. El concepto de órbita se tomó de la geomotría. Si, por ejemplo, 
G = SO (2) es un grupo de rotaciones en un plano alrededor del 
punlo de origen O, entonces, la circunferencia con centro en O, que 
pasa por P, servirá de órbita del punto P, y el conjunto $ == e? 
será la unión de las circunferoncias concéntrias, incinyendo la de 
radio nulo (el punto O). Para nosotros, el concepto de órbita lampoco 
es nuevo. Lo utilizamos on el cap. 4 para la descuimposición de la 
permutación 1 € S, en un producto de ciclos independientes. En 
calidad de G se tomó el grupo cíclico (1). 

Sca xy un punto fijo en $. Examinemos el conjunto 


St (10) = tg EG | gx. = zo C f. 
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Como exp = Zo, y £, RESt (2)) > gh”? E St (xp), entonces, St (xp) 
es un subgrupo en €. ste se denomina subgrupo estacionario (o esta- 
bilizador) en € del punto z, € L y frecuentemente se anota con el 
simbolo Gy,. Para la operación antes considerada del grupo SO (2) 
sobre R? tencmos St (0) =8SO (2) y St (P) =e, si P +40. En el 


caso genera) 
gl = gi <> gg ESt (10) <> £” E g St (20). 


En consecuencia, las clases adjuntas para la izquierda g St (xp) 
del grupo G respecto al subgrupo estacionario St (xp), se encuentran 
en correspondencia bjunívoca con los puntos de la órbita G (zp). En. 


particular, 
Gard G (x,) = Card (G/St (x,)) = (GC: St (zo). (1) 


Aquí, como antes, G/St (zp), cs el conjunto cociente de G respecto 
a St (20), y (G : St (xp)) es el índice del subgrupo St (x,) en G. 
La potencia Card G (2) muchas veces se llama longitud de la G-órhi- 
la del punto zo. 

De (1) y del teorema de Lagrange se deduce, que la longitud de 
cualquier órbitu con relación al grupo finito G, es divisor del orden del 
grupo. 

Prestemos también atención al hecho de que el punto zx, en la 
parte derecha de las relaciones (1) puede ser sustituido por cua)- 
quier punto z, € G (xp). En efecto, 


Card G (7)) = Card G (25) = (G : St (25). 


Una afirmación más contundonte sobre los subgrupos estacionarios 
consiste en lo siguiente. Sea 2, = £%,. Entonces 


St (1287, = St (7o)X7 = 4 = EZo» 


de donde 
ETSt (20) ELp = Zo, o sea, g7St (rg St (zp). 
Análogamente, 
g St (x.)g Cc St (23), 
por cuanto 


St (10)grlaj = St (2p)2. = Zo = Ex. 
Esto significa, que tienen lugar las ignaldades 
St (24) = £St (20)g7? = ¿ghg”" | Rh E St (20). 
En el espíritu del ejemplo 1, considerado más abajo, dos subgrupos 
1, YU <G se Haman conjugados, si H” = glfg-* para algún g EG. 
Expresemos los resultados obtenidos cn forima de teorema: 


TFOREMA 1. Sea que el grupo CG opera sobre el conjunto $). Si dos 
puntos Xy, x,€ YN están situados en una órbita, entonces, los subgrupos 
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estacionarios de ambos, son conjugados: 
Ly = giy > St (2p)” = 8 Sl (20)8g 7. 
Si, luego, G es un grupo finito, y 
Q=2 UY QU...U Y, 


es una particulación de Y can un número finito de órbitas con los 
representantes Z,, Ya, « . ., T,, entonces, 


[21=2 (6: ST(x)) Y (2) 


La fórmula (2) sirve de base para muchos aplicaciones del «método 
de órbitas» a los grupos finitos. 

3. Ejemplos de operaciones de los grupos cn los conjuntos. Nos 
detendremos sólo en ejemplos, propiamente referidos a la teoría 
de los grupos. 

EJEMPLO 1. (operación por conjugación). En 9% = G se defino la 
operación de cualquier elemento g € G mediante la fórmula 


> [y (1) = g2g 7, VreG. 


Se podría haber escrito g e z = gxg”*, pero hemos preferido utilizar 
nuestra vieja notación del p. 2,$3 cap. 4 para el autormorfismo inter- 
no /¿, que corresponde al elemento g EG. 

La operación :£, identificada con la operación /,¿ € Inn (G), se 
llama por conjugación (o por transformación). Le sirve de núclco cl 
centro del grupo 


Z()=(E611,()=2% VEEG) =1Z EG | 2g = gz, Ve EG). 


La órbita del elemento EG = Q, denotada aquí con el símbolo zx“, 
se llama clase de elementos conjugados, o sencillamente, clase conjugada 
contenedora de zx. Si a, bd € x', entonces, a veces se escribe a b. 
G 

Vara el subgrupo estacionario St (x), llamado en este caso centrali- 
zador del elemento x, con más frecuencia se emplea la denotación 
C (2) (o Co (2), si cn necesario separar el prupo G). 

La operación por conjugación, de acuerdo con la observación: 
nl final del p. 4, se traslada a los subconjuntos y subgrupos en G. 
Dos subconjuntos MM, TG son conjugados, si T -= gifg-* para 
algún n€G. Sea H un subgrupo en G. Se acostumbra decir, que 


N (UN) =St(H) = (gEG 1gHg” = 11) 


es el normalizador del subgrupo F en G. En particular, A < G (H es 
un subgrupo normal en €), si N (RH) =G, la que está de acurdo con 
las definiciones del cap. 4. En correspondencia con Jas relaciones (1), 
la longitud de la órbila IIS (número de subgrupos conjugados con HT) 


coincide con el fndice del normalizador N (H) en G. | 
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Sean, luego, G el grupo finito y af ,..., 2, sus clases conjuga- 
das, además, Jas q primeras de ellas sun unielementales: 
E - íz), i=1,..., 9(21, =8). 


Entonces, Z (G) = (21, Las » - «» q), y las relaciones (1) y (2) se 
reescriben an la forma 


lx? =(6: C (2,)); (15) 
¡G|=|12(G|+ 2 (G:C (x;)). (2) 
img+1 


Sea, digomos, G = $. Entonces, r = 3, q =1 (0 sea, Z (S7) = e) y 
Sy = (e) U (02), (13), (23) U (0123), (132) 

es la partición de S, en clases conjugadas. Las dimonsiones do estas 
clases (longitudes de Jas órbitas) dividen al 6 = | S¿[, como lo 
prescribe la relación (1%). La relación (2') conduco inmediatamente 
a la siguiento afirmación interesante. 

TEOREMA 2 Cualquier p-grupo finito G (grupo de orden p” >, 
p es un mímero primo) posee un centro Z (G) —= e. 

DEMOSTKACION. Si G es un grupo «beliano, entonces, G = Z (6) 
y no hay nada que demostrar. En caso contrario r > q, (G : C (X;¡)) = 


= pl, n¡>1 cuando ¿ > q, y la relación (2), recscrita en la forma 


pr=IZ (+ 2 Pp", 
ímq-+1 


muestra, que |Z (G) | se divide por p. MP 
La existencia del p-grupo no abeliano es fácil de establecer. Es 
suficiente examinar el grupo de las matrices triangulares superiores 


ta c 
pal O 4 bilja, db, .e2,) 


0.04 


con coeficientes en un campo finito de p elementos. 

EJEMPLO 2. (traslación). La aplicación £,¿: G—> G, definida por 
la fórmula £. (g) = ag, que utilizamos en la demostración del teore- 
ma de Cayloy (véase el $ 3 del cap. 4), con frecuencia es llamada 
traslación por la izquierda en «. Como eg = g y (ab) g = a (bg), en- 
tonces, Jas Lraslacionos por la izquierda provocan la operación de G 
en sí mismo, y ésta induce la operación en los subconjuntos del 
grupo G. Sean, en particular, E cl subgrupo y G/H el conjunto de 
las clases adjuntas por la izquierda respecto a g/T, g EG. 

Es claro, que la aplicación 


(1, ¿H)> g (8H) = 28H 
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determina la operación L% del grupo G en Gi1f. El núcleo Ker 2/4 
de esta operación es el conjunto (r€G |£% (¿H)=g11, Ve EG) = 
= (EG |L2 (4H) =gH, Vg EG) = (€ 6G, 28H — £Hf. We EG), 
Con otras palabras, z € Ker 4 <=> gg € H para todas g € G 
o, lu que es equivalente, x € gHg, Ve EG. 
De este modo, 


Ker£*--(M fHf"! 
ÑeG 


es el mayor subgrupo normal del grupo G, conlenido en 1/. La efec- 
tividad de la operación de G en G/H es equivalente a la ausencia del 
subgrupo K< H, K e, normal en G. 

En todo caso, cualquicr subgrupo H de índice n en G puede 
usarse para la representación (£%, G/H) del grupo (+ con permuta- 
ciones LY en las clases adjuntas G respecto a H. Esta representación 
(posiblemente, no exacta) es mucho más económica que la obionida 
mediante el empleo del teorema de Cayley. 

EJEMPLO 3, (grupos transitivos). El grupo de las permutaciones 
G< Sn, que opera en el conjunto Q = (1, 2, ..., n), se llama 
transitivo, si la órbita G, de algún (on consecuencia, Cualquier) 
punto ¿€ Q coincide con $2. Con otras palabras, la operación G X 
Xx Q>- Q es transitiva en Q cuando para cada par de puntos ¿,j E 9 
se halla por lo menos un elemento g EG con y (i) =]. 

Sea QU una colección de subconjuntos k-elemontales ordenados 
en €. El grupo G, que opera en $, induce la operación cn Qu) si, 
además, tiene lugar la transitividad en QU) entonces G, se lama 
k-transitivo on Q. Digamos, el grupo simétrico S, cs rn -transitivo 
en 82, y el grupo alternativo A,, es (n — 2) — transitivo. 

Cualquier grupo G opera con transitividad en el conjunto G/A 
de las clases adjuntas por la izquierda ( respecto a H (véase el 
ejemplo 2). Efectivamente, si g,H, gyff son clases adjuntas, enlonces, 
8183' (8¡[D) = gHT. Con más razón es sorprendente, que sobre los 
grupos k-transitivos para k > 5% se sabe muy poco. Existe incluso 
una hipótesis de C. Jordan (00 demostrada) de hace inás de un 
siglo, que tales grupos son sólo dos: S, y Áp- 

Nos disponemos a obtener curiosos resultados cuantitativos 
sobre los grupos transitivos, que nos serán necesarios en adelante. 
Sea G un grupo transitivo en 82, El grupo estacionario St (¿) del punto 
i € Q lo designamos con el simbolo G,. Sabemos (véase el teorema 1), 
que si ¿ = g, (1): ontonces, G; = 8,6383", ¿ — 1,2,...,n (g, = €). 
Además, se puede tomar los elementos g¿ en calidad de representan- 
tes de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a G;: 


G=G,U g2:61U ..-.U g,6,. (3) 
En particular, |G | =»R |G, |, lo que concuerda con Jos resultados 
generales sobre las longitudes de las órbitas (véase el p. 2). 
18-—0392 
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TEOREMA 3. Sea G un grupo transitivo en Q, y, para cualquier 
g£ EG sea ÑN (g) el número de puntos en S, que quedan en sus lugares 
para la operación de g. Entonces: 

(1) Y N(g) = 16 | (dividiendo ambos miembros de la igualdad 

EG 


£ 
(i) por |G |, obtenemos, que «en promedio» cada elemento deja fijo 
un punto); 

(14) si G es un grupo 2-transitivo, entonces, 


2, N (g)=2 161. 
geG 

DEMOSTRACION. (i). Tenemos. 
2 N(9= YT, 
KEeG 3=0 


dondo T' (7) es el número de elementos en G, que dejan el simbolo j 
en su lugar. Con otras palabras, T' (j) = [G) |. Pero, on virtud de 
la transitividad |G ¿| = [846.3 | = 16, |, donde gy se han tomado 
de la descomposición (3). En consecuencia. 


2 N(g)= > 16,1= 2) 16,|=2 |6,] 11 16]. 
HEG 3. jul 


(ii) La condición de 2-transitividad de G significa, que en el 
conjunto Q, — Lx (1) el subgrupo estacionario G, opera con tran- 
sitividad, vu sea, las G,-órbitas serán (1) y 2,. Sea N” (x) el número 
de puntos en 12,, inmóviles durante la operación z E G,. La relación 
(i) empleada en el par (G,, 2,), da 


2 Y E= 164. 


Como N (2) -- 1 + N” (2) para x EG, (se agrega el punto 1), enton- 
ces, tenemos 


2) V(2)=2/6,1' 
xcC01 


Iguales relaciones son válidos para todos los restantes G;: 
Sumando con respecto a 7, obtenemos 

n 

22 N(2)=2n|G,|=2 161. 


J=l xEG) 


A la izquierda N (2) se considera de a uno para cada subgrupo Gje 
que contiene a +. Pero, z deja en sus lugares N (x) puntos y, por 
consiguiente, está contenida exactamente en N (2) subgrupos G,. 
Esto significa. que cada elemento x= aporta a la suma el término 
N (2)?. Por otra parle, cuaJquier elemento y €G, no contenido en 
la unión UC, permuta todos Jos puntos, así que N (y) = 0. Por 
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eso, se puede escribir Ja relación 


2 NEC > Na=2161. BM 


£2 jui E Í 


4. Espacios bomogéneos. Para la geometría tiene especial interés el caso, 
cuando $2 es un espacio topológico (por ejemplo, la recta E u la esfera S*), G es 
un grupo llamado, continuo (o tepológico), y la operación (2, 71 — gz se somete 
a la exigencia razunable: 

(151) f (g, 2) = gx es función continua de dos variables g y z. Tl grupo G, 
que opera en £ de tal modo que se cumplen las propiedades (i), (15) del p. 1 
y la (111), se llama grupo de movimientos del espacio $. Con esto, pueden haber 
movimientos que conserven aJguna métrica en Q. El espacio N se llama homo- 
géneo, zi G opera en $ transitivamente en el sentido del ejemplo 3, u sea, si 
todos los puntos de $ pertenecen a una G-órbitn. 

Do los razonamicntog generales de los puntos 1 y 2 es claro, que se tiene 
corrospondencia biunívoca entre los puntos del ospacio homogéneo (Q y las 
clases adjuntas G respecto a uno de los subgrupos estacionarios A, Adomás, al 
movimiento g € G del espacio £% le corresponde la aplicación g'H — gg'H 
en el conjunto G/Hf. 

Examinemos desde un nuevo punto de vista el ejemplo del grupo SO(3), 
que cunocemos bien del $ 1. Es cómodo Je el grupo S0(3) representarse como 
operando en la esfera bidimensional S3 de radio unidad. Evidentemente, a cu- 
alquier par de puntos P, Q € Si le corresponde algún movimiento (rotación), 
que traslada P a Q, sea, S2 es un espacio homogéneo con el grupo de movimien- 
tos SO(3). El subgrupo estacionario .St(P) do cualquier punto P € S* deja 
inmóvil todo el eje que pasa por P y por el centro O de la esfera. Por eso, St (P) 
= $0 (2) es un grupo de rotaciones del pusno rpendiculur al eje OP. 

Como los elementos del grupo SO (2) se identifican con los puntos de la 
circunferencia S? de radio unidad, entonces, el grupo SO(3) puede representarse 
en forma de pastel hojaldrado, cuyas capas con circulos unidades, «amumerados» 
con los prntos de la esfera bidimensional SO (3)/5* == $3, En este caso se habla 
sobre la estratificación (0 proyección de p: SO (3) > $?) con baye S? y estrato 
pr (P) = S!, PE S?, El sentido exacto de todos estos conceptos se explica 
en los cursos de geometría y topología, por eso nos limitamos a lo expresado, 


EJERCICIOS 
1. Sean O y 0”, homomorfismos del grupo G sobre $ (Q) y $ (Q%, respecti- 


vamente. Entonces, las oporaciones definidas por los mismos en Q y en £ 
se llaman equivalentes, si existe la aplicación biyectiva a: Q — Q” que hace 


conmutativo el diagrama 


para todo g € G. De este modo, D¿ = 90,0", Demostrar. que cada operación 
transitiva del grupo G es equivalente a la Eporación de G en las clases adjuntas 
por la izquierda respecto a algún subgrupo H. (Indicación. Tomar en calidad 
de H el subgrupo estacionario G, del punto 1 E Q, utilizar la descomposición 
(3) y hacer 0 lo = £161) 

Haciendo hincapié "en cl teorema 2, demostrar, que todos los grupos 
de orden p* (p es número primo) son abelíanos. 
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3. Mostrar, (que el ceutro del grupo P, citado al final del ejemplo 1, tiene 
io0ce 
D414U 


la forma 
2007 Lezo). 
0 0 4 


Hallar Jas clases conjugadas del grupo 2 (Fndicación. Tener en cuenta, que todos 
los elementos del graopo P tienen la forma 


cad 110 100 1.04 
g=4 BC", donde A=|0 1 ol, B=lo 1 14], c=flo 1 oJf; 
VO 4 0.0141 0.04 
si g € Z (P). entonces, Cp (8) = (4) 2 (G), | Cp (4)1 = p?.) 
4. Sea 1 un número natural. Escrihbátuoslo en forma de la suma n = n; + 
+FimT+--- + im 00M >>... tp > 1. El número de todas estas 
particiones con m == 1, 2, ... lo designamos por medio de p (n), de tal mudo 


que p (3) = 3, p (4% = 3, etc. La descomposición 1 = IqM2 ... Tm de cada 
ación TE Sh en el producto de los ciclos independientes (véase ol $ 2 
el cap. 4) determina univocamente la partición dol número n. Mostrar, que 
las clases conjugados del ¡grupo S, se hallan en correspondencia biyoctiva con 
las particiones del númcro r. (Indicación. Si 0 € Sa y T= My ++ + Sp) Chlonces, 
gang = gr? ... 0Imo?; luego, 0-(ijig ... d4)-07l == (0 (11) O (ig)... 
-.. 6 (¿2)) para cualquier ciclo (igig . .. ty) de longitud XA). 
5. Sus que la permutación x € 3, se escribe en Toma de producto de r 
ciclos de longitud 1, s ciclos de longitud 2, t ciclos de longitud 3, etc., así que 


ne r+29314+ ... Mostrar, que la potencla de la clase conjugada en 
Sn. que contiene la permutación x, so expresa por la fórmula 
¡re5n r! 


UNITE 


6. Sea que ol grnpo G opera en el conjunto SY. Llamemos al subconjunto 
T <Q tnvartante respecto a G (0 Ginvariante), si gr EI para todo g € G 
y z € P. Por ejemplo, con las operaciones $O(2) X RI =- R?, resultan conjuntos 


invariantes los anillos concéntricos. Mostrar, que cualquier subconjunto inva- 
riante respecto a Q es una unión de órbitas, además, la G—órbita de cualquior 
elemento 7 € Q no es otra cosa que el menor subconjunto invarian e, contenedor 
de r. 

7. Mostrar, qno para el grupo G con subgrupo ¿f, la operación H x G —>G, 
definida por la traslación (h, g)->hg, da una partición de G en clases adjuntas 
por la derecha G con relación a H. 

8. Modificando la demostración del teorema 1, obtenar la relación 


r(6:)==3— Y Ni 
REG 
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donde r (G : Q) es el número de órbitas del grupo de permutaciones 6 que opera 
en el conjunto O. (Indicación. En la suma SN (g) cada elemento : € Q se cuenta 
| St (z) | veces. Por lo tanto, los elementós que están en una misima a Ae 
zx, efectúan un aporto en SN (£). igual a (C: St (xr) x 1 5t()]=|61). 
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Este parágrafo, en especial el p. 1, presenta algunas dificulta- 
des. y al mismo hay que regresar reprotidas voces, para asimilar en 
ejemplos concretos un pequeño número de conceptos abstractos. 

1. Teoremas generales sobre los homomorfismos de grupos. Vi- 
mos en el $ 4 del cap. 4, que a cada subgrupo normal K del grupo G 
se asocia cierto nuevo grupo G/K, que fue llamado grupo cociente 
del prupo G respecto a K. Así, junto con el epimorfismo (P: SU (2) > 
—> SO (3), descrito en el $ £, es natural introducir el grupo cociente 
SU (2/1+E) y compararlo con la imagen Im Y -=5SO (3). Es 
fácil darse cuenta, que SU (2)/(+-4) <= SO (3), pero, para no repetir 
cada vez los razonamientos, es útil establecer una seric de hechos 
comunes, sobre los subgrupos, homomorfismos y grupos cocientes. 
En adelante, la escritura K < G significa, que X es un subgrupo 
normal en GC. 

TEOREMA 1. (leorema fundamental sobre los homomorfismos). 
Sea q: G=> II un homomorfismo de los grupos con núcleo K <= Ker q. 
Entonces, K es un subgrupo normal en Gy G:K zx Im q. Reciproca- 
mente, si K < G, entonces, existen un grupo I (precisumente, G!K) 
y el epimorfismo 1: G—> H, cuyo micleo coincide con K (a frecuente- 
mente se llama aplicación natural u homornorfismo natural). 

DEMOSTRACION. Ya sabemos, que Ker y = K <G Delinemos la 
aplicación q: G/K—= IT, haciendo 


9 (£K) = q (8). 


Si g¡K = g,¿K, entonces, 8738 E K, q (g8-1g,) == e y. en consccuen- 
cia, e (81) = q (82), y esto significa, que la aplicación (p está defi- 
nida correctamente (0 sea, no depende de la elección del representan- 
te de la clase adjunta). Como q (g,K-g,K) = Pp (2,22) = Y (8122) — 
= p (£)9 (22) = € (81) q (2,K), entoncos, q es un homomorfismo. 
Efectivamente, q es un monomorfismo, , Porque de q a y (£,K) 
se deduce y (2,1) = € (£.), de donde q (gr, Ba) e ghz EKy 
B¡K =g,K. Es también que claro, que lps Jm q. Por eso, q resulta 
el hisomorfismo buscado G/K en la Im q. 

Recíprocamente, sea K <1G. Tomemos en calidad de x la fun- 
ción quo confronta a cualquier elemento de G su clase adjunta res- 
pecto a K, o sea, hagamos a (g) = gK. Es claro, que todas las 
propiedades exigidas se cumplen. 
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Corresponde observar, que prefijando el núcleo, el homomorfismo 
se determina no unívocamente. Por ejemplo, Jos automorfismos 
E — Zy £ —E 7? de un grupo abeliano de orden primo p >> 2 son 
diferentes, pero sus núcleos coinciden (=e). 

Teniendo el homomorfismo p: G= G, y el subgrupo ICG. 
es tatural echarle una mirada a la limitación p p y a la imugon del 
subgrupo Jf con relación a este homomorfismo. El teorema siguiente, 
simplifica cunsiderablemente el análisis de todas las situaciones 
posiblos. 

TEOREMa 2 (primer teorema sobre el isomorfismo). Sean, el grupo 
G y sus subgrupos JT y K, además, K es normal en G. Entonces, HK == 
= KI es un subgrupo en G, contenedor de K. Luego, la intersección 
BR NK es un subgrupo normal en 11, y la aplicación 


p:hKr> h(f NK) 
es un isomorfismo de los grupos: 
HK!IK e H/H | K. 


DEMOSTRACION. La condición K < G, reescrita en la forma gK = 
Kg, £€G. significa, en particular, que hK = Kh para todo 
hEH. El conjunto HK = [fhk |REH, kE K) se compone de un 
cierto número de clases adjuntas kK : 1TIK = UY »K. Sustituyendo 


heH 
aquí kK por Ak, llegamos a la igualdad 


AK:< UAK= UY Khk=KiH. 
Y hEH 

Es evidente, que el clentento unidad e, contenido en A y K, también 
se contieno on HK. Luego, (Ak)"* = k-"h-1 = hu (hkh-5-1 € HK, 
por eso, los inversos de todos Jos clementos de AK, se encuentran en 
AK. Finalmente, HK Xx HK 11 -KlIl.K =HHK «K =HBK, o 
sea, el conjunto HK es ceorado con respecto a la multiplicación. 
Vemos, que ec) subconjunto HKC G es un subgrupo on G. 

Como KCHKE y K<XAG=K<_MHK, entonces, tiene sentido 
hablar sobre el grupo cociente HK/K. Sean, 1: G=> G/K un epimor- 
fismo natural y. Tio: TU |; la limitación de nen Af. Su imagen lm a, 
está compuesta de las clases adjuntas 2X, A € /I, o sea, de todas 
las clases adjuntas de € respecto a K, qu tienen representantes en 2 
Con otras palabras, lm xx, = HK/K. Y bien, tenemos el epimor- 
fismo 

To: H—=> HKK. 


Su núclco Ker st, se compone de Á € FT, para los cuales 1, (A) = 
ss hK=- K es unidad en AK/K. Pero, KK =K=<=>h€WH NA, 
de donde, Ker 1, = FI N K. Como cualquier núcleo de hommomortis- 
mo, HF (MA es subgrupo normal en A (esto, sin esfuerzo, se 
comprueba inmediala mente). 
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Según el teorema fundamental sobre homomorfismos (teorema 1) 
la correspondencia xo. :2(HNK)=> o (4) =hkK, establece el 
isomorfismo H/H N K << HKiK. Como A, es una aplicación bi- 
yectiva, entonces, p = e AK— MH MX) también es isomorfísmo 
de los grupos HK/K y HH nKA. A 

Ya que se tiene un primer teorema sobre el isomorfisimo, deberá 
existir un segundo. Así es, pero formularemos su variante simplifi- 
cada. que tiene un nombre especial. 

TEOREMA 3. (leorema sobre la correspondencia). Sean, el grupo G 
y sus subrrupos H y K, además, K <3G y k< H. Entonces, H = 
= HiK es un subgrupo en G =G/K y a*: H—> H es una aplicación 
biyectiva del conjunto Q (G, K) de los subgrupos en G, contenedores de K, 
sobre el conjunto Q (G) de tados los subgrupos del grupo G. Si HE 
EQ (G, K), entonces, H <C <> A <4G, además 


G:¡H zz ( = (6 K)IM(HK). 


DEMOSTRACION. Sea H EQ (G, K). De la definición de G/K surge 
inmediatamente que F/K es un subgrupo en G/A. A fin de con- 
vencerse de la inyeclividad de la aplicación 2* : H-> H, examinemos 
dos subgrupos H,, H¿€ Q(G, K), pera los cuales H¡K = Hy¿!K. 
Entonces, h¡E€EH, —h,K =h¿K, h,EH, >hi, =kRak, y, como 
K< H,, entonces, Rh, € Hz, de donde, H,< H.. Análogamente se 
comprueba la inclusión Y, H,. Por lo tanto. 11, = H,. 

Establecemos ahora la sobroyectividad de la aplicación 1%, Sean, 
H € Q (6) y H el conjunto de tales elementos en G, de Jos cuales se 
componen todas las clases adjuntas respectoa A, que son elementos 
del grupo HC G. Entonces, en particular, K< H ya, bEHN=>ak, 
bKE€H=abK =aKbKeH => abEHyatE H=>aKceH=>atK = 
=(aK)*E€EH=>a *€H. Por lo tanto Y es un subgrupo en G, 
además, E = H/K (por lo común, H se lama preimagern en G del 
subgrupo H EG). 

Es suficientemente evidente da iplicación H E Q(G, K), B < 
<4G6=> HH <6G, que se deduce formalmente de Jus igualdades 
gK-hK-(gK)" = ghg "K =h'K € HH para todo g€G, h € H. Pero, 
por las mismas Tazones ¿ii 1G6=>ghgK =— gR UK (gK)? <= 
= Kw» ghg" € H >IT < GC. 

Finalmente, en la situación HE Q(G, K), H <16G, según lo 
demostrado, se pueden examinar dos cpimorfismos naturales 


rn: G>G/K;: 1:G>G/H 
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Gte — 2H. donde g = gK € (€) y la composición de los mismos 
es el epimorfisto 


o=non=G—=G/H, 


definido por la regla 0(g = (2) = glí. Tenemos: Ker o = 


=(g€G |0 (8) =H)- (18€ l4€ HN) =(8 EG |gK =hK para 
algún k € HY -= H. En consecuencia, según el teorema fundamental 


sobre los homeomorfismos, la aplicación, gl > gl] resulta un iso- 
morfismo entre GI y G¡H. | 


EJEMPLO 1 Sea rn = dm un número natural con divisor d > 1. Evidente- 
monte, 1é c ¿7 y la aplicación z-> dz + nZ es un epimorfismo de los grupos 
aditivos: 

T=>din= (d+ nh1i=0,1, ... m— it) 


con núcleo mZ. Según el teorema 1 tenemos el isomorfismo 
Fm = FimZ <= d2Ín2 
(lo que yu está lo suficientemente claro). Con ayuda del teorema 3 hallamos 
21d (ZINEIAAZIRT), osea, Zy 2% ZalLm. 


Recordundo el teorema 5, 5 3, cap. 4, llegamos a la afirmación, de que 
todos los subgrupos y grupos cocientes de un grupo cíclico tumbién son grupos cícli- 
COS. 

Este resultado puede oblenerse, es claro, prescindiendo del teorema sabre 
Jos homomorfismos. 

EJEMPLO 2. En el grupo simétrico $,, separemos los subgrupos: 

Y, = (le. (12) (34), (13) (24), (14) (23)) < S, (véase el ejercicio 4 del $ 2). 
Sg = (fe (12), (13), (23), (123), (132)) 

(on este caso, Sy es el subgrupo estacionario del punto ¿ = 4). Como, evidente- 
mente, Sy N Y, == e, entoncos, según ol tevrema 2, para cl subgrupo ¿f = 


= SaVa, Lencinos 
HIV, ex Sa/Sy n Y = Sa. 


En particular, ( 47 | =]| V|¿1 Sy] = 24, o sea, H = S,. Y bien, S, posee un 
subgrupo, isomorfo a $, y análogo al grupo cociente, Ermpleando el teorema 3, 
anne mos la descripción del conjunto á (Sy Y,) de los subgrupus en S,, conte- 
néedores de Y,: 

QS.) E (02 Us (13) Vs. (23) Uy Ay = (123) Y, $1). 
Prestemos atención al hecho de Ae CA cualquier divisor d del de 24 en 
S¿ 80 tiene por lo menos un subgrupo de orden d. En particular, existen exacta- 
mente cuatro subgrupos ((123)), (120), ((134)), (234) de orden 3 y tres 
subgrupos ((2)2 F y ((131) Y,, ((23)> Y, de orden 8 (los llamados subyrupos 
3-siluv y 2-silov). Los propios grupos normales (o son, 7 e y S,) son sólo dos: 
Va, y Ag 

; Efectivamente, si XK IS, y K NV, *<e, entonces, K > V,, porquo los 
elementos no unitarios en V¿ son todos conjugados con relación a S,. Dirigiéndo- 
se al conjunto Q (S, . Vy¿ ) vemos, que K := Y, 04, YsiK NN Vy=e KxX<se, 


eotonces 
K DS, V DS >kE DS, 


y sólo que a aceptar, que KV, = Sy, K = Sy. Pero, Sy conticne una trasposi- 
ción, y todas las trasposiciones son conjugadas en S¿ y engendran S,. Por otra 
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parto, ellas deben estar contenidas en K. La contradicción obtenida muestra 
que el caso K (1 Y, = e es imposible. 


2. Grupos resolubles. La expresión 
le, y] = ayz"y”!, 


lamada conmutador de los elementos zx, y del grupo (, sirve de 
término corroctor, necesario para cambiar los lugares de rey: 


«y =Í[x, y) yz. 


Si x e y son permutables, entonces, lx, yl = e. Es intuitivamente 
claro, que, cuanto más conmutadores diferentes de e huya en el 
grupo G, tanto más significativa será la desvinción de la ley de 
multiplicación en G de la conmutativa. Sea A el conjunto de Lodos 
los conmutadores cn G. Se llama conmutante (o subgrupo derivado) 
del grupo G el subgeupo G (= GM = [G, G)), engendrado por el 
conjunto M (véase el p. 2, 3 2, cap. 4): 


G" = (lx, yl | x, y EC). 


Aunque [zx, y)* = yzay”Ix"* = ly, x] es un conmutador, el producto 
de dos conmutadores no necesariamente lo es, así (7 se compone de 
todos los productos posibles del Lipo de 


[x1, yil [ra Yal. - [xp yu] con Zo, y € 6. 


Por supuesto, en cada caso concreto es deseable tenor la des- 
cripción más exacta del conmatuante G”. 


EJEMPLO. G = S,. El conmutador Ja, Bl = aPa=*B-" de os permutaciones 
cualesquiera a, $ € S, es, evidentemente, una permutación par. Por eso Sh 
C 4n- Luego, 

(ij) (Ex) GP (tk) 1 = (ij) (ek) (17) (1) = (yk), 
como con los ciclos triples(ijk) se engendra lodo el grupo alternativo An 
(véase el ejercicio 8, $ 2 cap. 4), entouces, lDegamos a da corclusión de que $;, Y 


n: 
Observemos, que $; [> S, y el grupo ociete S, ¿Sp es abuliano. 


Volviendo al caso general, consideremos el homomorfismo arbi- 
trario de grupos q: G=G. Como 
p (lx, yl) = e (yayo) — e (de Y) E (07 a m7! = lata), (y) 
entonces, q (6) (6), además, q (G”) = (€), si q es un epimor- 
fismo. Sea ahora XK un suberupo normal en G, yq = 71 a axar? 
un automoriismo interno del grupo G, que induce algún enflomor- 


fismo en K. De acuerdo con lo dicho ánles 7, (A) K” para cual- 
quier a€G y esto significa, que 


KaG=>K <q. (1) 
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En particular, G” < G. Demostremos ahora una afirmación general 
que revela el sentido intrínseco del concepto de conmutante. 

TEOREMA 4 Cualquier subgrupo K < G, cuntenedor del conmutante 
G' del grupo (es normal con respecto a (+. El grupo cociente G:G' es 
abeliano y (E está contenido en cada subgrupo normal K, tal, que 
G!K es abeliano [en particular, el orden máximo del grupo cociente 
abeliano GC/K es igual al índice (G: G). 

DEMOSTRAGION. Si rEK. EG yv G'<K, ontonces, grg? = 
= (gg = lg, al EG ¡K= K, así que K <q GC. Luego, de 
las condiciones 6 < XK, K < G, cumplidas, en particular, cuando 
K=G" (véase (1)), se deduce que 


laK, bKl-= aK-bK.a?rK.bK = abatlibiK = la, dK = K, 
o sea, ol conmutador de cualesquiera dos elementos del grupo cociente 
G!'K es igual al clemento unidad (=X). Por lo tanto, G/K es un 
grupo abeliano. Recfprocamente, si X IG y el grupo cociente es 
abeliano, entonces 

la, BIK =laK, bKI= K 
para todo a, b E G. For consiguiente, la, b]) € K y G” < K por cuanto 
G” es engendrado por los conmutadores, 

OBSERVACIÓN. Ahora conocemos dos subgrupos normales impor- 
tantes de cualquier grupo G: el centro Z (G) y el conmutante G. 
La relación entre ellos, hablando en general, es débil, pero la ley 
común es ésta: cuanto más «cerca» está G de ser un grupo abeliano, 
tanto mayor es Z (G) y menor G'. Es de mayor interés el hecho si- 
guienlLe. 

El grupo cociente G/Z (G) del grupo no ubeliano G respecto al centro 
Z (C), no puede ser cíclico. 

En efecto. si G/Z (G) es un grupo cíclico, entonces, G =U| a*'Z (G) 


1 
y cualguicr clemento de G tiene la forma g = alz, 2 € Z (G). En tal 
caso [g, hd = [atz, az] = aititt lz, 22] =e para cualesquiera 
dos elementos g REG,G” =e€ y Goes un grupo abeliano, pese a lo 
3upucsto. 

En G” también se puede examinar el conmutante (EG) = G”, 
llamado grupo derivado segundo (segundo conmutante) del grupo (. 
Continuando este proceso, definimos el grupo derivado k-ésimo 
GM = (G4-0y, De acuerdo con (1), G%W < G y, con más razón, 
GM <q G%-D. Se obtine la serie de subgrupos normales 


GoGMpG6Op...P>PGUOp Gp... 


con los grupos cocientes abelianos GW*/¡G4-+D, 

El grupo G se llama resoluble, si la serie (2) se interrumpe en el 
subgrupo unidad, o sea, GM =e para algún índice mínimo de nm 
grados de solubilidad del grupo G. Es evidente, que cualquier grupo 
abeliano, entre ellos también los cíclicos, es resoluble de grado 1. 
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Además, en cualquier grupo resoluble G de grado de solubilidad m, 
se tieno un subgrupo abeliano normal £e, precisamente G6-=+>, 
Como muestran los ejemplos examinados, S¿ = A, A, = Y, Y, ==e 
Por lo tanto, el grupo alternativo 4, es resoluble de grado 2, y el 
grupo simétrico Sa, resoluble de grado 3. 

Los grupos resolublos deben su nombre « Ja teoría de Galois, 
«omo se mencionó en el p. 1,$2 del cap. 1. La resolubilidad del grupo 
S, y de todos sus subgrupos, es causa de la solubilidad en radicales 
de las ecuaciones algebraicas de grado rn <X4. Más detalles sobre 
estas cuestiones pueden encontrarse en la Jiteratura complementaria, 
recomendada el principio de la parte []. 

3. Grupos simples. lxisten grupos 34€ coincidentes con su con- 
mutante y, por lo tanto, insolubles. Más aún, ahora estableceremos 
la existencia de grupos no abelianos, en los cuales no hay en absoluto 
subgrupos normales propios (ste y G). Á estos grupos se adopta 
llamarlos simples. 

LEMA. Cualquier subgrupo normal K del grupo G, es la unión de 
algún conjunto de clases conjugadas respecto al grupo G. 

Efectivamente, si r€ K < G, entonces, grg"'€ K para todo 
8 € G. En consecuencia, junto con cada elemento z € K, en A está 
totalmente contenida lu clase de elementos conjugados a“ yK = 

e =31- 

TEOREMA 5 El grupo alternativo Ás es simple. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, en ol grupo Ax, además de la per- 
mutación unitaria e, se tienen 15 elementos (i7) (kl) de orden 2 (de 
a tres elementos de este lipo en el subgrupo estacionario de cada 


uno de los puntos 1, 2, 3. 4, 9), 20 = 2 (2) de elementos (ijk) de 


orden 3 y 24 = 4! del elemento (1¿,¿gigi,) de orden 5. Los elementos 
de orden 2 son todos conjugados: ellos, evidentemente, están conju- 
gados en Ss, y como el subgrupo estacionario (con relación a la 
operación por conjugación) del elemento (12) (94) contiene la per- 
mutación impar (12), entonces, la conjugación puede ser efectuada 
mediante permutaciones pares. Lo mismo se reficre a los elementos 
de orden 3. Pero, los elementos de orden 3, conjugados en S,, en 
el grupo A, se dividen en dos clases con Jos representantes (12345) 
y (12334). En efecto, (45) (12345) (45)-* = (12354), y como centrali- 
zador (= subgrupo estacionario) del elemento (12345) en As sirve 
el grupo cíclico de orden 5, engendrado por este elemento. Asi pues, 
tenemos la tabla 


(12) (34) | (123) | (12345) | (12354) 
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En el renglón inferior se indican los representantes de las clases 
conjugadas, y en el superior, las potencias de estas clases 
Sea ahora K un subgrupo normal respecto a 4,. De acuerdo con 


el lenta 
| Ñ | ,e 0,1 ' = Ó,- 15 = ul 07: 20 -- O, - t3 — Ó - 12. 


donde Ó, = 1 (porque e € K) y 6, == 0 o 1, para 2 = 2,3, 4,5. Es 
fácil convencerse de que la condición «de que | X |] sea divisor de 
orden l A; PA == 60 (teorema de Lagrange) deja sólo dos posibilidades: 

a) 6 = 6, — 6, = 0, K es un subgrupo unidad. 

sei ll 06 =1,. K=As 

Esto demuestra precisamente que A, es un grupo simple. 

Por inducción sobre n ahora se puede establecer, que son simples 
todos los grupos Ay, n> 5 (resultado de L. Galois) Como los sub- 
grupos de las resolublos son también resolubles (MH <= G= 

> HW9CEGOU, k--41, 2, ...), entonces, del teorema 5, en todo 
caso, se deduce que el grupo simétrico Sy €s insoJublo cuando r > ó. 

TEOREMA 6 El grupo de las rotaciones SO (3) essimple. 

DEMOSTRACION. De acuerdo con el teorema 3, es suficiente con- 
vencerse de que cualquier subgrupo normal X del grupo SU (2), 
contenedor del núcleo (+4£) del epimorfismo D: SU (2) 80 (3) 
(véaso el p. 3, $ 1) y diforente do f+£), coincide con SU (2). La 
relación 5 del $ l puede ser interpretada de otro modo, diciendo, 
que cada clase conjugada del grupo SU (2) contiene nna matriz dia- 
gonal dy = day = diag fet?, e-+e), Como, según el lema, K es la 
unión de alguna familia de clases conjugadas del grupo SU (2), 
entonces, sin limitación de generalidad, consideramos dy E K para 
algún p>>0, tal que sen q 20. 

En X debe contenerse también cualquier conmutador. 


Ide, gl =dy ' E 


eto (ES: 0 % e 
É e did » 
- la]? + [Bl2e-20 
dondo Ja [? + |P |? = 1 (véase (3), $ Ñ Para la traza de la matriz 


dy. gl obtenemos la expresión 
trld, gl =2|a P3-]8B Pete? | e-24) — 2 (1—2 | 6 [? sen?q). 


Aquí, |f | toma cualquier valor del intervalo |0, 1) y sen y 0. 
Nuevamente, en virtud de (5) $ f, se bullará la matriz unidad h€ 
ESU (2) tal, que Ald¿, glo? — dy = diag (fet, e-50), además, 
dy E K. Como e'b, e- Pb son las raíces de la ecuación característica 


12 + (4/f P sent y —2A4+1=0 
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de la matriz [d¿, gl, entonces, haciendo que | fP |Lome Jos valores de 
O a 1. obtenemos para y cualquier punto en cl segmento l0, 241. 
Y bien, en K está contenido cualquier elemento de y la clase conjuga- 
da, definida por el parámetro p, cuando U< Y < 2. Por cuanto 
para todo 0 >0 existe un número natural », que cumple la con- 
dición 0 < y = = < 2q, se puede afirmar que en XK está contenido 
el elemento dado de antemano d, = di. 

De los teoremas 5 y 6 se aprecia que en la clase de grupos simples 
se contienen grupos finitos a infinitos de gran importancia práclica, 
Puede parecer sorprendente que aún no se cuente con una descripción 
razonable de todos los grupos simples finitos, y no es claro si se 
puede obiener o no. 

4. Productos de grupos. Consideremos ahora una estruclnra, que 
permite construir nuevos grupos a partir de otros dados. Kn distintos 
casos particulares ya nos hemos encontrado con osta estructura. 

Llamemos producto directo (externo) de los grupos arbitrarios 
A y B, al conjunto A X 4 de todos los pares ordenados (a, hb), donde 
a€ A, Db€ B, con la operación binaria 


(21, by) (az, b,) = (a,2,,b,b,). 


Hablando con propiedad, correspondería escribir (a,, b,)*(a,, by) = 
= (4,9 Ga, by O) bs), donde o, (D, =, son operaciones binarias en 
A, By A Xx B respectivamente, pero, para simplificar la escritura, 
convenimos denotar todas las operaciones con ua punto (de paso, 
omitiéndolo). Para la escritura aditiva de los grupos, por ejemplo, 
de los abelianos, es natural hablar sobre la suma directa A Y B. 

En 4 X B se contienen los subgrupos A X e, e X 13, isomorios 
a A y 5, respectivamente (otra condicionalidad más: los clementos 
unidades en A y B se anotan con un símbolo e) La aplicación e: 
A XB=>BBYXA, dada por la igualdad q ((a, b)) = (4, a), eviden- 
temente, establece el isomorfismo de los grupos A Xx Ay B XA. 
Si tenemos tres grupos A. /3. €, entonces, se puede hablar de los 
productos directos (A Xx B) --€C y AXx(BXxC) Haciendo 
v (((a, b) c)) = la, (b, e)), nos convencemos fácilmente de que 


(A XB)xC€ 4ax(BXxC). 


Las propiedades de conmutatividad y asociatividad del producto 
directo, nos permiten hablar sobre el producto directo de cualquier 
número finito de grupos G;, Ga, . - -. En, y escribir 


Gx G2x Xx Gn= 1] 6), 


sin indicar explícitamente mediante paréntesis, en que orden se 
toman los productos directos de dos en dos (con esto, fransforma- 
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mos el conjunlo de tudos los grupos en un semigrupo conmutalivo, 
cuyos elementos son grupos). 

TEORFMA 3. Sea ( un grupo con subgrupos normales A y B. Si 
A NB =e y AB =G, entonces, G =A Xx B. 

DEMOSTRACION. De la igualdad A£ = G se deduce, que cualquier 
elemento £ EC se escribe en la forma g = ab, donde a € A, 0€ B. 
Si, además, g — €4jb,,4,€4,b,€ B, entonces, ab = a,b, > aya = 
= bb" "EA N8 = e. En consecuencia, 2, = a, b, = b, y llegamos 
a la conclusión, que la anotación g = abes unívoca. Luego, A <y G => 
=> k =a (bado -- a Ed; B<G =>k = (aba-* b-* = P'b-! € 
€ B, o sea, el conmutador FEA [48 = e es un elemento unidad y, 
por lo tanto, ab =- ba. 

Definimos ubhora la aplicación q: G —> A X B, haciendo q (g) = 
=- (4, b) para cualquier g = ab. Conforme a lo antedicho, q (gg) = 
= q (abu b') =- q (au bo") == (aa”, bb") = (a, db) la", P') = q (ab) x 
XxX q(av) = q (2 0 (2). Luego. q (ab) = (e, ee>a =e, b=e, 
o sea, Ker y -- e. 12l epimorfismo de y es evidente. De este modo, 
q satisface todas las propiedades de una aplicación isomoría de 
grupos. A 

El grupo G, que satisface las condiciones del teorema 7, lMámase 
producto directo (interno) de sus subgrupos 4. B. Difiere del producto 
directo externo en que G contiene en calidad de factores directos los 
propios grupos 4,3, y no sencillamente sus copias isomorfas A Xx e, 
e X B. Se sobrecntiende, que el producto directo externo (G = 
= A X HB también es producto interno de los subgrupos Á X e, 
e X B, y, con cierta experiencia, es posible no hacer diferencias 
entre ellos, utilizando la expresión reducida «producto directo». 

Alguna información sobre los homomorfismos de los productos 
directos, es dada por el 

TEOREMA 8. Sen. G=A XxX B. y A, <A, B, < B. Entonces, 
Á, X PB, <G 6 y GHA, X B,) 26 (4/4 y) X (B/B). En particular, 
G/A == B. 

DEMOSTRACION. Sean, 1: A — 4/4, y p: B > BiB,, homomorfis- 
mos naturales. Definimos la aplicación q: G — (4/4, X (B/B,) por 
medio de la relación q (ab) = (x (a), p (0)). Se comprueba inmedia- 
tamente, que q es un homomorfismo con núcleo Kerp =A, X B, 
e imagen (4/4 ,) X< (B/B,). PP 

Al igual que en la teoría de los espacios vectoriales, es fácil 
tltemostrar que si G es un grupo con subgrupos normales G,, .. .. Ga, 
entonces, (7 ez |[ (6; sólo en el caso cuando G =(G,, .. ., Gp) y 


GNC... Gp... ., Gn) =€, para lodo j (el sombrero Á sobre 
G, significa que el componente G, se omitió). Lo mismo se expresa 
con la propiedad siguiente: G es el producto directo de sus subgrupos 
normales G,, .... G,, ya que cada elemento g € G permite, además, 
unfvocamente, ser escrito en la forma E = £¡ .. +. En £: € Gj- 
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El producto directo de r ejemplares del grupo HA tamhién se 
llama potencia directa n-ésima y se anota con el símbolo H” = 
=H XxX... X H. En H” se destaca un subgrupo especial, la diago- 
nal A = (f(A, h, ..., h)|h€E H), isomorín a H. 

Si en el teorcina 7 se desprecia la condición BM < G, enlonces, 
llegaremos al concepto de producto semidirecto: (5 — AB, A NS =e, 
4 IG (a veces se escribe G — 4 X B). En esta definición corres- 
pondería introducir también la descripción de la operación de) 
subgrupo B con los automoríismos en el subgrupo normal 4, lo 
que ordinariamente se hace en cada caso concreto. 


Muchos de los grupos que conocemos, se representan cn forma de productos 
directos y semidirectos. Por ejemplo, S, es el producto semidirecto del subgrupo 
normal A, por el grupo cíclico ((12)) de orden 2: S, 2 A, < Z2. Utilizando 
Jas anotaciones del ojemmplo 2, p. 1, se puede escribir: A, = Y, X ((123)) 
eL (Za X Zg) X Zag 8 ¿= VaX Sy [Zag X Zo) X (Za x Z;y)- Órro ejemplo 
más: 0] grupo A 4, R) de las transformaciones afines R —> R (véaso el ejerci- 
cio 3, 52, den $ 4) us un producto semidirecto de un subgrupo normal de trasla- 
ciones por el subgrupo G£ (1, R) de ransforimacionos, que dejar ul punto 
z=(0 en su lugar. 


5. Generadores y relaciones determinates. La cuestión sobre 
los sistemas de generadores del grupo G ya se discutío en el $ 2 del 
cap. 4. Regresamos a ella para echar una mirada a algunos grupos 
que conocemos, desde un nuevo punto de vista. De los resultados del 
cap. 4 se deduce que para los grupos cíclicos no huy necesidad de 
componer las enormes tablas de Cayley. La escritura condicional 


Cn = le | ct = e) (3) 


brinda toda la información necesaria sobre el grupo ciclico abstracto 
Cn, de orden nr, se supone, que C, == [e,c,c*,..., ce 73), además. 
clet =c* para s+i<mnm y cet=cr*t-” cuando s+£t>n, 
Por otra parte, todo grupo cíclico es, con exactitud hasta el isomor- 
fismo, una imagen homomoría de un grupo único (7, -). 

En este sentido, como grupo universal para todos los productos 
directos posibles A = (a,) X ... X (la,) de los grupos cíclicos. 
de órdenes 2,, ..., R, (n, es un número natural v el simbolo 00) 
serviá la r-ésima potencia directa Z" =Z. 0... Q 7. (vóase el p. 4) 
con los generadores 


E (A O A AA 
y la composición 


33 +2 ti = > (8, +4:)21= (81d +++ Sel Er). 


La aplicación 2, > a; 1 <t<r, se continúa univocamente haste 
el homomorfismo de los grupos «(p: (Si, Sa, « » -, Sr) — ayas... ar 
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con núcleo Ker q -- mj¿ BD... O m,£ (véase el leorema 8), donde 
Mi =Mj¡, Si 1, L 00, y m¡=0, si n¡ = 00, 
Por analogía con (3), se puedo escribir 


All. ... ap |am =6€, ..., am =e), 


suponiendo lácitameute, que los generadores 2,, .. ., Gp, además. 
conmutan. Las expresiones 4 —e, ..., arr =e se denominan 
relaciones determinantes del grupo abeliano A, y 2” se lama grupo 
abeliano libre de rango r (o con r generadores libres zZ,, . . ., 2,). Es 
evidente, que 


Á it” <> (ar, .. ar =e€<=>$) =., . +. =$, = (). 


Si ahora, £, 08 un grupo arbitrario, engendrado por d generadores 
fi» - - ..f¿, entonces, cada uno de sus elementos f, se escribe (posible- 
mente, de muchos modos) en la forma 


f= ff... e E,Ef1, 2, ...,d), sj¡EZ, (4) 


dondo i¿Hijimj=1,2, ..., k—1. Esto siempre se consigue 
con las sustiluciones elementales ff = 1, f, =e y fe = ef, = 1, 

Cuando se cumplo ja condición =e<>35, =... =8p =0 para 
cada f, anotada en la forma (4), se dice, que P¿ es un grupo libre, 
engendrado por d generadores libres. Logs elementos del grupo Fy 
habitualmente se llaman palabras en el alfabeto (f,. fi... fa fan. 
La escritura trreducible (4) de la pulabra f y su longitud l(f) = 
=l|Ss1|+I|s1|+...+1|s8s | están definidas univocamente: en 
caso contrario, la palabra vacía e = ff-* (elemento unidad en F,) 
tendría una longitud >0. Para un d dado, dos grupos libres y y 
G¿, engendrados por Jos generadores Jibres f,, . . ., fa y Zi1 - - -. 84» 
respectivamente, son isomorfíos: es suficiente hacer UD (f;) = g:, 
1<i<d, y para la palabra arbitraria f de la forma (4) contar 


DIH=882 ... E 


(las unidades, en £¿ y Gg tienen el mismo simbolo). Si. no obstante, 
G¿ no es un grupo libre, entonces, VD será sólo un epimorfismo con 
núcleo Kor Y compuesto de aquellas palabras que con la sustitu- 
ción f,—> E; pasan a) elemento unidad del grupo Ga. Esta propiedad 
untversal (posibilidad de continuar f; — £;, 1<1<d, hasta el 
epimorfismo Y: Fyg — Ga para cualquier grupo €, con d generadores) 
se puede tomar como definición del grupo libre Fg, pero no nos 
detendremos en esto. 

Para que los grupos libres no parezcan objetos místicos, ofrece- 
mos algunos de sus realizaciones concretas. 

d=4.PF,=(¿, —) es el grupo libre abeliano de rango 1, o, lo 
que es igual, el grupo cíclico infinito. 
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d = 2, Sea Z [tl el anillo de los polinomios en £ con coeficientes 
racionales enteros. En el grupo lineal especial SL (2, % 1£l) examine- 
mos el subgrupo /', engendrado por las mabrices 


ol >|. +1. 


Demostremos, que F' es un grupo libre. Una inducción Jiviana sobre 
k muestra, que el elemento 


7, =4UBA LL APBR, a, Bp60, 1<!<k, 
tiene la forma 


+... 20-22 El... -EOp_ ¡a t20=D 


dl AE 


donda 0, =a,B, ... aaa, y con puntos se indican los monomios 
de menor potencia con respecto u 1. Es claro, que W, + £. Cual- 
quier clemento del grupo F se escribe bien en la forma B%24% < E, 
o bien en la forma W =: BPW,4%, Si W =£, entonces, W, = 
= B-BA-%, lo que, sin embargo, es imposible (comparar las poten- 
cias para k>1, y k =1 y efectuar la comprobación inmediata). 

Un sencillo razonamiento complementario muestra, que con la 
sustitución t = m, donde nm es un húmero entero cualquiera >2, 
el grupo F continúa siendo libre. 

Ahora. introducimos la siguiente 

DEFINICION. Sea, F¿ un grupo libre con d generadores libres 
fi. fa S = fo;,, ¿€ 7), algún subconjunto de los elementos 
Wi kfio - fa) E Fo, y K = (S'a) cl menor subgrupo normal en Fg, 
contenedor de S (intersección de todos los subgrupos normales, con- 
tenedores de $). Se dice que el grupo G está dado por d generadores 
Gr, . . -» Gg y por las relaciones to; (Az. ..., ap) ==e. 1 € f, si existe 
cl epimorfismo a: F¿>G con núcleo K tal, que 3 (f,) = €a, 
1<k<d. Además, se escribe 


G= (lar ..., Ga |Uj(Ar «.... la) ==eé, 1El) 


y llaman a G grupo finitamente determinado, ya que Card 7] < oo. 
El propio grupo Fa está «libre de relaciones», lo que explica su 
nombre. De Ja definición se deduce que cualpuier grupo H con d 
goneradores b,, ..., ba, que satisfacen las mismas relaciones 
wild, ba) =€, 1El, y, posiblemente, algunas otras, es la 
imagen homomoría del grupo G. En particular, [HF |< (IG |. 


EJEMPLO 1. (grupo de diedru). El grupo G = (a, b2Ja? = 12 = abab == e) 
con dos generadores y tres relaciones, tjene el orden |G | < 6, por cuanto ba = 
= ab? = (a%)-1 -adb -(b2)-1 = ad%h y G, en todo caso, se agota con lo elemen- 
tos e, a, al, db, ab, a?b. Como, para las permutaciones (123), (12). generadoras 
de S,, se cumplen las relacionos (123) = (1232 = (123) (12) (123) (12) = e, 
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entonces, Ja aplicación e: G > Sp definida por la correspondencia e —> (123), 
b— (12), será el isomorfismo G ex $3. Por lo tanto, el grupo simétrico £, es 
dado por dos gencradores y tres relaciones. Recordomos qne S, también se 


identifica cun el grupo de todas las Lransformaciones de simetría del triángulo 
equilátero. 

El grupo completo de transformaciones de simetría del n-ágono regular 
P, ee llama grupo del diedro (grupo diedral) y se anota con el simbolo D,. La 
rotación 
cosg9 —sen 6 


seu U cos O 


de un polígono on su Superficio a un ángulo 0 -= 2nín alrededor del contro O, 
ubicado en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, engendra el grupo 


cíclico (A) de orden n. En PD, está contenida también Ja reflexión Y = | o Be: | 


del poligono P, eu relación con el eje que pasa por el centro y uno de sus vér- 


tices. 
Poy definición, 92 = e. Las distintas transformaciones de simetría 


f, A, A?. e...) AS; XA, AB, ...4 AT1R (5) 


en la cantidad 2n, agutan el grupo Dn. Elecltivumente, toda transformación ile 
simetría se define por su operación en los vértices 1, 2, ..., n del polígono P, . 
Si alguna transformación traslada 1 a k, entonces, o debe conservar el mismo 
orden cíclico de vértices, como lo hace ..¿Rk, o híenm cambiarlo por el inverso, 
como lo hace .44-1.8. Por eso, ningún otro elemento, excepto (5), en D, no 
hay. Observemos, que la transformación .8,4 coincide con 4"-1.8, por cuanto 
ambas giran el orden du los vértices y trasladan 1 a n. De este modo, tienen 
lugar las relaciones 


AN = 6, RH 2 =— e, ARAS = e. 

Esto significa, que 1), es imagen homomoría del grupo 
G= (a, b| an = b?= abad = e). 
Poro, como cuando n= 3, obtenemos ba = a-lb = gn-l, así que cualquier 
palabra en el alfabeto (a, ad b, b") se reduce a at, o bienaab, 0< ¿< 
n—1. Por lo fauto, 16] <2n, y en virtud de lo dicho anteriomente, 
deherá tener Ingar el isomorfismo G <= /,. Do esto modo, el grupo diedral 
ha sido dado mediante los generadores y relaciones determinantes. Jdontifi- 
quemos (G con Da: 
PD, = ta, ban =e, dbi=e, (ab)? = e). 


Como (4) -3 L2, y Pr? (a) es un grupo cíclico, entonces, co base al teorema 4 
para el conmutante DH; del grupo D,, tenemos la inclusión D¿ — (a). Poro, 
ad = abaig-l == la, HE Da; cuando n es impar PD, = la), y cuando n es 
par D,/(a3) = (a. b) ex Y, €s el producto directo de dos grupos cíclicos de 
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orden 2, de donde P; = (a??. De acuerdo a da paridad de =. también varia 
el centro Z (2,) del grupo D, y el número r de sus clases conjugadas. 
Mostramos las tablas propuradas (y fácilmente comprobables): 


n=alm, Dh=(88), (Ppn:Dp)=4, 2Z(Dp)="l0"0), r=."w+43 


n= %m+4.D¿= la). (D,:D)=2, Z(Dp))=e r=mt2 


Los representantes de las clases conjugadas están en Ja fila inferior y las» 
potencias de estas clases, en la superior. 

Queda por subrayar, que la forma de las relaciones determinantes (sus 
primeros miembros en la escritura w, =e) depende esencialmente «de la elec- 
ción del sistema de los grupos generadores. Por ejemplo, 


Da (61m 2a16l= gl = (818)" = e). 
Si se parte de la tarea anterior, se puede hacer gy = ab, gy, = b. 
EJEMPLO 2. (grupo de cuaterntones). A diferencia del ejermplo antorior, desde 
un principio definimos el grupo de cuaterniones Qy (el nombre se explica en el 
cap. 9) por sus generadorce y reluciones: 


Qy => la, bjal=e, binxm al, babal = ar), 


Nuevamente, ba = ad = a3) y, por cuanto b? = a?, cualquier palabra en el 
alfabeto (a, a7!, b, b-1) se lluva a la forma a'b', 0<£:s5< 3, 0<t<Í, 
por la tanto | Qg1 < 8. , | 
¿Podemos afirmar que | Q¿ | = 8? Sí, pero sólo después de que haya sido 
presentado un grupo de 8 elementos, con dos generadores del mismo vinculados 
por las mismas relaciones que a, b. Un grupo así es engendrado por las matrices 


i 0 014. rr —— 
alo lo all; o ev =>. 
En efecto, 
d4=E£E, RB%= A? BABA = A-7! 
1.0 1 0 0 1 0 1 
== + . 
ram yl Elo Él ol El ol 


La aplicación a — A, b-—» B define el isomorfismo (gx (A, 13). Observe- 
mos que a? € Z (Qg), y corno el grupo cociente respecto al ccubro de un grupo 
no abeliano no puede sor cíclico (véase la observación en el p. 2), entonces, 
(a2) = Z (Qg). Todos los grupos de orden 4 son abelianos, por eso UyZ (Qj) es 
ex Vi, es el producto directo «de dos grupos cíclicos de orden 2. Por lo tanto 
el conmutanto Q¿ coincide con Z (05) y (04: Qg) = 4. Los dutos sobre clases 
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conjugadas, se tienen en la tabla: 


Los grupos finitamente determinados, de los que examinamos ejemplos 
elementales, se encuentran en diversos dominios de Jas inatemáticas, por ejem- 
lo, en calidad de los llamados grupos fundamentales de heterogencidados. 
vo sorprende, que muchas cuestiones referidas a ellos, no han sido resueltas. 


EJERCICIOS 


1. Recordemos Ja definición del p. 2. $ 3, cup. 4, de automorfismo interno 
Ta: 8 — agar! y de grupo Inn (6) CAÁut (6). Mostrar, que Inn (6) <y Aut (G) 
y Inn (G) == G/Z (G), donde Z (G) es el centra del grupo G. El grupo cociente 
Out (6) Aut (G6)NInn(G) se llama grupo de automorfismos externos. 

2. Sean ff y K, subgrupos del grupo G. Mostrar, que | AX¡x1HNXK|= 
=| H|-| K | análogo de la fórmula conocida de la Leoría de espacios lineales). 
Mostra, a continnución que el conjunto H X será subgrupo si. y sólo si, HK = 
= KH, cuando A <] G, esta condición se cumple antomáticamente. 

3. Mostrar que en el grupo resoluble finito G, se hallurá una sucesión de 
subgrupos e =s Gg 6, SC... EG, =G, donde, G41<1<nm, y cada 
índice (G¿: G;¿-1) = p, es algún número primo. 

Componer pata el grupo simétrico S la tabla 


1 | 3 6 | 8 | 6 


e | (12) (34) (12) | (123) | (1234) 


análoga a la que usamos en el curso de la demostración del teorema 5. Apoyándo- 
se en los mismos razonamientos, repetir la discripción do los subgrupos norma- 
les del grupo S,, que hernos dado en el ejemplo 2 

5. Demostrar que el grupo alternativo A,, n 3 es simple, observando 
el esquema «de razonamientos expuesto a continuación. 

a) En el subgrupo normal K Q A,, K 5 e, corresponde tomar la permutu- 
ción nx e, que deje en su lugar o] mayor número k posible da símbolos de 
Q= (1,2, ...n) Si k=r— 3, entonces. 1 = (ik) y K = An (véase 
el ejercicio 8, $ 2 del cap. 4) por esa, consideramos k < mn — 3, 

b) Sin = (123 . . .) es el desarrollo de << en ciclos independientes, entonces 
la paridad de 1 y la condición k < n — 3 conllevan k < n — 5. También es 
ia que 7 = (12) (34) .. . se componga de ciclos independientes de longi.- 
tud 2. 


c) En todo caso, examinar el conmutador [x, 0) = noxa-lo-1 9 e con a = 
= (345) y comprobar que él deja en su lugar más do k símbolos. Esto contradice 
la elección de k y demuestra la afirmación. 

6. Mostrar, que Z (A X B) = Z (4) X Z (B). 

7. Si K;,, K2X16G, Ki: NXKs=e, entonces, G es isomorfo a un cierto 
subgrupo cn (G/X,) X (CÍR y). ¿Es ciorto ésto? 
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8. Sea K<JG =A X B. Demostrar que, bien el subgrupo A es abeliano, 
bien una de Jas intersocciones XK NA, K NB es no trivial. Dar un Sep 
de grupo A X B con subgrupo normal no trivial K tal, que K NA = ey 
NB = e, Con esto, de K<] A X B, hablando en general, uo se deduce que 
K =(XK NA)x (Kk NB). 

9. ¿Es o no el grupo de cuaterniones Qg producto semidirecta de algunos 
de sus dos propios subgrupos? e 

10. Mostrar que Y <] Q¿ para cualquier subgrupo propin HI —Qj. 

11. Mostrar, que los grupos D, y Qg nv Son isomoríos. (Frudicación. Contar 
los elementos de orden 2 o utilizar cl resultado del ejercicio 10.) 

12. Mostrar que Aut (D,) = P, (como | Z (D,)| = 2, entonces, de acuerdo 
con la afirmación 41, Out (G) == 2). 

13. Todas las rníces complejas de primer grado pi, ¿i=0,1,2,..., 
forman el grupo infinito C (po). El se llama cuasicíclico, por cuanto cualquier 
número finito de sus clementos engendra un grupo cíclico. Comprobar esto 
y mostrar quo 


C (pe)=(8,, da 3, .... laf=1, a? ¡=4;, i=i, 2 3, jos 


15, (J. Monthly 80, N? 9 (1973).) Sea 
Gx (a, b] aba = batb, ar=e, biMi= e), 


donde n € fy, Demostrar que 1 = tl, osca, 6 = e y, de hecho, G = (1 ] a? = e) 
es un grupo cíclico de orden 3. (Indicactón. abe = bath -- bu“tb= abi = 
= aba-a71b = hardh.arlb = bar -aba = bla. Sacar de aquí la conclusión de 
que ab = ba y, en consecuencia, teniendo en cuenta otras relaciones, b= e) 

15. Completar con detalles la definición formal siguiente de grupo libre F, 
con n generadores. Al alíubeto A = (a,, a7i, ..., dp, e;!), conpuesto de n 
Jetras a,, ..., a, y Sus suntípodase a“?, ..., al, se lo agrega el símbolo e. 
Sen S el conjunto de todas las «palabras» obtenidas mediante la escritura de 
estos 2n 4- 1 símbolos en cualquier orden, en filas de longitud finita. Se permi- 
te repetir símbolos en las palabras. Por producto u* de dos palabras u, v, se 
entiendo la agregación de la palabra v al final de la u. Se lama inversa a u = 
“az «am, 8 =>+1k=1,..., m, la palabra u7! = a. ej, 
el =e, En $ se introduce la relación de equivalencia. Precisemente, dos 
palabras so consideran equivalentes si una se obliene de otra como resultado 
del empleo de un número finito de las trapsformaciones elementales siguientes: 


tere, 
ajaj? =E, 2,0 €, 


aje — 41, 4, 1 


eQ; - Al, ea]? mat, 


En cada claso de equivalencia hay una única palabra «no simplificables (más 
corla). Ln las clases de equivalencia respecto a la relación está definida la 
uperación asociativa de multiplicación (y rotación de clazes), inducida por 
la multiplicación de palabras. Será unidad la clase de cquivulencia de la palabra 
«vacía» e. El conjunto de clases dde equivalencia, con Ja operación de multipli- 
cación dada, es, precisamente, el grupo libro F, con n generadores 4), ..., Gn 
(grupo libre de rango n). 

JEMPLO: Por «el ocho», que encierra en sus ojales dos columnas, corre en 
distintas direcciones nn niño con un ovillo, colocando cada vuelta siguiente 
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sobre las anteriores. Los caminos recorridos por él can puntos iniciales y Finales 
en el centro ontre los columnas se interpretan. ovidentemente, como elementos 
del grupo libre F, de rango 2. Las palabras no simplificables corresponden a Jos 
hilos tirantes, Jiberados de los ojales triviales ua-t. arta, db7?, b=1b. En la 


fi 


abba 0 


Fíg. 20 


fig. MW. los partes e y a7!, b y bal, están representadas geométricamente distin- 
tas, sólo pura facilitar la comprensión. Nuestro ejemplo realiza Fa cn forma 
de un conjunto de clases de «caminos homotópicamente equivalentes» (termi- 
nología topulágica) de lemniscata. En este sentido, el grupo fundamental do 
pétalo, representado en Ja fig. 24 (pág. 333) será el grupo libre F.. 
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Eu el punto 4, $ 3, cap. 9 prestamos atención al hecho de que 
en el grupo finito G de orden |G | puede no haber ningún subgrupo 
de vrden d. divisor de | G |. De ejemplo mínimo, sirve el par G == As, 

=606. 

Como en un grupo simple no abeliano no puede haber subyrupos 
de índice 2 (on virtud de su normalidad), entoncos, según el teorema 5 
del $3, en el grupo alternativo A, de orden 60 no hay subgrupos de 
orden 30. En efecto, en Az tampoco hay subgrupos de órdenes 20 
y 15. (¿Por qué?) Use los razonamientos expuestos en el ejemplo 2, 
p. 3, $ 2). Sobre este fondo, especialmente notables parecen las 
leyes generales, que hace más de un siglo tormuló el matemático 
noruego Sitov. Ellas se refieren a los p-grupos (con los cuales nous 
encontramos en el $ 2), contenidos en calidad de subgrupos del 
grupo G. La existencia del elemento de arden p en el grupo abeliano, 
cuyo órden se divide por p, fuc observado ya por Ú. Cauchy. 

Sea |G ] = pm, donde p es un número primo y m uno enlero, 
además, p y In son primos entre sí. Al subgrupo P < G de orden 
|P | = p" (si existe) lo llamaremos p-subgrupo de Silov del grupo G. 
Como en el p. 3 del $ 2, por N (P) se comprende el normalizador del 
subgrupo P en G. 

TEOREMA 1. (primer teorema de Sílow). Los p-subgrupos de Silov, 
existen. 

TEOREMA 2. (segundo beorema de Silo v). Sean P y P, dos p-subgrupos 
de Sílov cualesquiera del grupo G. Entonces, existirá un elemento 
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a2€6G, para el cual P, = aPa”?. Con otras palabras. todos los p-sub- 
grupos de Sílov están conjugados. 

TEOREMA 3. (tercer teorema de Silov). Para el mímero Ny de los 
p-subgrupos de Stílov del grupo G. tiene lugar la igualdad N, = 
=<- (G: N(P) y la congruencia N, =1 (mod p). 

Las demostraciostes de los luoremas 1 — 3, sirven de ilustración 
de los métodos generales y razonamientos expuestos en el $ 2, Co- 
menzamos con el teorema 2. 

DEMOSTRACION del tcorema 2. Y bien, sea qne los p-subgrupos de 
Silov en G existen, y P es uno de ellos. Sea, luego, P, un p-subgrupo 
arbitrario del grupo €, no necesariamente de Silov. Obligamos a E, 
a operar con traslaciones por la izquierda en el conjunto G/P <= 
= UY £;P de clases adjuntas por la izquierda de G respecto a P (la 

i 


limitación de la operación de (¿en G/P descrita en el $ 2). De acuerdo 
con los resultados del p. 2, $ 2, la longitud de cualquier órbita con 
relación a P,, divide el vrden [P,| =p*, k>n. De este modo, 


Mm = —=” — — mw 2 [GP | = pr + pt +. 


donde p*,p»,.. . son las longitudes de las órbitas. Como el m.c.d. 
(m, p) = 1, entonces, por lo menos una órbitn tiene ln longitud 


pe = 1,0 sea, 
P,¡-aP = aP (1) 


para algún elemento a = g¿€ G (esto se parece a lu demostración 
del teorema 2, $ 2). Reescribimos la relación (1) en la forma 


P,-aParl - aPar?, 
llegamos a la conclusión, que 
P, <= aPa”! (2) 


£por cuanto aPa-* es un grupo). En particular, si P, vs un p- subgrupo 
de Silov, entonces, | 7, | = | P | y de (2) se deduce que P, = aPa*! 

DEMOSTRACION de Jos teoremas 1 y 3. El teorema 4 se puede inter 
pretar como coroJario del teorema 3, puesto que N,, = 1 (mod p) > 
=>Np +0, y Ny EOS EN, S us el unto: le todos los 

p-subgrupos de Silov dol grupo €. 

fin lo que respecta al teorema 3, la igualdad Vp — (G: ÑN (42) 
se deduco directamente de la conjugación de los p-subgrupos de 
Sílov (teorema 2) y de la ntirmación gonoral sobra lu longitud de la 
órbita 77% en 01 $ 2. A la congruencia N, == 1 (mod p) llegaremos 
examinando una situación un poco más general. Precisamente, sea 
|G | = pi, donde s <n (£ puedo dividirse por fp). y sea N, (s) 
el número de todos los subgrupos de orden p* en (+. fiesulta que tiene 
lugar la congruencia Ny (s) = 1 (mod p); en particular € conliene 
subgrupos de cualquier orden pf, $ =1,2,....1 y Np(u) = Np. 
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Razonamos del modo siguiente. La operación con traslaciones 
por la izquierda del grupo G en si mismo induce, conforme a la 
observación al fina) e p. 1,$ 2, la operación de G en ol conjunto 


=(MCG||M|=p") 


de todos los Pr [81 - - -. Eps) de p* elementos cada uno. 
Recordomos que £:(8,, - - -, 8p8) = (881) - - -» 88ps). El conjunto $2 
se parte en (i-órbitas Q,: 2 =(] ,, de modo que 


121 =23 12,1, 10,1 =(G:6p, 


donde G, = [g €G |8M; = M,) es subgrupo estacionario de algún 
representante 47, E Q,. 


Como C¿M, = 3M,, entonces, M, — % Gigi, es la unión de 


jon 
varias clases adjuntas por Ja derecha do E con relación a Gj. Por 
eso, p=]M, | =v,|C€¡|], de donde, [G; [=p <p. En el 


caso en que ]€,|<p?, tenemos | 2, | = p" 4 =0 (mod pt); las 
igualdades |G, | =p" y 12,/|=t son equivalentes. Obtenemos 


1] a 
p = |Q| = em [22] (mod pt). (3) 
a; 

Conforme a lo expresado anteriormente, |Q,| =1=>|G;¿]= 
=p =>, = Ca, (a, = 81 os algún elemento de G) y, por lo tan- 
to, a'M, —- aj'Gja; =— P, es un subgrupo de orden p*). La órbita 
Q,¡ se agota con algún número de clases adjuntas por la izquierda 
P; del grupo G respecto a 1. 

Recíiprocimente, cada subgrupo H <C de orden |/1 | =p, 
lleva a la órbita 0% == (Sm |g €G) de longitud £. Los distintos 
subgrupos HH; con 4, E = p* conllevan a distintas órbitas Q;, por 
cuanto, de 17, = gH),, sigue e = ghy, de donde g =h;y' EH, y H, = 
= Hj,. De esta Manera, se tieno una correspondencia biunívoca entre 
los subgrupos de orden p* y las órbitas Q, de longitud 2. La congru- 
encia (3) se reescribe en la forma 


|G| a Ñ 
sp 7, 12,| =1Vp(s) (mod (pt), (4) 


donde correspondería escribir N, (s, G), a fin de subrayar la depeuden- 
cia de N, (s) respecto a (. 
Hasta ahora, la especificidad del grupo G no desempeñó ningún 
papel. Si se toma G como un grupo cíclico de orden p*t, entoncos, 
para él, N, (s, G) = 1 (teorema 5, 8 3, cap. 4), y, por eso 


(1.)= = t-1 (mou pl). (5) 
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Como los primeros miembros de las congruencias (4) y (5) respecto 
a un mismo módulo pt coinciden, entonces, tenemos 


t= 1N, (s) (mod pt), 


que brinda precisamente la congruencia buscada Y, (s) = 1 (mod A | 

Aunque en realidad se ha dumostrado imús de lo que se pedía, 
no nos disponemos utilizar este hocho, recomendando a los inte- 
rosados la literatura especial. 


EJEMPLO. Sea G = SL (2, Z,) el grupo do todas las matrices de dimensio- 
nes 2 X 2, con determinante 1, sobre el campo £,, de ¡: elementos. De la des- 
composición 


psi; 0 
GL (2, £p)= U E ¡ [sz (2, Zp) 
el 


del grupo lineal completo G£ (2, Z y) en las clases adjuntas respecto a SZ (2, Z,) 
se 


educe que 
GL(2,Z,)1=(W— 101 S£(, Zp). (6) 


Examinando GL (2, Zp) como grupo de automorfismos del espacio vectorial 
bidimensional Y sobre Z,, es fácil hallar el orden de | G£ (2. Z,) 1. Efectiva- 
mente, GL (2, Z,) opera Qn el conjunto de pares (1,, vz) de los vectores básicos. 
Cualquier vector f, € V diferente de coro (en total hay p? — 1 unidades) puede 
ser imagen de v,, y, seca cual sea la elección de f,, imagen de va puede ser 
un vector arbitrario f, de VN (1,) (de ellos se tienen pi— p unidades). Por 
lo tanto, a (2, 2) 1 = (p* — 1) (p? — p), que en combinación con (8) 
a 


conduce a fórmula 
| SL (2, Zp) =p (2 1). 


13 Por Jo menos dos p-subgrupos de Sílov del grupo SL (2, Z») hollamos ense- 
guida: 
0 


ponlo Flroezo). rom fl 


En correspondencia con el leorema 3 tenemos 


np (0:N (p) = 1-4 kp > 1, 
AO 


ls Ho lo, 


y, cn consecuenera, el normalizador N (1) contione el subgrupo 


cz 


de orden p (p — 1), ontonces, queda la única posibilidad 


N (P) = H, Ny=1 +». 
Entre el grupo 
1 007 (1 4 Y 4 
seo lo lol» lol 


Kool» lil le ol 


ezo), 


y como 


1 ¿2 
O 4 


fa, EZ" A 0) 
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y ol grupo simétrico 5,, inmediatamente se establece el isomorfismo 
1 0 1 
1 0 11.0 


fambus grupos tienen la misma tarea cou generadores y rulaciunos). Para p > 2, 
el grupo G= S£ (2, Z,), tiene centro Z (0) =(+£; de orden 2. El grupo cocien- 
te PSL (2, Z,) — 6:Z (6), al que es natural denominarlo grupo especial pro- 
yectivo (él es grupo de translormaciones de la recla proyectiva Z,P! = Pl (1) = 
= (0, 1, .... p — ó U (oo y), desempeña un papel importanto en cl álgebra 
desde los tiempos de Galois. La cuestión es, que cuaudo p > 3, el grupo PS£ 
(2, Zp) bs simple y, junto con A,, es uno de los primeros ejemplos de grupos 
simples finitos. 


(123 (1 2). 


Recurramos de nuevo al caso general y oblengamos una espe- 
cificación útil de los teoremas de Silov. 

TEOREMA 1. Son justas las afirmaciones sigientes: 

(1) el p-subgrupo de Silov P del grupo G es normal en G.si, y sólo st, 
Nr = 1; 

(ii) para que el grupo finilo G de orden |G |= p¡*... pA resulte 
un producto directo de sus p-subgrupos de Sílov P,. ..., Py, es nece- 
sarto y suficiente, que lado. estos subgrupos sean normales en (. 

DEMOSTRACION. (1) Todos los subgrupos de Silov, que responden 
a un divisor primo p dado de orden |G |. según el segundo teoroma, 
son conjugados y, si P es uno de estos subgrupos, entonces, N, = 
= 1i<> 2Px3! =P, VWeeG<=>P <C. 

(0) SiG=P,x... xP, es producto directo de sus subgrupos 
de Sílov, entonces, P, <] G es como cualquier multiplicador directo. 
Por lo tanto, la condición de normalidad es necesaria. 

Sea ahora P, 36, Í<i<k, o sea, Na, =1. Observemos, 
primero, que 


s t 
EPLNE,, isj>r dize, Di=e>t=e. 
Por lo tanto, P¿ NP), = e, de donde, para cualquier 1, EP ¡,x,€L£,, 
loncinos 


[2;, 2=| 


o bl 0 sé 
x (2,017) =2/5€P, A 


o sen, las elemuntos x, y zx, son permutablos. 
Supongamos por un minuto, que el elemento unidad e € G está 
escrilo en la forma € — Y,¡Yo «+ - Yu, dande y; E Py. es un elemento 


de orden «a, -— po. Jlacieudo a = ll a. y aprovechando la per- 
14) 
mutabitidad de y,, . . .. ya obleneznos 
er (YYa -- Ya) = MY - + Yh = Y. 


Pero, como e y ¿son primos entre sí, enlontes, yy? = y) = e => y; = 
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= e. Esto es cierto para cualquier j, y, por lo tanto, la igualdad 
€ = YiYa - . - Ya Sólo es posible cuando Y, —= Ya: .-- =Yn = €. 

Por otra parte. cada elemento 2 EG de orden r + Ye... Fho 
r¿ = pit, se escribe on Ja forma 


c=Lt% -.. Yi lE)[|='" 1<1:34. (5) 


Es suficionte hacer zx, = 2%*, donde los exponentes se definen 
mediante las condiciones 


h 
ri=rr. 1= Y) tri. 
i==1 
Si ahora x = 2,7, ... 3, es olra escritura de x en forma de producto 
de p;¡-elementos, entonces. en virtud de la permutabilidad de z;, x; 
con diversos índices inferiores, tendremos 


as -1 


E E E O a E AE 1 O 


que, como se indicó más arriba, conlleva a la igualdad zx, 7]! = 
= rr" A NR A A A 

Y bien, cada elemento del grupo C se expresa, sen dicho, de un 
modo único, en la forma (7), o sen (véase e183),G =P, x... <P. B 

Observación. El p-subgrupo de Sílov normal P del grupo G, es 
característico en G, o sea, invariante para la operación de cuaJquier 
automorfismo y € Aut (G). Efectivamente, | (P) | = |P |, por 
eso.  (P) es un p-subgrupo de Sílov y, por Ju tanto, y (P) = P, 
si V, =1. Es también digno de mención. que Jos análogos de Jos 
subgrupos de Sílov se observan en estructuras algebraicas, lejanas 
a los grupos finitos. 


EJERCICIOS 


1. Flallar el número de lus 5-subgrupos de Síloy en .4,. 
2. Comprobar que el conjunto FP do las matrices 


10 ala a 
Ó 1 —i1i —1 —N— 1 1 =Al—1 0 


sobre Zz forma un grupo isomorjo ul grupo de cuulerniones Q, y que es 2-sub- 
grupo de Sílov en S£ (2, 73). Mostrar que P <] SL (2, Zy). 

3. Mostrar que los grupos $, y SL (2, Zy) no son isomorfos. ¿Serán o no 
isomorios los grupos PSI (2, Zj) y A? 

4. Demostrar, que todo grupo G de orden pg ([p < q. sou números primos) 
cs, bien cíclico, bien no abeliano con g-subgrupos de Síilov narmal, además, esto 
último es posible si, y sólo si, q — 1 se divide por p. In particular, todos los 
grupus de orden 15 es ciclico. 

5. Obtener nuevamente (véase el $ 3, cap. 6) la congruencia (p —- 11 + 
2. 1 = Q (mod p) para e) primo p. por medio del cálculo directo del número 
Ny de los p-subgrupos de Sílov en el grupo simétrico $). 


1 
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$ 5. GRUPOS ABELJIANOS FINITOS 


En el grupo abeliano, todos los subgrupos son normales. Te 
este hecho evidente y del teorema 4 del $ 4, se deduce inmedia- 
tamente, que cualquier grupo abeliano A, de orden |A|= 
= Pp... pi*. permite la descomposición 


A=A (pi) XA (pi) XX... X A (pa) (1) 


en el producto direrto de sus subgrupos de Sílov A (p;). Los factores 
directos A (py). ..., A (px) Ífrecuentemente se llaman componentes 
primarios de grupu abeliano. La descomposición (1) está definida 
univocamente: cada componente A (p;) es sencillamente un conjunto 
de todos los p¡-elementos (elementos en A, cuyos órdenes, sirven de 
potencia del número primo pj). 

Nuestra finalidad consiste en preseutar el grupo abeliano A en 
forma de un producto directo de grupos clementales, como lo son 
los cíclicos. Si no se impone ninguna limitación a los órdenes de 
Jos grupos cíclicos. entonces, la condición de univocidad de esta 
descomposición es imposible do cumplir, como lo muestra el sen- 
cillo ejemplo: 

A =(a]at =e) = (a?) < (af), 


Sin embargo, Ja posibilidad de arbitrariedados en Ja descomposición 
es basinnte Jimitada, de modo que el resultado final (teorema 3) 
pareco tolalmente salisfactorio. 

1. Grupos abelianos primarios. En adelante tendremos en cuen- 
ta. que si el grupo abelinno A es engendrado por sus subgrupos FF, C, 
entoncos, en realidad, A = BC; además, A =B XC si. y sólo 
si, B NC -. e (véase p. 4, $ 3). 

A diferencia del caso general, el grupo cíclico Ch de orden p” 
es indescompontible, o sea, no se puede representar en forma de 
producto directo de grupos cíclicos de menor orden. En cfecto, si 


. o. n-1 
Cpn == lar y Cpi—= (ar""), entonees, en la cadena 
AE A 


se ecuentran lodos los subgrupos del grupo Cn. Cualesquiera dos 
de ellos X == e. Y e poseen una intersección no trivial X NY > 
> C, y, Por eso, no pueden servir de componentes de una descum- 
posición directa. 

TEOREMA 3 Cada p-grupo abeliano finito es producto directo de 
grupos cíclicos. 

DEMOSTRACION Razonando por inducción y suponiendo demostra- 
do el leorema para lodos los p-grupos abelianos de orden <p”, 
elegimos cn nuestro grupo A, | 4 | = p”, el elemento a + e de 
máximo orden p” y pasamos al grupo cociente Á = A¡(a). Como 
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¡4 ] =p"-"< p”, entonces, por presupuesto de Ja inducción 


A= A, Ai >. Az (2) 
donde A¿= (6) — (bi; lar) = [(a), db, (a), .... bi" (aj) es 
un grupo cíclico de orden p",1<i<T,M, +... +M, = NM. 


Por definición 
y, aunque cada elemento x € Á tiene la forma 


pe (a), u sea, dl -atEga, (3) 


HD se bar, 
esta escritura, hablando en general. no es única. Debrinos «corregir» 
los elementos b, € A de modo taJ, que los exponentes $; en (3) scau 
iguales a cero. No es difícil hacer esto. Recordando que m, <m 


y elevando ambos miembros de la relación (3) a la potencia p""i, 
obtendremos 


m-m. 
7 7 
e=g' : 


de donde, s; = t¡p”i (teorema 3, $ 2, cap. 4). Si ahora se hace a; = 
= bia7*', entonces, (3) se convierte en la relación 
m 
t ; : ] 

a" =e 1i<is<rioa> (la) fM (4? => e), (3) 
además, a, =4, la) =b;(a)=b,, y, en consecuencia, (a¡) = As. 
Nuevamente 

Xx = at e... a Tgh 
para cualquier € A, y esta expresión es ahora única. En caso cou- 
trario se obtiene la relación 
Y 
an... arav=e, 0<y <p, 0Sv<p”, 
(no todos los v;, v son nulos), a la que, para cl cpimorfismo A —> A, 
corresponde la relación á,! ... ar 8. En condiciones de la des- 
composición directa (2), ella es equivalente al sistema aj = É, 
i<isSr, o, lo que es igual, afi € (a). Pero, de acuerdo con (3”), 


esto sólo es posible cuando vw, = 0, pero. entonces también y =Ó0, 
La contradicción nbtenida muestra que 


Á=(a/x Sa xa. x(a;. Ñ 


Observación. La «demostración del teorema 1 expuesta, se asemeja a la 
demostración geométrica del teorema sobre la forma normal de Jordan de la 
matriz del operador lineal nilpotente (véase el complomento). 


De complemento importante al teorema 1, sirve el 
TEOREMA 2. Si el p-grupo abeliano finito A se descompone de dos 
modos en producto directo de subgrupos cíclicos: 
A=A,¡X...xXA,=B,Xx...XxBb,, 
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entonces, rs y los órdenes de | A; | coímciden con los de | Bj; |. con 
cierto ordenamiento de los últimos. 

DEMOSTRACION. Cuando | A | = p el teorema, evidontemente, es 
cierto. Utilicemos la inducción sobre | A |. Es cómodo ordenar desde 
un principio los componentes A; y 13, de tad modo, que sus órdenes 
no sean crociontos; 

Aj == (ap) | tap] =p", 


MAMA ANNO My 2 My 1 (4) 
Bj-=(07, | bj | p*, 
UN pe US = ...o. => UY > Mi+r A = Ny. (3) 


De Jas relaciones 
(37) Py, (y = (an, 
legítimas en cualquier grupo abeliano (véase (3), $ 3, cap. 4). se 
deduce que el conjunto 
A” = Gr lea) 

de los p — z grados de todos los elementos de 4, forma un sub- 
grupo en A. independiente de cualquier descomposición de A en 
producto directo. Por otro lado, si 


ati,., a ne a" =x—bh E A 
entonces, leniendo en cuenta (4) y (5), lenemaos 
(ap... (ar (e. a 
Por lo tanto, 


yx. x(y=4P=0b)x... x (bp, 


í -1 


donde e, =- af. bd, - b3, son elementos de órdenes p":"? y n% 
respectivamente. Como |4? |<|]|A |, entonces, por presupuesto 
de la inducción, q =ymu—i=n—1,...,Mmq—1=nm—1Í, 
de donde m, == Mi, ..., Mg = Rg- Observando también, que 
Ay] X .. X Ap |." pra, [PIPA id .... xB,| =p", q =!. 


obtenemos 
pair AT "q pr ES JA! = p” Eo + yA, 


Por consiguiente, s =F, y todas las afirmaciones del tuorema har 
sido demostrudas. 

Los órdenes pts, .. ., p”r de Jos multiplicadores directos cíclicos 
so llaman ¿invariantes lo divisores elementales) del p-grupo abeliano 
finito A. Si dos grupos abelianos 41, BE, tienen los mismos invarian- 
tes, crlonces, 


E PO A e EN B=b, XxX... Xx 8B,, A; = Cm, Bs, 
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y el sistema de aplicaciones isomorlas q,: A¡ > Bj. induco el iso- 
morfismo q: q((A,, .... ar) = (pr (01). ---. Y, (8s)) entre dos 
grupos A y B. Por lo lanto, el teorema 2 dice que el grupo A se deter- 
mina con exactitud hasta el isomorfismo por medio de sus invariantes. 
En particular, cabe el 

COROLARIO. El número de grupos abelianos no isomorjos de orden p”, 
es igual al número p (n) de particiones 


R=R+R>>- Fa RM. 2 >, 
il>r=nm. E 


La función de números enteros p (n) iue tratada por nosotros 
durante la descripción de las clases de elementos conjugados en el 
grupo simétrico S, (véase el ejercicio 4 del $ 2). Fl grupo abeliano 
de orden p” con invariantes p. . . ., p, habitualmente se llama grupo 
abeliano elemental. Este grupo A se caracteriza por la condición 
AP =e. Dando preferencia a la escritura aditiva, observamos que 
el grupo abeliano A, con pA = 0 (p es uu número primo), es un 
espacio vectorial subre el cumpo finito Fp de p elementos. En electo, 
si los elementos de F, se identifican con las clases de restos A: res- 
pecto al módulo p (FP, — Zp) y se haco ka = ka, a € A, entonces, 
llegaremos a provocar la operación F, sobre 4, que transforma a A 
en un espacio vectorial sobre F,. sta operación está definida corroc- 
tamente, porque de k — k' sigue (4 — k) a = l (pa) =- 0. La des- 
composición de A en una suma directa de subespacios cielicos co- 
rrespoude a la descomposición del espacio vectorial en una suma 
directa de subespacios nnidimensionales (teorema sobre la base). 
Así, 

4=Zh¿-=Z2,0...0 Lp 


Cuan grande es la arbitrariedad en la elección de los espacios básicos 
unidimensionales, incluso cuando r = 2, se aprecia del ejemplo en 
el $ 4: Z¿ permite p (p — 1) descomposiciones distintas. 

2. Teorema fundamental sobre grupos abelianos finitos. Hacion- 
do hincapié en la descomposición (1) y en su unicidad, así como cn 
los teoremas 1 y 2, llegamos inmediatamente a la afirmación funda- 
mental sobre los grupos abelianos siguiente. 

TEOREMA 3 odo grupo abeliano finito A es producto direclo de 
subgrupos cíclicos primarios. Cualesquiera dos descompousiciones de este 
tipo tienen cada una el mismo número de multiplicadores de cada orden. 

Adoptando Ja Lerminología de la teoría de espacios vectorialos, 
diremos que Jos elementos a,, . . ., 4,, de órdenes d,. .. ., d,, com- 
ponen la 6asc del grupo abeliano A , si cada olemento z € A se escribo 
de un modo único en la forma 


j ¡ . 
zx =athats e... Ar, 0< li, <A», Kk=: 1, .... FP. 
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Por supuesto, en tal caso 
A =(4)X... X l4,), JA | =dd, ... d», (6) 


y el teorema 3 0s equivalente a la afirmación sobre la existencia, 
en todo grupo abeliano finito A, de una base con elementos pri- 
marios (o sea, los órdenes d, de los mismos, son potencias de los 
primos p, divisores de | A |) además, el sistema (d,, dy, ..., d,) 
no depende de la clerción de la base. Por esta razón, como en el 
caso de los grupos primarios, los números d,, . . ., d, se llaman ¿n- 
variantes O divisores clementales del grupo A. A veces también so 
dico que (d,, . . ., d,) son el tipo del grupo abcliano finito A. 
Indiquemos todos Jos invariantes, colocándolos en filas que 
responden a diforentes divisores primos de orden | A |: 


PDA,  pTa, pM Ry aRgaANA cr 
pa, pi", pia, es ña 20 > Mas => ...y 
. . . 46 ......—M..eA_ 2. £2É£Í606 6 4 04. >+».-.>%». 6»..009.020020 ..o0.0ms808 1] La 6 6 


Y] n n . 
PO PIPA PA PM 232 


Puede considorarse que todas las filas tienen la misma longitud /, 
si”se completan algunas de éstas con unidades. 
Los números enteros 


my Pp Up... Pod, j=1, 2, ..., l, 


se Jaman factores (o multiplicadores) invariantes del grupo abelia- 
no Á. Por construcción 


PA] =MMy ... Mi My ly j=1, 2, ..., 14. (7) 


De la descomposición (6), reescrita en la forma 
A =((0) Xx... XxX (ai). X (MA) o. X (420), 
pasamos ahora a la descomposición 
A = (4) X (Ue) Xx... Xx (uy) (8) 


con multiplicadores cíclicos directos de órdenes m,, My, ..., Mi. 
Para oso, es snficiento hacer 


u) — Q1/¡42] e... pj i<j]<!, 


y alegar la proposición del final del p. 3, $ 2, cap. 4. 

Para el grupo primario A, las descomposiciones directas (6) 
y (8), evidenteniente, coinciden, pero, en el caso genera), la (8) 
es más brove quo la (6) (1 <r < kl), además, en (8) se separa de 
inmediato el clemento u, de mayor orden sn,; los Óórdones de los 
demás elementos del grupo A dividen el primer factor invariante m.. 
El número entero m, se denomina también índice (o exponente) del 
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grupo Á. El grupo abeliano A es cíclico si, y sólo si, su indice coincide 
con el orden de | A |. 

Queda por agregar, que la cuestión sobre la existencia del grupo 
abeliano A con los factoros invariantes dados my, My, ..., Ma, 
no Surge: es suficiente examinar (en escritura adiliva) la snma directa 
de los grupos cíclicos Zm,. .. -, ly: 


En calidad de ejeiaplo, enumeremos todos los grupos abelianos de órdenes 


106 y 36 
¡4|[=16=2t p(4)=5: Zu, 2,0 Zy 
2,0%, 202,02, 2i=7:02,02,02, 


Facto 
| A pu 36==22.32 lee bala invurlantes 
Za Zo 3% 6 4, 9 36 
2,187: 02, 14D Z: 2, 2, 9, 18,2 
OZ, DZ, =D Za 41 3, 3, 12,3 
21022021 D%) =1%. Ds 2,2,3,3 6,6 


Considoremos otro ejemplo más. Indiquemos el grupo Z,73 O Z,¿ en térmi- 
nos de factores invariantes. Al principio, cada uno do los sumandos cíclicos 
los expresaremos por medio de los componentes primarios cíclicos: 


Zp=Z,0 2%, 24 =2,027102Z, 
Luego, unamos todos los componentes primarios 
Za OD Za = (2490 Z) 90 (210209 Z, 
(suma directa de p-subgrupos de Sílov). Ahora queda soparar “un sumando 


cíclico de orden máximo en cada componente primario, y tepolir este proceso 
con los sumandos restantes: 
Za O Za = (2490 2102) 0 12,0 Za) = Zoo, O “11 

Si se hace lo mismo con el grupo Zy¿ D Zyaa, Entoncos, se obtendrá un resul- 
tado análogo. 

Eu consecuencia, 

Za 0D Zu = Zas O Zion 

(hablando en rígor en todos laudos hubiese correspondido poner cl signo ex 
en lugar del de igualdad). En particular, scñalemos, ue los índices de ambos, 
grupos son iguales a 504. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1 o incluso la primera parle del teorema 3, sin 
pasar a log factores cocientes. (Indicación. Se inicia del mismo modo. Luego, 
al grupo cíclico (a) de orden máximo m en A se le dehe agregar el sumando 
directo máximo B. Si (a) x B = A, entoncos, todo ostá demostrado. En caso 
contrario, examinar el elemento c € A, no contenido en (a) X B, pero tal, 
que cP€ (a) X B para ol exponente primo p. Los razounmicntos ulteriores 
se efectían en el grupo (e, (a) X B), procurando obtener para ol mismo la 
descomposición le) X B', B' >B). 


20-0392 


306 GRUPOS [CAP. 7 


2. Obtener la descomposición del grupo abeliano finito A en componentes 
primarios, sin recurrir a los teoremas de Sílov y, por supuesto, no utilizando 


el teorema 3. En particular, para que siendo n = didz ... da, d¿ = pei (p¿ son 
diversos divisores primos), obtener la descomposición 
Zn =Z/,02Z¿,€ e 9%, 


de] grupo cíclico (Z,,, +), se puede utilizar c] ejemplo 1 del p. 1, $3, 0 la pro- 
posición del p. 3, $ 2, cap. 4. 

3. Mostrar, que en el grupo abeliano finito A, para cualquier d|| A] 
existe por jo menos un subgrupo de orden d (giro del teorema de Lagrango): 

4. Mostrar, que con us ordenamiento correspondiente los invariantes de 
dee e subgrupo son divisores de los invariantes de un grupo abeliano. 

4 Si pa 9 A=BO B, donde A y B son grupos abelianos finitos, enton- 
ces, = . 

a A, B, C, son grupos abelíanos finilos, y AGO CE B8 C, entonces, 
A = B, 

7. Mostrar, que el grupo abeliano con factores invariantes my, ..., Mp, 
no puede ser engendrado por menos de l eleraentos. 

8. El grupo aheliano finito de orden n, no divísible por el cuadradu de 
ningún número entoro >1, es cíclico. 

9. Hacer recuento de todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 72 

10. ¿Son isomorlos los grupos Zi O Za Y Zi O Zas? 


Capítulo 8 


ELEMENTOS DE LA TEORÍA 
DE REPRESENTACIONES 


A la definición exacta de la teoría de representaciones lineales 
de grupos, le anteponemos dos problemas cercanos por su espíritu. 

PROBLEMA 1. En el espacio (m > 1)-dimensional VY,, de los 
polinomios reales homogéneos 


Hz, y) =0Q + ay ay ln E y 


(o, más bien, de las funcionos polinómicas (zx, y) —> f(x, y)) de 
grado m, se separa el conjunto de soluciones de la ecuación bidimen- 
sional de Laplace 

on derivadas parcialos (véase el ejercicio 9, $ 4, cap. 6). El operador 


rr red (») 
Por eso las soluciones de la ecuación (+*) forman cicrto subespacio 
3 
de Laplace A=2 +97 es lineal: 
A(af + Pg) =a Af +BAg, a, BER. 


Por eso, las soluciones de la ecuación (*) forman cierto subespacio 
ly, del espacio V.m. Se comprueba inmediatamente, que 


m-2 

Af= Y) [(m—K) (m—k=4) 07 + (642) (K+1) ayan yo, 
En consecuencia 
Aj =0<> (m— k)(m—k—41) ar + (k + 2) (k + 4) 4,42 =0, 

0<k<m-— 2, 
y todos lus coeficientes a, se expresan mediante dos de clHos, diga- 
mos, €, y 4,. De este modo, dim Hm < 2. 

Pero dos soluciones lincalmente independientes se pueden indicar 
enseguida. Efectivamonte, extendiendo respecto a la lincalidad la 
acción del operador Á a los polinomios con coeficientes complejos, 
tendremos 
A (1 + iy)” = mm (m — 1) (1 + ¿ya? + 

+ imi (m — 4) (1 + iy""*=0, 2= —S, 
Scparando las partes entera e imaginaria, obtenemos 
2m (2, Y) == (2 + iy)" = Un (2, y) + ¿Um lx, y), 
de donde 
Aum + 1 ÁAvm = ÁAlm =0= Aun =0, Atm «0. 
Asi, 
Hm = (Um (z, y), Un (7, y)) R. 


20» 
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Interpretando ahora x, y como coordenadas de un vector on el 
plano euclídea ¡R* con un sistema de coordenadas cartesianas dado, 
veamos qué pasarú con un cambio ortogonal de coordenadas, cuando 
se hace girar el plano R? alrededor del punto de origen a un ángulo 
cualquiora 0: 

2 =- Do (7) = 2 cos Y — y sen O, 
y” = De (y) = asen v + y cos 0, 


La regla de diferenciación de funciones complejas, conocida del 
análisis (y fácil de comprobar para los polinomios), da 


03 0? rf 92 
FE 3 cos? 8-2 dz ay cos 8 - sen 0+-r sent B, 
Y | 9 


3 
E A cos 0-sen 0 + Z7 sentO, 


dx dy 
de donde 

921 57 A OA 

ds Y aye" gar Y gyr > 
Esto significa, que Ja ecuación (*) que da invariante fronte a un 
cambio ortogonal de variables 0, como también podríamos decir, 
con la operación del grupo SO (2) = D¿. En particular, los polino- 
mios Um (2, Y'), Um (2, y") serán soluciones de la ecuación (+) 
y como tales se expresarán linealmente medianto um (7, Y), Um (2, y)- 
De esto modo, el grupo SO (2) opera en ol espacio de soluciones de la 
ecuación de Laplace. ln este caso sv habla sobru la representación 
real lincal bidimensional 


| Dm: Py (DO (0) 
dol grupo SO (2). 
Volviendo de nuevo a los polinomios complejos, observamos que 


x' + iy = zed + iyelo = 010 (2 + iy), 
lat + iy" =P (e + 1”. 


Conservando para el operador lineal complejo YD 0% (0) su deno tación 
anterior, tendremos 


DC” (0) 23m — 2m =e" 3,7. 


Las llamadas representaciones unitarias lineales DM : D¿—> etro, 
m EZ, del grupo SO (2) desempeñan un papel importante en el 
«análisis. 

Observemos, que la operación YD induce la operación dol grupo 
SO (2) en todo el espacio V.,, y, desde este punto de vista Ay es un 
espacio invariante en Vm. 

PROBLEMA 2. La ovaluación del número de los posibles compuestos 
orgánicos, por ejemplo, en la química de hidrocarburos cíclicos, 
se teduce al problema vital-abstracto siguiente. ¿Cuántos collares 
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distintos de longítud r se puede formar, a partir de una reserva 
ilimitada de perlas q, de diferentes colores? 

Tratemos de responder a esta pregunta (siguiendo a G. Poliá) 
considerando, que los collares están orientados. o sea, un collar 
dado vuelta, hablando en general, no se identifica con el original. 
Obsérvemos, que el número total de segmentos de hilo con r perlas 
enhebradas quo se tiene es g” (número de palabras de longitud r en 
un subgrupo libre con q generadores). En el conjunto $, de estos 
segmentos opera el grupo cíclico (0) de orden n con el generador 
o =:(12...»)€ Sa, que permuta cíclicamente las perlas en cada 
segmento. Es natural considerar el collar como (0)-órbita del seg- 
mento o, si se desea, cierto conjunto de círculos concéntricos (fig. 21). 
La segunda interpretación es más evidente. Ella está vinculada con 
el isomorfismo 


21 21 
cos —  — sen — 
rn n 
E A 
sen E cos E 


con el que antes ya hemos encontrado, y que más tarde llamaremos 
representación real linea! bidimensional del grupo (0). El número 
buscado de r collares se expresa mediante la fórmula del ejercicio $, 
$ 2, cap. 4 


4 n- 1 
r== Y No). 

ha0 
Si d | n, entonces, el elemento o de orden r/d deja en sus lugares 
aquellos segmentos (y collares) que se disponen en d períodos de 
longitud n/d (en relación con esto, véase el ejercicio 13, $ 2, del 
cap. 4). Por eso, N (0% =q, y N (0%) = medi, . A la 
magnitud N (o ) con m.c.d. (a, k) =d en la suma Y N (0*) le 
corresponde exactamente q (3) sumandos (q es la función de 


Euler). Esto significa, que 


1 n 
r= De (7) 1. 
din 
El paso a collares físicamente distintos (no orientados) está ligado 
con identificaciones complementarias de los elementos en Q,, me- 
diante una representación lineal bidimensional corriente del grupo 
diedral D,. Procure hacer esto independientemente. 

No sólo en los ejemplos examinados, sino que también en proble- 
mas físicos concretos las representaciones lineales de grupos, apare- 
cen arbitrariamente, como reflejo de una u otra simetría. La idea 
y la lengua de la teoría de representaciones son, respectivamente, 
muy naturales. Así, los ejemplos expuestos en el $ 1, se refieren a 
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problemas bien conocidos y al parecer no aportan nada nuevo. Sin 
embargo, el propio hecho de que se encuentren «bajo un mismo techo» 
debe conducir a reflexiones útiles. 

La finalidad perseguida por la teoría de representaciones es 
doble: 1) puramente matemática, dictada en parte por el deseo de 
emplear un aparato complemontario para la investigación de los 


Fig. 21 


propios grupos, 2) aplicada, ilustrada, digamos, por su gran contri- 
bución a la cristalogralía y a la mecánica cuántica. Ninguno de estos 
aspoctos en esencia, está reflojado en el presente capítulo, cuyo fin 
cs más quo modesto: decir algo interesante sobre Ja tevría de repre- 
sentaciones, basándonos exclusivamente en un material que nos es 
accesible, provuniente del álgebra lineal y de la teorín de los grupos. 


$ 1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES LINEALES 


1. Conceptos fundamentales. Hablando con propiedad, ya hemos 
estudiado la teoría de representaciones cuando consideramos (en el 
$ 2, cap. 7) la operación de grupos en los conjuntos. Tomemos ahora 
en calidad du conjunto el espacio vectorial Y de dimensión r subre 
el campo K y separemos en el grupo S (V), de todas las transtorma- 
ciones biyectivas Y > V del subgrupo GL (V), que es el grupo de 
los operadores lineales invertibles en V (o grupo de automorfismos dul 
espacio V). Es claro, que para cualquier elección de la base 
[e,, .. ., en) en V. el grupo GL (Y) se vuelve un grupo matricial 
común GL (N, K), que puedo considerarse grupo de auto morfismos 
del espacio linoal aritmético K . Con esto, a cada operador lineal 
A € GL (Y), le corresponde una matriz A = (a;,;) tal, que 


n 


Aej=2 0185 a,¡EK, det A7%0. 


DEFINICION 1 Seca G nlgún grupo. Todo homomorfismo QD: G — 
> GL (V) se llama representación lineal del grupo G en el espacio V. 
La representación se denomina exacta, si su núcleo Ker Dd sólo eslá 
compuesto por el elemento unidad del grupo G, y trivial (o unidad) 
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si D(g) =8 es un operador unidad para todo elemento g € G. 
La dimensión dimx V, también se denomina grado de la representa- 
ción. Para K =0Q, R o €, se habla, respectivamente, sobre una 
representación racional, real o compleja del grupo G. 

De este modo, la representación lineal es un par (0, V), com- 
puesto del espacio de representación V (o G-espacio) y del homomorfis- 
mo D: G => GL (Y). Por definición 


D (e) =8 es un operador unidad; 
0D (gh) = O (g) O (4) para todo g, hEG. 


Conviniendo en designar por g *v la operación del operador lineal 
D (g) sobre el vector y € V, Jlogamos a Jas relaciones 


Ex(u+U)=gru+geo, u ver, 
g* (10) =2(g+), AEK, (1) 
env =0U, 


(gh)=v =gue(h«*v), 


que imitan las propiedades de los operadores lineales, además, las 
dos últimas rolaciones sustituyen lo que antes se expresó con el 
signo Dd (comparar con (i), (ii) en el $ 2 del cap. 7). Las relaciones 
(1) en la representación lineal (O, V) llevan a un primer lugar el 
G-espacio V, lo que a veces es cómodo hacer por unas u otras razones 
(por ejemplo, cuando V no es un espacio lineal abstracto, sino alguna 
realización concreta del mismo). 

Por otra parte, el ospacio Y puede no mencionarse, si por repre- 
sentación lineal se comprende sencillamente cl homomorfismo Q 
del grupo G en el grupo matricial GL (nx, K). Como antes, Dz, = 
= P¿D,, pero aquí Y, es una malriz no degenerada, además, b, = 
== E es una matriz unidad. La interpretación matricial es preferible 
desde el punto de vista del cálculo, pero es menos invariante y carece 
de evidencia espacial. De hecho, es importante dominar el arte 
(simple) de pasar libromente de representaciones G-espaciales u 
matriciales y viceversa. 

En relación a esto, recordemos el hecho, bien conocido del curso 
de álgebra lineal, que dos matrices A, £, que responden a un mismo 
operador lineal en distintas bases, son semejantes: 13 = CAC-1(C es 
la matriz de paso de una base a otra). En el caso de representaciones, 
cuando so habla sobre el grupo de operadores Jineales, la dependencia 
de la elección de la base, so toma en cuenta del modo siguiente. 

DEFINICION 2. Dos representantes lineales (D, Y), (W, W) del 
grupo G se llaman equivalentes (isomorfas v semejantes), si existe un 
isomorfismo de los espacios vectoriales 0: Y >, que vuelve a) 
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diagrama 
v Sw 
ol [vo 
VSw 
conmutativo para todo g EG, Oo sea, 
Y (8) 5 =00 (g), g£€6, 


o, lo que resulta equivalente, 
Y (8) = 00 (8) 0” (2) 


(comparar con la definición de equivalencia de las operaciones de Jos 
grupos en los conjuntos, dada en el ejercicio 1, $ 2, cap. 7). A veces, 
escribiremos Pz Y para las representaciones equivalentes, y 
D= Y para las vo equivalentes. 

Enunciemos dos variantes más de la definición 2. 

a) TERMINOLOGIA MATRICIAL. Sean (G un grupo, y V: (g, v) —> 
> qu, W: (g, uy) — g DO vw, dos G-espacios con opercionos *, O, 
que satisfacen la condición (1). El isomorfismo o: Y — V de los 
espacios vectoriales, es un isomorfismo G-espacial, si 


g 0 0 (0) = 0 (g *u) (21) 


para todo g€G y vE€ V. También se dice, que la aplicación O es 
permutable con la operación G. 

b) TERMINOLOGIA G-ESPACIAL. Si V= (VU, ..., Un)» W= 
= (10,, .. . Wp) y Dg, Y¿ son las matrices de los operadores linea- 
les D (g), Y (g) respecto a las bases elegidas, entonces, la condición 
de equivalencia (2) se expresa en la forma 


Y, =C0,C-, (2) 


donde C es cierta matriz no degenerada, la misma para todo g € G. 
Los coeficientes de todas las matrices examinadas, pertenecen a un 
campo K. 

La relación de semejanza de matrices, expresada por la condición 
(2%), es la relación de equivalencia que divide al conjunto M, (K) 
en clases disjuntas. En correspondencia, las representaciones del 

rupo G también se parten en clases de representaciones equivalentes. 

ás adelante quedará claro, quo para la teoría de representaciones 
son interesantes y esenciales, precisamente las clases de representa- 
ciones equivalentes. 

Recurriendo nuevamente al curso de álgebra lineal, intentemos 
darnos una idoa más ovidente de la operación del grupo O (G) en el 
espacio V. Con relación al operador lineal 4: V > V en V puede 
existir el subospacio invariante U: u € U => 4u € U. Completando 
la base arbitraria fe,, . . ., en) en Y, hasta la base de todo el espacio 
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V x= (61, ..., €n, Carro » + -» En), Veremos, que la matriz del opera- 
dor 4 en la base ([e,, . . -, €n?, tomará la focinw triangular en blo- 


El bloque Ay corresponde al subespacio invatriante UY, y el bloque Aa 
al espacio cociente V/U. Si A, es una matriz nula, entonces, A =- 
= A, + A, es la suma directa de los bloques, y Y = U O) W es la 
suma directa de los subespacios invariantes. 

La existencia de un subespacio invariante propio respecto a + 
está siempre asegurada, ya que cl campo básico K es algebraicamente 
cerrado (véase el $ 3, cap. 6). Si, por ejemplo, K = C es un campo 
de números complejos, entonces, habrá un vector vE V, v 0, 
para el cual, 4v = Av. Aquí 2 es raíz del polinomio característico 


14 E) = MEA =P (AJA + (— 4)" det A 


(A es una matriz arbitraria del operador lineal 4). Este razonamien- 
to permite elegir una base en V, respecto a la cual A toma la forma 
triangular 


% x 


con raices características Ay. %g, . - ., An en diagonal. Un análisis 
un poco más delallado termina con la reducción de A a una forma 
normal de Jordan J (A) (véase e] complemento), a una suma directa 
de células de Jordan 

4140... 0 


0441 ... 0 


Fi 
000... A 


(m X mes la dimensión do la célula, ? es una de las raíces caracte- 
rísticas). 

Observemos, que si 4% = E, entonces, Jh, 1 = En es la m x m- 
-matriz unidad para cada célula de Jordan 4m, 1 de la matriz A, 
y esto, evidentemente, sólo es posible cuando m = 1 y %.es la raíz 
de grado g de 1 (como siempre, consideramos K = C). En conse- 
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cuencia, 


A, 0 


A 
ar ESCACI=| > , M=1, (3) 


0 EN 


para cierta matriz invertible C. Lo mismo se deduce de un criterio 
más simple de diagonalización del vperador lineal 4 con la matriz Á 
y ol polinomio característico fA (t) = 28 — 1 sin raíces múltiples. 

Todos estos razonamientos, referidos a un operador aislado 4: 
V > V, es útil tenerlos en cuenta al pasar al grupo UD (g), 8 €G, 
de operadores lineales. 

DEFINICION 3. Seca ((P, V) una representación lineal del grupo G. 
El subespacio U C Y se llama ¿nvariante (o estable) respecto a G, 
si D (g) y €U para todo u E U y g EG. El subespacio nulo y el pro- 
pio espacio Y de la representación Y son subespacios invariantes 
triviales. Ton representación que sólo poste subespacios invariantes 
triviales, se denomina ¿rreducible. La representación es reducible, 
si tiene por Jo menos un subespacio invariante no trivia). 

Conforme a lo dicho más arriba, en caso de una representación 
reducible ((b, Y) con subespacio invariante U, el espacio V tiene 
una base, con relacion a la cual 


D¿ U; 
o w; (4) 


para todo £E€G. Como Dg =D¿D,, Do=E£, y D0¿(U) < U, 
entonces, Ja aplicación D': g — Dj define la representación en U, 
llamada subrepresentución en D. En el espacio cociente V/U también 
está definida la ropresentación. Ella se llama representación cociente 
y es dada por las matrices Dz, g € 6. 

Si en Y so puede elegir la base de tal modo que todas las matrices 
d scan nulas, entonces, se habla de una representación descompo- 
nible Y, y más exactamente, sobre una suma directa de representa- 
ciones D =* D” -1- (D”. La descomposición de (DP, V) en una suma 
directa es realizable exactamente cuando el subespacio invariable 
UC Y tiene un subespacio invarianle suplementario W, así que 
V =U O W es la descomposición on una suma directa de los subes- 
pacios, y LD (UY) < U, D (W) < 4. Si esto es así, entonces, Dd" = 
=Q ly, 0” — Y ly son limitaciones de D en U y W respecti- 
VYamente. 

La representación lineal (Dd, V) se llama ¿ndescomponible, si no 
puede ser expresada en forma de suma directa de dos subrepresenta- 


== 
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ciones no triviales. También se habla sobre el G-espacio V indescom- 
ponible. 

Desintegrando sucesivamente, si esto es posible, Y, (7, W, etc., 
en la suma directa de subespacios invariantes, Megramos a la suma 
directa V=V,B ... BV, de varios subespacios invariantes 
(correspondientemente a la suma directa Y - PM 4Y.,,. xq” 
de varias representaciones). Para una elección correspondiente de la 
base en Y, las inatrices de operaciones lineales toman la forma 


20... 0 
0 MP0 


DEFINICION 4. La representación Jineal (0, V) del grupo G, que 
es la suma directa de reprosentaciones irreducibles, se denomina 
completamente reducible. Una terminología análoga se nsa con respecto 
a los G-espacios. 

Es intuitivamente claro que las representaciones ¡rreducibles 
desempañan el papel de bloques de construcción, de los cuales se 
construyen representaciones lineales arbitrarias. Las representaciones 
totalmente reducibles se obtienen como resultado del uso do la 
estructura elemental, la suma directa. En adelante se verá que en 
muchos casos esto es suficiente para describir todas las representa- 
ciones. Observemos que algunos grupos importantes para la física, 
como el de Lorentz, tienen representaciones irreducibles de dimensiones 
infinitas. Naturalmente, ellos no se reducen de ningún modo a los 
de dimensiones finitas y deben estudiarse por separado. 

2. Ejemplos de representaciones lincales. Hemos dado todos 
los conceptos esenciales de la teoría de representaciones. Queda 
por llenarlos con contenido real, para lo que, al principio, es muy 
útil conocer (y entender fundamentalmente) la seric de ejemplos que 
se brindan a continuación. 


EJEMPLO 1. El grupo lineal completo GL 45 K) sobre el campo K tiene, 
por definición, una representación lineal irreducible oxactu de grado r con 
espacio de representación Y = K”. En este migmo espacio opera un grupo 
lineal cualquicra > GL (n, K) exacto, pero. posiblemente, reducible. 
Observaciones análogas se rofieren a otros grupos clásicos, indicados en 
el $ 1 del cap. 7. Digamos, el grupo unidad U (1) opera do un modo irreducible 
on el espacio hermitico, y el ortogonal, O (a) en el euclíideo. Esto se deduce 
inmediatamente de la afirmación más fuerte, demostrada en el curso de álgebra 
lineal, que los grupos U (n) y O (n) operan transitivamente (en el sentido de 
ejemplo 3 del p- 3, $ 2, cap 7) en el conjunto de vectores de longitud unitaria. 
MPLO 2. Haciendo operar a GL (n, K) en el espacio vectorial M, (K) 
de matrices de orden n por la regla pa: X->AX (A E GL (n, K). X € Ma (XD, 
nos convencemos fácilmente de que Pa (aX + PY) = apaX + PpaAY y Van = 
= YP, Pp. Por eso, (p, Ma (K)) es una relación lincal de grado n?. Sea MÍ (K) 
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un subespacio de las matrices 
0 .... El ..» 0 


0 ¿ni E 


con una sola columna X() difcrente de cero. Como es fácil comprohar, este 

subespacio es invariante respecto a pa, Á E[GL a K), irreducible e isomorío 

or el GL e. K) — espacio) al espacio natural X*, en el cual opera GL (n, K). 
e este mudo, 


Mn (K)=MP (DO ... DMI) 


es la descumposición en ln suma directa de r¿GL (a, k) — subespacios isomor- 
fos, a lo que corresponde la descomposición 


YV=VYO+ ... + 700) 


on la suma directa do » representaciones equivalentes. Simbólicamente, este 
echo se indica en forma 


Ma(A) =rnMpP (K); Vo=nY0) 


EJEMPLO 5. Definamos ahora la operación 9 dol grupo GL (n, K) en M, (K) 
huciendo D, : X=» AXA”!. Nuevamente, (0, M, (K)) es una representación 
mn 


lineal de grado n?. Si X = (z¿y), entonces, como de costumbre, tr X = y? xi 


(=i 

es la traza de la matriz X. Es bien sabido que tr (aX + BY) =atrX + Ptr Y 
(linealidad de la función tr) y trO, (X) = tr X. De esto se deduce que el 
conjunto Mg (k) de matrices con traza nula es un subespacio invariante respecto 
a D, Por otra parte, V, (AE) =4A£ y trA£ = ni. Así, en caso de un campo K 
de característica nula tiene lugar la descomposición en la suma directa de 
GL (n, K) — subespacios 

Mn (K) = (E O MILK) (5) 


de dimensiones 1 y n? — 1 respectivamente. Noternos que cuando n = py k <= 
ac £n E descomposición del tipo (5) está ausente, por cuanto, en este caso, 
tr£ =0. 

De acuerdo con la definición, la forma normal de Jordan Y (X) de la matriz X 
no es otra cosa que la representación más sencílla y cómoda de¿GL (n, €) — 
órbita, contenedora de X. La limitación de UY en cualquier subgrupo Y 
c GL (n, K) hace uatural la cuestión sobre los representantes canónicos de 
H-6rbitas. 

EJEMPLO 4. En el ejemplo anterior hagamos K = R y limitemos O en el 
grupo ortogonal 0 (nm). Como A €0(n) =>'A= A”, entonces *X = eX, 
e= +1, t(AXA7R) = 14 .6X.1A = ¿gAXA7*, Por lo tanto, el espacio de 
la representación M, (R) del grupo (0 () se escribe en forma de la suma de 
O (n) — subespacios 


My (R)= (E) O Mi (R) O MA (R) 


del espacio unidimensional (£)p de matrices escalares, del espacio (1 + 2) X 
Xx (n — 1)/2-dimensiona) de matrices simétricas con traza nula y del espacio 
n (n — 1)/2-dimensional de matrices antisimétricas. En bien conocida la corres- 

ndencia biunívoca entre las matrices simétricas (antisimétricas) y las formas 
ilineales simétricas (respectivamente, antisimétricas). La operación de 0 (n) 
en (E) O M¿(R) y en Mz (R) se traslada a los espacios de las formas corres- 
pondientes. El teovrerma sobre la reducción de la forma cuadrática q (z) a los 
ejes principales, no es otra cosa, que la posibilidad de elección en la 0 (n)— 
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órbita, contenedora de q (z), de la forma diagonal VA¡x, con A; realos, detor- 
minados unívocamente con exactitud hasta la permutación, 
Sustituyendo R por LT y O (n) por el grupo unidad U (a), llegamos a la 


descoraposición 
M, (TC) = (EX 9 Mi (C0)0O Mi (0) 


en la suma directa de ÚU (n)—subespacios oscalares, hormiticos con traza nula 
y matrices autibermíticas. El caso n = 2 fue analizado delalladumente en ol 
$ 1, cap. 7. 

EJEMPLO $. Sea G un grupo de permutaciones, que Opéra en cicrto conjunto 
Q con un número de elementos | 2] =n >1, osea, G6 = $,. El ospacio vec» 


torial 
V= (e,11€ Q)x 


sobre el campo K de característica nula con base numerada por los elementos 
del conjunto $, la transformamos on G-espacio, haciendo 


D(D(Y Me) =5) M0 (4 =0) hegin 
1cQ 100 1EQ 


(> g (¿) es la operación do permutación g EC en ¿€ 2). Como (gh) (i) = 
= £ (h (1)), entoncos, se obtiene una representación lineal de grado n del gru- 
po" G. Ella nunca es irreducible, por cuanto 


yv=Y3 yO ] > Meg] Aj € K] (6) 
tEN A+ ... +A g=0 


es la descomposición en la suma directa de los espacios invariantes unidimen- 
sional y (n — 1)-dimensional (si char k =p >0 y p| 4, ouronces, ya mo se 
obtiene una suma directa). 

Separomos dos casos particulares. 

a) G+ Sn. El monomorfismo Sh > GL (n, *K), construido en vi p. 5, 

3, cap. 4, colncide con nuestra representación lineal (PD, si se loma en calidad 

e 2, la ¿-ésima columna coordenada E(!). La descomposición (0) muestra que 
para Sn existe una inclusión más económica Sy -» GL (n — A, (0). Más Larde 
será demostrada la irroducibilidad de esta representación lineal de grado n — 41 
(incluso sobre el campo C) 

b) Representación regular. Sea G =un grupo finito cualquiera. Haciendo 
Q =G, obtendremos el Úamado G-espacio regular V = leg 1 g € G), y, corres- 
pondlentemente, la representación regular (p, V) dol grupo G: p (a) e, = tags 
para todo a, g € G. Con la reprosontación regular con designaciones algó distin- 
tas, ya nos encontramos al demostrar el teorerma do Cayloy ($ 3, cap. 4), pero, 
entonces no nos interesaba el espacio Y, sino el conjunto (e ,) 8 sus vectores 
básicos. El significado de la representación regular del grupo finito G consiste 
en que olla contienc todas las representaciones irreiducihbles de G, considerada 
con exactitud hasta la equivalencia (véuso el $ 5). 

EJEMPLO €. La representación de grado 1 es sencillamente el homomorfis- 
mo 0D: G » K* dol grupo G en el grupo multiplicativo del campo K (K es un 
espacio vectorial unidimensional sobre sí mismo). Coman el grupo multiplicativo 
de un campo es abellano, entonces, Ker D >, dondo (* as nl conmutante 
del grupo G (teorema 4, $ 3, cap. 7). Obsorvemos que la equivalencia de dos 
representaciones untdimensionales O”, PD” (con igual espacio de representación) 
es e deca a la coincidencia de ambos, puesto que a Dd” (g) a! = Y” (=> 
> D” (4) = O” (£) > 0 = 0D”. Sea g2=e. Entonces, YD (gn = O (g) = 
= (D (e) = 1, o sea, D (g) cs raíz de la unidad. El núcleo de cualquier repre- 
sentación unidimensional puedo ser no trivial incluso para el grupo ciclico G. 
Si, por ejemplo, G= Z, y K = Z33, ontonces, Kor P > 2Z,. Por otra parle 
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en el caso en que X= €, cualquier grupo cíclico tiene representación unidi- 
meunsional exacla. 

a) € - (2, +). La representación k»>» 24 para | 4] +4 es exacta. Si 
A = 1, entonces, según la fórmula de Euler, A = e2xi9, GER, y el núcleo 
de la aplicación k—» e?ni0k es distinto de coro sólo cuando 0 € (). 

El grupo Z tiene representaciones complejas indescomponibles de grado 
tan grande como se quiera, que, sín embargo, no son jrreducibles. Es suficiente 
apoyarse en el teorema sobre la forma normal de Jordan de una matriz y exa- 
minar la aplicación 

1310... O Oj 
E E A 


000... 04 
db) G= (a ¡ar = e). Seu £ = E la raíz primitiva do grado n de 1. De n 


representaciones unidimensionales 
PM :ainp e MA, mau, 4d, ..., n—í, (7) 


p (=) serán exactas. Señalemos un hecho interesante: el grupo cíclico de orden n 
liene exuctamente n representaciones trreducibles no equivalentes de dos en dos, 
sobre. Todas ellas son unidimensionales y tienen la forma (7). 

Efectivamente, sólo es necesario convencerse de que en un grupo cíclico 
finito no existen representaciones de dimensión > Í, irreducibles sobre €. 
Pero, autes de la definición 3, se observó el hecho de que cualquier operador 
lineal Y (g) de orden finito puede scr diagonalizado sobre €. En este caso, 
ésto equivale a Ja reducibilidad total de la representación O. Si dim 0 =r, 
entonces, UV se descompone en la suma directa de m representaciones unidimensio- 
nales. 

Para el grupo cíclico de orden finito se ha obtenido, en esencia, la descrip- 
ción de todas las representaciones lineales complejas. Con exactitud hasta la 
equivalencia 

DE 
D¿= e. 
1 
0 wr) 


donde «DM) es una de las representaciones del tipo (7). 

Nuestra finalidad consiste en establecer loyes semejantes en el caso genoral. 

EJEMPLO 7. Ya en los cjemplos anteriores se estableció una fuerte dependen- 
cia de las pamenda de Ja representación lincal Y del grupo G, respecto al 
campo fundamental X. Pongamos complementariamente en claro esta cuestión. 

El grupo cíclico G = (a | ar = e) de simple orden p, que opera en el 
espacio vectorial bidimonsional V = (v,, va) sobre un campo arbitrario K 
de característica p, de acuerdo a la regla e » y, = 5,, € « Ya = Y + Ya, define 
la representación indescomponible (UD, V) 


al o q a A O<kA<p—1. 


En efecto, la matriz (DP, tiene la raíz caractorística 1 de multiplicidad 2. Por 
eso, la descomposición de O en la suma directa de dos representaciones unidi- 
mensionalcz, significaría la existencia de la matriz invertible C, para la cual 
CDC = A == E. Pero ontonces, VD, = CAEC = E, lo quel no es 
cierto. 
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Sea luego, G = (a | a? = e) un grupo cíclico de orden 3 y K == R. La repre- 
sentación bidimensional (VD, Y), V = (t,, va), dada en la base prelijada por 
la matriz 

a 
1 ol 


es irreducible, por cuanto el polinomio característico 1? 4- ¿ + 1 de esta matriz 
no tiene raices reales. Pero, si Y $0 considera Sobre C, entonces, naturalmente, 
V se descompone en la suma directa de G-subespacios unidimensionalos 
V= (o, + erlrg) 0 (uv, — 202) 

e 0 q AV c=||; —ent 
0 e-1 |» Ni q =||, —e Il” 
De esto modo, cuando sc amplía ec] campo, la propiedad de irreducibilidad de 
la representación puede perderse. 

En adelante, sulvo raras excepciones, el campo fundamental K será el 


campo de los números complejos (el más importanta desde el punto de vista 
práctico), o cualquier campo algcbraico cerrado de característica nula. 


EJERCICIOS 
1. El grupo S0(2) se da mediante su representación bidimensional natural 
D (0)=| cos9 —senÚ 


CmpAC71 ad 


sen 0 cos 8 ||? 


irreducible sobre R. Comprobar, que 


7 ll y [ect (2, O), 


En consecuencia, D” es la suma directa de dos representaciones unidimensiona- 
les no equivalentes (en este caso, sencillamento distintas). 

2. ¿Es o no irreducible el GL (n, C)-espacio M5 (€) en la descomposición 
(5) para n= 2 y 3? (Respuesta: si) 

3. Sean Y y Y ropresentaciones complejas irrcducibles del grupu cíclico 
(la| ar = e) de orden n. Mostrar que 


AD' (8) A= 


10 
ero 
a pe | para Á= 


n-1 
: lt, si D=Y, 
. > Q (ar) Y (ax) = ( 0, si DW, 
k=0 


4. Apoyándose en el ejercicio 3, convencerse de la veracidad de la afir- 
mación siguiente. Cualquier función compleja f en un grupo cíclico (a | an = e), 
so puede escribir en forma de una descomposición «por armónicos elementales» 


n-1 
f(ak)= Y cmemk, eze, 


m=0 
Los «coeficientes de Fouriere c,, se calculan por medio de ja fórmula 
”-1 
1 
pa -m 
m== Y f (añ) ema, 
h==0 


5. De la fórmula para el número de collares (véase el comienzo del capí- 
tulo) deducir las conclusiones elementales: a) qP — q == (1 (mod p) (pequeño 
teorema de Fermat; véase el $ 4, cap 4); 


b) da P(d)=n. 
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$ 2. UNITARIEDAD Y REDUCTIBILIDAD 


í. Representaciones unitarias. Recordemos que, en el curso de 
álgobra lineal, la forma no degenerada (u, v) > (u | v) en el espacio 
vectorial V sobre € se llama hermitica, si 


(e | 1) = (0 |u), 
(ar -- feu) =a (u | w) +0 (0 0), (1) 
(vo | yv) >0 para todo v<U 


(como siempre, z > z es el automorfismo de conjugación compleja). 
El espacio V, examinado junto con la forma hermítica no degenerada 
(u | y), se llama espacio hermítico. El espacio euctídeo con productos 
escalares, dado por medio de la forma bilineal simétrica no degenera- 
da, sirve do análogo del hermítico. Tomando la base €,, ...., €, 
en V, escribamos la forma (u | v) para u = Y uje;, v = Y 0%; del 
modo eS 
(uJo) = 3) h,¿u¡vy. 
La matriz 1Y = (%;;) cumple la condición ¡y — hy; y también so 
Mama hermítica. Ya emplearaos esta terminología en el $ 1, cap. 7. 
Existo una base ortonormada (definida por la condición (e; | ey) = 
= $,)), con relación a la cual 
n 
(u]o) = es u¡V;. 
i= 


El operador lineal 4: V > V., que conserva esta forma, o sea, que 
posee la propiedad (4u | xv) = (u ¡ y). so llama operador unitario. 
En el caso real, a él le corresponde el operador ortogonal. La condi- 
ción de unilariedad, escrita on forma matricial A-'4 = E con A = 
= (a,)), 'A = A* = (a, , ya la encontramos en el cap. 7. Designan- 
do por ..2* el operador lineal con matriz +4 = A*, expresemos la 
condición de unitariedad en la forma 4:«A* =8 = A*-A. 

El grupo de todas las matrices unitarias (grupo de operadoros 
unitarios, 0. simplemente, grupo unitario) se suele designar con el 
simbolo conocido U (n). Por definición, U (n) € GL (na, €), y si la 
representación (Dd: G > GL (n, L) es tal, que Im Y < U (n), entonces, 
((D, V) se llama representación unitaria. 

TEOREMA £. Toda representación lincal (0D, V) sobre C del grupo 
finito G, es cquivalente úu una representación unitaria, 

DEMOSTRACION. Elijamos en el espacio de la representación V del 
grupo G una forma bermítica no degenerada cualquiera H: (u, 0) — 
> Tu, 0) - Y hijuyy (la escritura es respecto a cierta base 


fir . . ., fn del espacio V) y consideremos la forma (u ¡ 0), obtenida 
de H (u, e) «promediabdo» respecto a G: 


(u]o) = |[G | 2 HO (g)u, D(g) u). (2) 
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El multiplicador ¡6 ¡* no es esencial y se puso sólo para que, on 
caso de ser H unitario, tuviese lugar la igualdad (u ¡v) = H (u, vu). 
Como 


H (0 (8) u, D (8) 0) = A (0 (8) v, O (£) u), 
H (0D (g) (au + fo), D (8) w) = 
=H (2D (g) u + BO (g) v, D (g) ww) = al (Dg) u, D (8) w) + 
+ BH (O (g) o, O (g) 0), H(D (gu, D (8) 1) >0 


para v=£0 y todo g EG, entonces, la forma (2) cumple la condición 
(1) y resulta, por consiguiento, una forma hermítica no dogenerada. 
Además (y esto es lo más importante), 


(D (8)4/0 (8) 0) =16]"* 2.4 (D(2)0 (h)u, D(g D (4) 
=/G|"* >, H(O(gh)u, O(gh) v)= 
REO 


=161* 2 HO (Yu, D(t) vu) =(uja 


o sea, el operador Y (g) para cualquier g € G deja la forma (u (1) 
invariante. Elijamos en V una base e,, . . ., €£,, Ortonormada respecto 
a la forma (u | 6). Entonces, en esta base, las matrices DP, de los 
operadores Y (g) serán unitarias. PP 


Observaciones. 1) La afirmación del teorema 1 no se deduco automática- 
mente del hecho por nosotros conocido, que cada matriz (, con gM = e, os 
semejante a la diagonal unitaria diag (Ay, .. ., An) con Ai == 1. 


2) En el caso real, un razonamiento totalmente análogo muestra, que la 
representación (0, Y) es equivalente a la ortogonal. 

3) Por muchas razones, las ropresentaciones unitarins desempeñan un 
papel importante en las aplicaciones de la teoría de representaciones, y es muy 
notable, que el teorema 1 sigue siendo válido para una clase mucho más amplia 
de grupo3 compactos tales, como U(n) y O (n). La demostración es la misma, 
pero la suma por los clementos de los grupos se sustituye por integración (res- 
pecto a cierta medida) en el grupo. Recordemos, que ol grupo compacto SU (2) 
geométricamente no so diferencia de la esfera tridimensional S?, y, por eso. 
tiene sentido hablar, por ejemplo, sobre su volumen. En gouorul, oxisto un 
marcado paralelismo entro la teoría de representaciones y los grupos compactos, 
pero no tenemos posibilidad de detenernos en esto. Dol ejemplo 6a) del $ 1 se 
ve que las representaciones de grupos no compactos (por ejemplo, 6 = Z) no 
son unitarias obligatoriamente. 


Para finalizar, observemos, que aunque la domostración del tevrema 
1 es constructiva, no sería nada práctico utilizar en su búsqueda la reali- 
zación uvitaria de la representación que se Liene. Por ejemplo, para el gru- 
po G engendrado por los elementos a;, ..., 44, es suficiente lograr la uni- 
tariedad de las matrices Da,, ..., Vag. Entonces, también el grupo 
(Dar, +... Dag) =0(G) será unitario. 


21-0392 
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EJEMPLO !. El grupo simétrico Sy = ((12), (123)? posee la representación 
bidimensional Y, contenida en calidad de sumando directo en la representación 
tridimensional nabural (véase el ejeraplo 5 del $ 1). Precisamente, si Y (1) e, = 
= aip 1=1,2,3 y f, = € — €3, la = € — Cy, Ontonces, 

$ ((42)) fi e —é= fa Dd ((12) f, = ea — 4 = Í1 

DALI). e —4= — + 13, D ((123) f¿ = e3 — e = —f]- 
Como a = (123): (12), donde ¿=0, 162 y]=06 1, entonces, sin esfuerzo 
se obtienen todas las matrices Y, = U (M¿y, y)" 


o 4 o 
e (3) — | 0 A 


A ld E nd E 


110 
e||; ¿Il (12) -> 


(23) => 


Do las rolaciones det l Ñ To l=: y (123)'=e se deriva que 


1 —Allor, pe 0 | AE 
c| 1 Es ls cal En 2 


a cierta matriz no degenerada C. La conjugación con ayuda de C no dobe 
fringir la propiedad de uvitariedad de la matriz 


| 1 o! ” 
Las condiciones lineales 


0 4 0 4 E 
cl 0 1 0 Es cl 4 o | 


son cump)idas por la matriz 


ge 0 
O el 


o, cul al 


4 —e 


o] 


—p | 


Ahora tenemos la posibilidad de escrihiv las conocidas representaciones 
unitarias del grupo Sy: la unitaria HO, 0): ze> sgn (10) = +1, y la repro- 
sentación bidimensiona) recién obtenida 0) = Y. Para referencias ulteriores 
es cómoda la tabla: 


A e | | (12) | (23) | (123) 
JUAS 1 4 1 1 1 4 
pr: 4 —1 a... 1 —1 1 1 
; l: 01 IM al 0 + Ml e 15 el 
pe: 
0 A 10 *1 0 20 ) e7l 0 e 


EJEMPIO *. La representación ortogonal natural de un grupo infinito, 
precisamente del SU (2), obtiene el epimorfismo D: SU (2) => SÓ (3), construi- 
do en el $ 1, cap. 7. 

2. Reductibilidad completa. De las definiciones y observacio- 
nes hechas en el $ 1, es claro, en que medida resulta fundamenta) 
la afirmación siguiente. 
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TEOREMA 2 (teorema de Mashke). Cada representación lineal del 
grupo finito G sobre el campo K de característica. no divisora de | G | 
len particular, nula), es completamente reducible. 

Recordemos. que la afirmación del teorema 2 significa la doscom- 
posición (0d, V) en Ja suma directa de respresentantes irreducibles, 
Hablando con propiedad, el teorema clásico de Mashke dice lo 
siguiente. j 

(M) Cada subespacio G-incariunte UC V, posee el suplemento 
G-invariante W: 

V =U0D00, (3) 


Deamostraremos, precisamente, esta afirmación, de la cual el 
teorema 2se deduce automáticamente. En efecto, o la representación 
(D, V) es irreducible, y entonces nv hay nada que demostrar, o bien 
existo su propio G-invariante subespacio U, y entoncos es justa la 
descomposición (3) con cierto G-subespacio W. En este caso, dim UY < 
< dim Y, dim W < din: V. Emplcando los mismos razonamientos 
para U y W, y usando la inducción sobre la dimensión, obtenemos 
la descomposición requerida en componentes irreducibles. 

Pasamos a la demostración de la afirmación (M). Como antes, 
nos interesa más el caso del campo X = C, pur eso cs útil traer dos 
razonamientos independientes. 

PRIMBRA DEMOSTRACION (K -— C). Conforme al teorema 1, existo 
una forma hermítica no degenerada (u |v) on el espacio de la repre- 
sentación V, invariante rospecto a los operadores lineales D (g). 
Para cada subespacio Y C V existe el suplemento ortogonal 


Ul =bwEV|(u]o)=0, Vuecu), 


y por el conocido teorema del curso de álgebra lineal 
V=UDEL, 


adomés, (U1)1 = U. Supongamos ahora, que U es un G-subespacio 
en V, o sea, Dd (g) UC U para todo g€G. Como 0 (£) lu es un 
automorflismo, entonces, cualquier elemento u € U se escribe on la 
forma u = O (g)u', u" € U. Queda por aprovechar la invariancia 
de la forma 


vEUL=(u 10 (8) 0) = (0D (g) u' 10 (g) 0) = (u' |v) =0. 


Por lo tanto, vEUL=>0(g)v€ U1. Haciendo W= UL, 
llegaremos a la descomposición (3). 

SEGUNDA DEMOSTRACION. Sea. como antes, U un subespacio en Y, 
invariante respecto a la operación de G. Examinemos la suma directa 
V=U06U', 

21+ 
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donde U” es un suplemento a U elegido arbitrariamente. Hablando 
en general, U" no es G-invariaute. Consideremos el operador de 
proyección $: Y —=- U”, definido por la relación 


Pvo=W4 
pura todo vector v =u + uv, 'Cenemos 
v$.oEO, FP(U)=0, SF? =64$, (4) 


Introduzca.nos ahora el operador lineal «promediado» 
Po =1G/* $, D(4) PO) 


(la división por |G | es posible, por condición). Tenemos 
D (2) Pao = Pa Dí), WeEG. (5) 
Elfectivamonte, 


D (8) PD (£7)=16]* 0 (8) D(1) PO (1) 0 (87) 
= 161"! Y (8h) PO ((gh)")=160 950 (59=8,, 


que lleva a la relación (5). Hagamos 
W = Pg (V) =[Fov¡v € V). 


De acuerdo con (5) UD (gw = 0 (g Pg = $60 (g) V = 
= Pgu =w' E Y, para todo w € W, así que el subespacio vecto- 
rial W — V realmente resulta un ESC 

Queda demostrar, e V=U0VW es la suma directa de G- 
subespacios. Como 0D("5 v— PO (Rh) v€ U (véase (4)), en- 
tonces, v—D(R)FOD(ADo=0(%) (0D (24D v— PO (Ax 
X v) ED (h) U = U (invariancia de U). Por consiguiente, 


v—Poy= 61 Y (L—0 (h) O (171) =u EU, 


a con w = PovEW, o sea, V=U +W. 
Luego, D (47 Y < U => PO IN U = () (véase (4)) > D do. X 
x PO (4h U =0 => Po (U) = 0. Por lo tanto, v — Kgv = u € U=> 
=> P¿ (v — Fe¿v) = 0, de donde, FP¿v = Piv para todo v E V. Esto 
significa que FP, es una proyección en W a lo largo de U: 


FPa(U)=0, Pi=Fy. (6) 
Ahora ve U NW = Es y == 0, por cuanto, v € U, y v== PU", por 
cuanto vEF¿(V) = W. Usando (6), obtenemos O == F¿ y =s 


= Po (Pg) = Piv = Pyv =v=>U q W=0. 

No es oportuno formular una conclusión más contundente acerca 
de la univocidad de la o en componentes irreducibles 
(G-subespacios irreducibles): =V,9V,0-..0V,. Si, por 
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ejemplo, OD (g) = $ es un operador unidad para todo g € G, enton- 
ces, cualquier descomposición directa de V en subespacios unidi- 
mensionales, será una descomposición en componentes irreducibles, 
y tales descomponentes son infinitamente muchas. Distinto es, 
si agrupa mos todos los componentes irreducibles isomorfos: 


V=U,9...0U, 


Como na y distinguimos los G-espacios isomorfos, entonces, puede 
considerarse 
U,=V,06VY,0...80VY =nmY, 


U¿=V,0VY,0...-80VY, =n Y, 


donde nr, es la multiplicidad de conformación del componente ¡rre- 
ducible V, en la descomposición V. Veremos, que la multiplicidad 
se determina unívocamente. 


EJERCICIOS 


1. Toda representación continua unidimensional del grupo (R, +) (cuando 
a los números cercanos les corresponden operadores cercanos) tiene la forma 
D(2): 2,» ¿2t donde a es un número complejo. Mostrar que D(%) es unitario 
si, y sólo si, a € R. (Indicación, Derivar la igualdad «94% — 4 respecto a £, 
y hacer t = 0.) 


2. El núcleo del homomorfismo  J: t >» 


| del grupo 


sent Cos ft 


R, 2% en SO (2), se compone de los números t == 21m, m € Z. Do este modo, 
O (2) ex R/2xZ y a cada representación unitaria irreduciblo UV (conforme 
a los resultados del $ 4, ella cs necesariamente unidimensiona]) del grupo SO (2) 


lo corresponde la representación unitaria irreduciblo 5: ++ 2am —— O (1), 
0 <t< 2x, del grupo R, para el cual Ú (21) = O (0) = 1. Deducir del ejer- 


cicio 1, que Ú = Q(n), n € Z. En combinación con la observación 3) del p. 4, 
esto significa, que toda representación irreducible del grupo SO (2) tiene la 
forma Din) (t) = ent ne Z. Comprobar, que 

271 
== | elit. dt = Ep; 


(comparar con la relación en el ejercicio 3 del $ 1: el orden n se ha sustituido 
por el «volume.» 21 del grupo SO (2)). En el análisis, el sistema de funciones 
Sp sirvo de ejemplo clásico de sistema ortonormal completo de funciones 
riódicas (o de funciones en la circunforencia S1 — SO (2)). Con esto comienza 
a vasia teoría de series de Fourier. 
3. Con ayuda del teorema de Mashke demostrar que cualquier representa- 
TO compleja exacta de un grupo finito no abeliano, es irre- 
ucible. 
4. Sean UD: G +» U (n), Y: G > U (n), representaciones irreducibles unita- 
rias equivalentes del grupo finito G. Demostrar que existe una matriz unitaria U, 
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para la cual UD¿U-l = W¿, Yg EG. (Indicación. Por condición, CO¿C-1 = 


= Y,, para cierta malriz C= (ci) ) E GL (n, al La ea Á A = 4, 
aplicada a Cdy = Y¿C, da o-,c4 = Coro, y donde, Dyc*C = C*Cwoo. 


Por cl lema de Schur C*C AE, Luego, 2 = S len [!= pp, pEC,yU= 
ul 


= 10 es la maulijz unitaria buscada.) 


$ 3, GRUPOS FINTITOS DE ROTACIONES 


En oste parágrafo se tratará sobre los subgrupos finitos del grupo 
SO (3). Conociéndolos, a un mismo tiempo obtendremos las repre- 
sentaciones ortogonales irreducibles de tales grupos, como Á ¿, Sa, As, 
además, en una envoltura geométrica fácilmente memorizablo. Jín la 
primera lectura se puede omitir el punto 1 y la demostración (muy 
puntualdizada) del teorema 2, pero, yuien desee probar si ha asimila- 
do bien la idea general de «operación de grupo» ($ 2, cap. 7), leserá 
útil tomar conocimiento del contenido de todo el parágrafo. 

1. Ordenes de Jos subgrupos finitos en SO(3). De acuerdo con el 
teorema de Buler del curso do álgebra lincal, todo elomento 4 € 
ESO (3) 4 +€, 0s una rotación (giro) en el espacio euclídeo MR? 
alrededor de cierto eje. Con otras palabras, so tienen exactamente 
dos puntos en la esfera bidimensional unidad $S?, que permanecen 
inmóviles para una operación de .4: los puntos de intersección de la 
esfera con el eje de rotación. Estos dos puntos se llaman polos de 
rotación de A. 

Sean ahora, G un subgrupo finito en SO (3), y S el conjunto de 
polos de todas las rotaciones no unidades de G. Es claro, que G opera 
como grupo de permutaciones en el conjunto $. Si x es un polo para 
cierta rotación 43€, 4 €G, entonces, para cualquier Y EG, 
tenemos 


(PAPA) Bar 8. Ax Bi, 
o sea, Pz es polo para HAHG”* y, por lo tanto, Yzx € S, Desiguemos 
con £ el conjunto de todos los pares ordenados (.4, x), donde 4 EG, 
A +8, zx es polo para 4. Sea, luego, E, el subgrupo estacionario 
(estabilizador) del punto zx, o sea. el subgrupo en G de todos los 
elementos que dejan x en su lugar. Si 


G=G:UgC:xU... U Em,Gx 


es la descomposición de G en clases adjuntas por la izquierda, respec- 
to a G,, entonces, Ja G-órbita de] punto zx será el conjunto 


G(x) = [x, gat, -- -» Emxt) 


con un número de elementos | G (x) | = m,. Según el teorema de 
Lagrange, N = m,n,, donde N = [G |, n, =| G, | (en compara- 
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ción con el $ 4, cap. 7, las notaciones se han modificado ny paco). 
Observemos, que +2, es el orden de un subgrupo ciclivo en G, en el 
que cada uno de sus elementos es la rotación alrededor del eje que 
pasa por «. Se dice, que », es la multiplicidad del polo «, o que z 
es el n,-polo. 

A cada elemento 4 3 € de Gle corresponden dos polos, por eso, 
¡92 | = 2 (YN — 4). 

Por otra parte, para cada polo x se tienen nr, — 1 elementos de G, 
distintos de e, que dejan inmóvil el polo x. Porconsiguiente, el 
número de pares (.,4, x) es igual a la suma 


[2] = 2, (2.—1). 
xES 
Tomando como (z,, . . -, zx) el conjunto de polos, uno de cada órbi- 


ta, haciendo n¿ = Mx¡s Mi = Mx, Y observando que r, = Ry, = Mi 
para todo x € G (2;¿), obtenemos 


k k 
¡Q|=2 (11) = 2 m, (n,—1)= 2 (N—m)). 
xES i=1 iZ 
De este modo, 
k 
2N—2= » (N —m;). 
í=1 


Dividiendo ambos miembros de la igualdad por N, tendremos 


, k 
2 = 2 (1-5,). (0) 
t=1 


Suponemos N > Í, así que 2 <2. Como n,>2, entonces, 
+<1 -H<i, y, por eso, k debo ser igwnl a 26 3. 
CASO 1. k=2, Entonces 
2 í t 
(1) (1), 
o, lo que es equivalente, 
N r 
Tis M¡+ Ma, 


de donde, m, = my =1,R, = nz = Ñ. Por lo tanto, G tiene exacta- 
mente un eje de rotación y G = G.y es un grupo cíclico de orden N. 
GASO 2. % = 3. Sea, para precisión, n, Z ny < Ry. Si nm > 3, 
entonces, tendríamos 
3 3 
4 1 
2 (1-7,)>2 (1-35)=2 


tal iamf 
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lo que es imposible. Por lo tanto, n, == 2, y la ecuación (1) se escribe 
en la forma 
4 2 1 1 
CLAS ER a ES a 


Evidentemente, m> io <> es una contradicción. Por 
2 3 
030, Ra=2 6 3. 
Si n¿=2, entonces, n= =m (N deberá ser par) y m¡= 


= Ma = M, mM, = 2, Estos datos corresponden al grupo del diedro Dm 
(véase el ejemplo 1, p. 5, $ 3, cap. 7). 
Si n¿ = 3, entonces 
1 2 1 
Cn rá 


y tenemos sólo tres posibilidades: 


2') ng = 3, N = 12, my = 6, Ma = 4, my = 4; 
2%) ni =4, N=24, m,=12, m¿= 8, m¿= 6, 
2”) ng = 5, N = 60, m] = 30, My = 20, My = 12. 


Recojamos todos estos datos en la tabla: 


N números de órbitas EN) Ordenes de Jos estabilizadores 


(2) 


Fiemos demostrado la afirmación siguiente. 

TEOREMA ¡+ Jea G un subgrupo finito en SO (3), ni diedral ni 
cíclico. Entonces, para su orden N se tienen solamente tres posibilidades: 
N = 12, 24 6 60. Otras limitaciones al grupo G se hallan contenidas 
en la tabla (2). 1 

2. Grupos de poliedros regulares. La existencia de grupos de 
órdenes 12, 24 y 60, comprendidos en SO (3), se demuestra muy fácil- 
mente. Con exactitud hasta la semejanza, existen sólo cinco (conoci- 
dos desde la antigúedad) poliedros regulares convexos en el espacio 
euclídeo R3: el tetraedro A el cubo Da, el octaedro Ag, el dode- 
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caedro Cha y el icosaedro 2 go: 


Si el centro del poliedro regular M se coloca en el punto de origen 
del espacio R?, entonces, las rotaciones de SO (3) que hacen coincidir 
a M consigo, formarán un subgrupo finito. Pero, sin embargo, apare- 
cen no cinco, sino sólo tres grupos de rotaciones diferentes (= no 
isomorfos), por cuanto para el cubo y el octaedro, y también para el 
dodecaedro e icosaedro, son iguales. Esto es muy fácil de explicar 
geométricamente, Si se unen con segmentos los puntos medios de las 
caras adyacentes del cubo, entonces, todos estos segmentos serán 
aristas del octaedro inscripto en el cubo. Cualquier rotación en R?, 
que deje el cubo invariante, traslada en sí mismo el octaedro inscripto 
y viceversa. Una observación igual es válida para el par dodecaedro— 
icosaedro. En la tabla a continuación N, es el número de vértices del 
poliedro, N, el número de aristas, Na, el número de caras, y es el 
número de aristas (lados) de cada cara, y v el número de caras qué 
convergen en cada vértice. Como antes, N es el orden del grupo corres- 
pondiente. 


Dodecaedro 
Icosaedre . 
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De acuerdo con el teorema geométrico de Euler sobre los polie- 
dros, Na NN, - Ny -= 2. El número total de polos es igual a Ny + 
+4 NN, EN, 2 +2. Para cualquier rotación que traslade al 
poliedre sobre sí mismo, una arista eb, dada coincide con cualquier 
obra agb; o bjaj, de tal modo, que N = 2N,. Observemos también, 
que [. v) = (3, y), donda a, fey, son las multíplicidades de 
polos, formuladas en el p. Í. 

Seat, luego, T cl grupo del telracdro; O el grupo del cubo (octa- 
cedro) e E el grupo del icosuedro (dodecuedro). 

Los elementos de Y son las rotaciones en ángulos alrededor do los 
cuatro ejes que unea los vértices con los centros de las caras opuestas, 
el giro en un ángulo x alrededor de cada uno de los tres ejes que unen 
los puntos medios de Jas aristas opuestas, y la rotación unidad. 

lin el grupo O, además de la rotación unidad, se tienen rotaciones 
en angulos ignales a 1-2, q, 3n:2 alrededor de los tros ejes que unen 
los centros de las caras opuestas del cubo, rotaciones en ángulos 
2n AT ' 2 Ñ 
==. =$ alrededor de cuatro ejes que unen los vertices opuestos 
extrenlos, y rolaciones en un ángulo q alrededor de cada nuo de los 
seis ejes que unen los puntos modios de las aristas diagonalmente 
Opucstas. 

El tetracdro rogular se inscribe en el cubo y queda invariante 
con respecto a algunas rotaciones de O de orden 3 y 2. Junto con la 
unidad son una cantidad de 12 tipos de rotaciones, y ellas componen, 
precisamente, e) grupo T. En consecuencia, TEO, ycomo | 0: T | = 
= 2, entonces T JO. 

A cada elemento de O le corresponde exactamente una permuta- 
ción en el conjunto, cumpuesto de las cuatro diagonales principales 
del cubo. De la igualdad de los órdenes de los grupos | O | = | S, | = 
= 24, se deduce el Isomorfismo de ellos: O = S,. 

Respectivamente, T << As. 

El ejercicio 2 muestra que l == A,. 

Volviendo a la demostración del teorema 4, observamos, que 
para Ry = 2, n2 = n,¿ = 3, se tienen dos órbitas tetraelementales 
G (Pp) = [Pr Pus Por Pad)» Equ) = (Qu Ya, Q3, 44) de los polos, dlon- 
de p, Y q; son puntos opuestos en la esfera S5?. Si nes un te- 
lracdro con vértices p¿, entonces, sn grupo de transformaciones de 
simetria T* contiene a G. De |G ] =12 se deriva que A, es un tetrae- 
dro regular. o sea, Aj = £44yYT”=G=T. 

Para n¿ = 3, nz = 4, tomamos la órbita hexaelemental G (ps) = 
= (Pr -. ., Pg) de los polos que se dividen en pares, por cuanto 
¿3=>n¡ +4. Estos tres pares de puntos en la esfera $? los 
tomamos como tres pares de vértices opuestos del octaedro A. Como 
en el caso anterior, |G |] = 24=> A, = As (en el sentido que A; 
es un octaedro regular) y 0” = G = 0. 

Finalmente, para n,=2, n¿=3, n¿= 5, se construye un 
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icosaedro Aj, con vértices py tomados de las órbitas G (py) = 
= ([p,,. . -, Pao)- Nuevamente, | G | = 60, conlleva a la regularidad 
del icosaedro Az, Y la coincidencia de los grupos: 1” ==, 
Queda por observar, que cualesquiera dos poliedros regulares 
de un mismo tipo, inscriptos en la esfera S”, se obtienen uno de otro 
mediante cierta rotación (cambio de sistema de coordenadas). Con 
esto se establece la conjugación de los subgrupos isomorfos en SO(3). 
Recojamos los resultados obtenidos, en forma do teorcma, 
TEOREMA 2. Todos los subgrupos finitos en SO(3) se ugolan, con 
exactitud hasta el isomorfismo, con los grupos Cr, D,, nEN; T <= 
A, Ox 5S,€ 1 = A;. Cualesquiera dos subgrupos finitos isomorfos 


Son conjugados en SO(3). M 

COROLARIO. Los isomorfismos indicados en el teorema 2, dan repre- 
sentaciones ortogonales tridimensionales irreducibles de los grupos A 4, 
S, y As. 

Empleando el teorema 2 y e] epimorfismo P: SU(2) -+50(3) 
(teorema 1,$ 1, cap. 7), llegamos fácilmente a la descripción de todos 
los subgrupos finitos del grupo SU(2) (se puede operar en el orden 
contrario). Cualquier grupo G*, diferente del cíclico, resulta preima- 
gen de cierto subgrupo finito G <= 5SO(3). Aparecen los Mamados 
grupos binarios: 


2 =D). TE =M2(TP), 0% == (0), 1* = b (), 


grupo binario del diedro, del tetraedro, del octaedro y del icosaedro. 
Los grupos binarios, al igual que las reprosentaciones ortogonales 0»: 
SU(2) > SO(3) en genoral surgen naturalmente al describir los 
estados de sistemas físicos de partículas con spin. 


EJERCICIOS 


1. En el grupo I del icosaodro, adomás dol subgrapo unidad, se tienon 13 sub. 
grupos cíclicos conjugados de orden 2, 10 de orden 3, y 6 do arden 5. Demostrar, 
que ] es un grupo simplo. (Indicación. Wirar la demostración del teorema 5, $ 3, 
cap. 7. 

2. Establecer ol isomorfismo entro los grupos ly Aj. Undicación, Utili- 
zando la conjugación de todos los elementos de orden 2, mostrar, que ellos se 
disponen en «ramillete» (fig. 21) de cinco subgrupos de Sílov de orden 4 conju- 
ga os, disjuntos de dog en dos (más exactamente, intersccados respecto a e). 

1 grupo 1 opera en el «ramillete» con conjugación. Esta Operación es exacta, 
por cuanto 1] es un grupo simple (vénse el ejercicio 1).) 

3. Si A es un subgrupo finito de orden impar un SE (2) o SU (3), entonces, 
H os cíclico. (Fndicación. Emplear cl tcorema sobra homowmorfismos para el 
caso (b: a] pain SO a ; ica 

4. Si subgrupo finito ff SU (2) no es preimagen de algún subgrupo 
G SO (3), entonces, | H]| =4 (mód dy 

5. Mostrar, que con exactitud hasta la conjugación 


tQ oll> llo e 


|etpe+1=0). 
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6. ¿Qué tienen de común entre si el grupo binario 1* del icosaedro y el 
grupo 


SL (2, 29) == (||: al ad—be—be=4; a, dy o, Zo) ? 


7. Sea que los átomos q de diferentes calidades (gq < 200) se disponen do 
todos los modos posibles (sin consideración de ninguna relación química) en los 
vértices del poliedro regular Af. Las «moléculas» obtenidas unas de otras por 


rotación alrededor de cierto eje, no se diferencian, Sea f (M, q) el número de 
«moléculas» distintas. Obtener las fórmulas: 


q? 
(As Du (04-11), 
(Ou D= L (0'+4199+0), 


1(A D=3 (01439141298). 


(Indicación. Usar los razonamientos empleados para el cálculo del número de 
collares (ejercicio 2, al principio del capítulo).) 

8. Mostrar, que ol cálculo del número de coloridos distintos de las caras M 
con pinturas de q calidades, conlleva, en el caso del tetraedro A, a la misma 
fórmula que ev el ejercicio 7, y en el caso del cubo y del octaedro las fórmulas 
cambian de lugar. 


$ 4. CARACTERES DE LAS REPRESENTACIONES LINEALES 


1. Lema de Schur y su corolario. Toda teoría matemática inte- 
resante, habitualmente se basa en algunas ideas relativamente sen- 
cillas (pero afinadas). Una de las piedras de toque de la teoría de las 
representaciones, es la afirmación siguiente. 

TEOREMA í (lema de Schur). Sean (D, V), (Y, W), dos represen- 
taciones complejas irreducibles del grupo G y a: V => W una aplicación 


lineal tal, que 
Y (8) 0 =00 (g), V£EC. (1) 
Entonces: 
(i) si las representaciones D, Y, no son equivalentes, entonces a = 0; 
(ii) si V = W, Dd = Y, entonces o = A8. 
DEMOSTRACION. Cuando o = 0 no hay nada que demostrar. Por 
eso, consideramos 0 4 0 y hacemos V, = Kero Y, 


$ 4] CARACTERES DE LAS REPRESENTACIONES LINEALES 333 


Como 00D (g) Y, = Y (g) 0v, = 0, para cualquier va € Va, en» 
tonces, D (g) Vo = Va, o sea, el subespacio V, es invariante respecto 
a G. En virtud de la irreducibilidad de (O, V), tenemos V, =0, 
o Va = V. La igualdad V, = V es imposible, por cuanto U 20. 
Por lo tanto, Ker y = 0. 

Análogamente, suponiendo W, = Im y <W, tendremos w, € 
E W, > Y (g) w, = Y (g) o (v1) = 0 (0D (g) v) = w, € W,, así que 
W, es subespacio invariante en W. Nuevamente dc +0=> W, 0, 
y, por cuanto (Y, W) es una representación irreducible, queda la 
única posibilidad W, = W 

(i) Como Kerg = 0, Im o = W, en consecuencia, 0: V —W 
es un isomorfismo, y la condición (1) no es otra cosa que la condición 
de equivalencia de las representaciones DO, Y (véase el $ 1, defini- 
ción 2). La afirmación (i) ha sido demostrada. 

(ii) Por condición, a: V — V es un operador lineal en V. Sea A 
uno de sus valores propios; él existe, por cuanto el campo fundamen- 
tal C es algebraicamente cerrado. El operador lineal 0, = vs — 418 
tiene núcleo no trivial (en él está contenido el vector propio) y cum- 
ple la igualdad Y (g) 0, = 0,0 (g). Por lo demostrado antes, 0, = 0, 
o sea, U0=A8. 

COROLARIO. Sean (D, V), (Y, W), dos representaciones irreducibles 
sobre € del grupo finito G de orden |G |, y 0: V — W, una aplicación 
lineal cualquiera. Entonces, la aplicación «promediada» 


g= ar Y Y (g) 00 (g)* 
gEG 
tiene las propiedades siguientes: 
(il) Dx V=>- 0-00; 
(ii) V=W, D=Y=>0=2f, =>. 
DEMOSTRACION. Tenomos 


Y (8) 50 (8) =161% Y Y (£) Y (2)00 (2)10 (8) = 
= 16 | 2 Y (gh) 00 (gh) =/6[2 2 (0 00 (9 =>3, 


así que Y (g) 9 = 70 (g), Y g € G. Según el lema de Schur, inme- 
diatamente se obtienen ambas afirmaciones, además, la precisión 
referida a la constante A, se deduce de las relaciones 


E 


=|G|"1 9) tro=tr0. 
geG 
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Aquí hemos aprovechado la conocida propiedad de la función de la 
traza: tr CAC”? =trA. 

Nos será necesaria la formulación matricial del corolario. Con 
este fin, elegimos en Jos espacios V, W, dos bases cualesquiera: 
V= (160, W=Gl1j€J). Escribamos en estas bases nuestras 
aplicaciones PES con las matrices correspondientes): 


Ds = (0 (0), Ye = (ar (8). 


a = (0,1), 5= (05) 1, €E1,j, ES. 
De acuerdo con la definición de 9, 
E G ) a 034-0., 2 
16] co Le poe) Dir E) 340, (871). (2) 
La aplicación uv: Y => W es totalmente arbitraria. Podemos tomar 
04:=0, V (4,13% da); Ojoto = 1- (3) 


Entonces, n la afirmación (i) de] corolario le responde la relación 
JN 2 
1 a ¿36 Pio (8)- Pio (£ E = 00, 


Vi, ios j, Jo (4) 
(D y Y son representaciones no equivalentes). 
Si nhorn Y = W y () —= Y, entonces 


tro= 2 2, Oy 405: 5", 


E O ias e OA 
5=a ¿=-0) =91 Gary dimY  dimVv 2 by 4054. 
19 


Comparando la expresión obtenida con se) obtenemos 


|G |” y Py; (8) 05 “, (71) => av V 2 5,0 ji Oj ir, 
gEG, 1,7 ¿7 
de donde, en virtud de la arbitrariedad en la ccióa de o (véase (3)), 
Jlegamos a Ja conclusión, que la afirmación (ii) de corolario responde 
a la relación 


TT ai =i 
ADAC 0 e (5) 
ge6 O en caso contrario. 

lsn las relaciones (4) y (5) se encuentra toda la información que 
necesitamos. 

2. Caracteres de las representaciones. Con cada representación 
lineal finitodimensional compleja (O, V) del grupo G, se vincula 
la función 


%0 : G—=>C, 
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definida por la relación 

%o (8) =1tr D (8), g€G6, 
y llamada carácter de la representación. Ella también se designa con 
el simbolo xy, o sencillamente con y, si está claro de qué representa- 
ción se trata. 

Sea D, = (0; (2)) la matriz que corresponde al operador ( (g) 
en cierta base del espacio Y, y A, ..., 4, (a = dim V) «us raíces 
características, tomadas teniendo en cuenta sus multiplicidades. 

Por definición, 

n y; 

lo (8) = Lv (8) = 2 Pi (1-2 hos. 

Si C es una matriz invectible cualquiera, entonces 
lrCO,¿C-? = tr d,. 

Pero sabemos, que loda reprosentación Y, equivalente a 0), tiene 
la forma g > CQ,¿C7!. Por 0so, los caracteres de las representaciones 
isomorfas (equivalentes) coinciden. Esta observación rmuuestra, que 
el concepto de carácter está definido correctamente. 

Señalemos otra serie de propiedades elementales de los caracteres. 

PROPOSICION. Sea Yo el carácter de una representación lineal com- 
pleja (DP, V) del grupo G. Entonces: 

ti) 79 (e) = dim V; 

(1d) xo (Agha") = xo (0), Vg, REG, o sen, Ya es ura función 
constante en las clases de elementos conjugados del grupo G; 

(iii) Xo (47) = %0 (€), para cualquier elemento ¿€ G de orden 
finito (el sobrerayado indica conjugación compleja): 

(iv) a la suma directa D = 0” +4 (0” de representaciones, le res- 
ponce el carácter 14 = Yo: — a”. 

DEMOSTRACION. —Efeclivamente, Y (€) =- 10 Dile) = tr = 
= dim Y. Luego, Yo (Rgh7*) == tr D (Agh7%) = 11 Y (4) D(2WD(0!= 
= 12 V (9) = xa (2). Para la demostración de (111) observemos, que 

£ =e>0(p" =f. 


y Sidi, ..., An son las raíces características del operador ( (g), 
entonces, A%,..., AR serán las raíces características del operador 
( (8). En particular, A? =1,1<1<n, y. por lo tanto, |2, ] = 
=41, A¡= Ap. Por eso 


%o (87) =tr D(871)=tr2 0 (8=2 Ajt= Y hp O, di) = Ya (8). 


Finalmente, en el caso Y = (” + Q” sabemos que con la corres- 
pondiente elección de la hase en el espacio de la representación Y, 
todas las matrices D,, g € G, adoptan la forma 

, 
D¿ 0 | 
o  Ofll' 


g= 
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de donde, tr D, = tr ¿+ tr D¿. Esto significa precisamente que 


lo (£) = Xo: (E) + %o- (2). Y 
Observemos, que para n= dim V = 1 se tendrá Yo € (2 = Y (g), 
pero, cuando n > Í, el carácter xp no es homomorfismo de Gen C*. 


EJEMPLO 1. Examinemos el grupo SU(2) en su representación bidimensional 
natural. Sea x el carácter correspondiente. De acuerdo con (5), $ 1, cap. 7, 
cualquier matriz g € SU (2) es conjugada con la matríz 


by= o ll 0<p<?2rn, 
0 e ? 
así que las clases de elementos conjugados del grupo SU (2) se parametrizan 


con los números reales y del intervalo indicado. En correspondencia con la 
propiedad (ii) de los caracteres, tenemos 


+ -i E 
Y (8) =x (UbqU-=1) == y (bq)=e * —+.e =2 0087. 


Con una representación canónica Y: SU (2) > SO (3), la matriz by pasa 

a la matriz 
coso —seuq 0 
sen q cosp 0 
0 0 1 


que también sirvo de cómodo reprosentante en la clase de matrices ortogonales 
conjugadas del grupo SO (3). Es ovidente, que 


% 9 (By) = 1 + 2cos q. (0) 
Usaremos la fórmula (6) más adelante. 


By= 3 


El conjunto CS = (G >C€) de todas las funciones de G en C 
está dotado de estructura natural de espacio vectorial sobre €: 
para %1, 2%4ÉC, Xi Xa€ CS, bajo 1%, + %2Xg se entiende la 
función con los valores 


(%1X1 + %9X2) (8) = %1%1 (8) + %%a (8). 
La función de CC se llama central, si ella es constante respecto 
a las clases conjugadas del grupo G. Las funciones centrales generan, 


evidentemente, el espacio vectorial en C%, que designaremos con el 
símbolo Xc (G). Hablando en general, Xg (G) es un espacio infinito- 
dimensional, pero, si en el grupo G sólo se tiene un número finito de 
clases de elementos conjugados C,, Ca, ..., C, (así será siempre 
para el grupo finito G), entonces, el espacio X( (G) es finitodimen- 


sional. Por ejemplo, 
Xc (G) = K,, Pz, e. .y PC: (7) 
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donde 


¿A si gEC;, 
=p, si EC, 


Por lo demostrado (proposición (ii), los caracteres del grupo G 
pertenecen al espacio Xc (G). Veremos, que el espacio estirado en 


ellos, de hecho coincide con Xg (G), por lo menos para el grupo 


finito G. 
Más adelante suponemos, que el grupo G es finito. Transformemos 


CS en espacio hermítico con el producto escalar 


(6, De=>7 DT). a, TEC”. (8) 
geG 


Es fácil comprobar, que la forma (0, 7) —> (0, 16 cumple todas 
las propiedades de una forma hermítica no degenerada. Su estrecha- 


miento en el subespacio Xg (G) =C?, resulta un instrumento muy 


útil, en particular para el estudio de los caracteres de las representa- 
ciones lineales. 

TEOREMA 2. Sean D, Y, representaciones complejas irreducibles 
del grupo finito G. Entonces, 


e si DY ú 
Mo: Xyo= 10, sí 0+PY. (2) 


DEMOSTRACION. En notaciones matriciales tenemos 


Lo (8) => Pi: (8), Xy (8) = 2, Wii (8)- 


d= 


Haciendo ip = i, jo =j en la relación (4), y sumando luego con 
respecto a i y j (en los intervalos admisibles para i y j), obtendre- 
mos 


0161 2 91918) Pu (E7)=1G17 2 Oia (0) (Qi ou (E) = 
=161 Y Xy (8) Lo (879 =161* 224 (8) (8) = (4g> Yodo 
8gEG sEG 
para cualesquiera representaciones irreducibles no equivalentes Y, 


Y, del grupo €. 
Empleemos ahora (para ¿, = li, Jo = J) la relación (5): 


1= (2 8,,)/dim V= [a 9 Py) (8) (2 Pe (871) a 
=|G|71 2 Lo (8) 20 (87) = (Lo: XoJc- 


22--0392 
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Como los caracteres de las representaciones isomorfas coinciden, 


entonces, (Xw»: Xw)a = 1, para MD = Y. 

La expresión (9) so llama (primera) relación de ortogonalidad 
para los caracleros. 

COROLARIO. Sea 

V=V,0...0/V, (10) 

la descomposición del G-espacio V en la suma directa de G-subespacios 
irreducibles V,. Si W es algún G-espacio irreducible con carácter yw, 
entonces, el número de sumandos V¡ en (10), isomorfos a W, es igual 
a (Xv, xw)c y no depende del procedimiento de descomposición (multi- 
plicidad con la que W entra en el Gespacio V). Dos representaciones 
(dos G-espacios) con el mismo carácter, son isomorfas. 

DEMOSTRACION. Como mencionamos antes (proposición (iv)), xy = 


= Av, Eo... vi por eso 
(ys Aw)e 7 (Uy > Avda > > - + (Lv ,> Y w)a- 


Según el tevrema 2, en el segundo micmbro se tiene una suma de k 
ceros y unidades, además, el número de unidades coincide con el de 
G-subespacios V¿, isomorfos y W. Pero el producto escalar (Xw. Xw)a 
en general, no depende de ninguna descomposición (véase la relación 
definitoyia (8)), así que hemos demostrado simultáneamente la 
invariunza de la multiplicidad con la que W entra en el G-espacio V. 

Dos G-espacios V, V', con e) mismo carácter Y = Yy = %y- 
contienen en *u descomposición cualquier sumando, isomorfo al 
G-espacio dado irreducible W, el mismo número de veces, precisa- 
mente (%, Xw)a. Por eso, en las descomposiciones 


A ! 
Vu V, V'= 7] V; 
ti jet 
en sumaudos «directos irreducibles, podemos considerar l=k, 
Ví 2V;,1<1<kX. Por consiguiente, también son isomorfos los 
mismos (G-espacios V, V”. 

Las observaciones hechas después de la demostración dol teorema 
de Mashke y el corolario del teorema 2, permiten expresar el carácter 
Zo de cualquier representación lineal compleja (D, V) de un grupo 
finito G, en forma «de una combinación Jineal de números enteros 


2 
AY 

Xy = ZE, Mila 
i= 


Aquí, mes la multiplicidad, con la que la representación irreducible 
(D,, V¿) entra en la descomposición (0D, V), así que OQ, += 0,, 


para ¿  j. Usando la rolación de ortogonalidad (9), podemos escribir: 


y XaoJo ss 2 mi. (11) 
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Por lo tanto, el cuadrado escalar (%oa, Xo)a de carácter ya de 
cualquier representación compleja VD, siempre es un número entero, 
igual a 1 exactamente cuando V es una representación irreducible. | 

Llegamos a un resultado extraordinario. Los caracleres, o «trazag 
de las representaciones», portadores de referencias muy escasas sobre 
cada factor lineal YD (g) por separado, expresan propiedades esenciales 
de la globalidad de éstos (D (g) ] g € G), o sea, de las propiedades 
de la propia representación (D. 


EJEMPLO 2. Convencémonos de la irreducibilidad sobro € de las representa 
ciones de los grupos A,, S, y A, de rotaciones del espacio tridimensional. Para 
eso hay que regresar al corolario del teorema 2, $ 3, y aprovecharse de las fór- 
mulas (6) y (11). La representación O, descripta en el $ 3 muestra que si x es 


una permutación de orden q, entonces, Y (1) es un giro a un ángulo k <=, m.c.d. 


(%, q) = 1, alrodedor de cierto cjc. Por eso, el valor del caráctor x = yy se 
calcula inmediatamente por la fórmula (6): 


x(m) 21420054 Fm, —1.0, 1, e ja 


si, respectivamente, q =41, 2, 3,4, 5 (k = +1), 5 (k = +2), Observemos, 
que 


Y5 e 0 0 
Y 2 zar llo er Ollmey-e+1, 
0.0 4 


3% 2xi 
yA 2-44, E=e ? . 


El cálculo del orden de la permutación y: por su descomposición en cíclos 
independientes fue doscripto en el corolario 1 del teorema 4, $ 2, cap. 4. La 
distribución de los elementos respecto a las clases conjugadas vicne dada en las 
tablas (para A, véase ol dins 8, $ 2, cap. 7: para S, véase el ejercicio 4, $ 3, 
cap. 7, y para A, véase la demostración del teoroma 5, $ 3, cap. 7). He aquí 
las mismas tahlas, cormpletadas con los valores del carácter y: 


22+ 
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| | | 0 0+VDaja—V Bs 
Las relaciones 

(Da y (0033 (1) 40014400) =4 

(o De, = 37 LEAN (9480046: =1, 

Co Das = q [1-91 +15(—4)1 420.094 

pio 55/8) 0 (Bu 


Muostran, quo la representación W con carácter y es irreducible sobre € (véa- 
se (11). 


EJERCICIOS 


1. Scan DP, Y, representaciones complejas irreducibles del grupo finito G. 
Ohtener la generalización del teorema 2; 


Ka (4) 


[Gp > Xwy (bg) lo (4):=08m, y O * 


£ 


Aquí h es un elemento arbitrario del grupo G: $7 y = 1 6 0, según la cquiva- 
lencia o no equivalencia de O y Y. (Fndicación. Reescribir las relaciones (4) 
y (5) en la forma 


04103, 
1612 Y di, (0%, (67 0=00, y a O 
g 
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Multiplicar ambos miembros por pay (4) y sumar con respecto a 7, tomando 
en cuenta la igualdad 2 Pay (2) Digo (8) = Pnyo (68). En la relación obtenida 
3 


ri (2) Ós 4, 
Gr 2, Vaj (he) Pi (7 )=059, A 7 


hacer jo = Kk, in = i, y luego sumando con respecto a i y 4, pasar a los caracte- 
res.) 

2. Emplear el criterio de irreductibilidad basado en los caracteres, en la 
representación 0D(3) del grupo Sy del ejemplo 1, punto 1, $ 

3. Demostrar, con ayuda del lema de Schur, que todas las representaciones 
irreducibles sobre C del grupo abeliano G, son unidimensionales, (Indicactón, 
Sean, O una representación irreducible; k un elemento de G. En virtud de la 
conmutatividad 0D (g) D (4) = 0 (+) O er V¿ € G. Haciendo o = O (h) en 
el lema de Schur, obtendremos DY (h) = 4,8. Esto es cierto para cualquier 
ce G. Para una Q irreducible queda la única posibilidad: ser unidimensio- 
nal.) 

4. Si el grupo G poseo el automorfismo 1, entonces, con cada representación 


lineal (O, V) de este grupo, se asocia otra representación (PT, V), definida 
por la regla O* (g) = 0 (1 (g)). Comprobar, que esto es efectivamente así, 


y mostrar, que la irreducibilidad de Y conlleva la irreducibilidad de D*. Por 
lo común, 07 = O, pero, en algunos casos, ge Obtiene una representación nueva, 


¿Qué so puede esperar en caso de automorfismo interno? 

Sean G = As y O la representación examinada en el ejemplo 2. La aplica- 
ción t: 1 > (12) x (12)71 es automorfismo (extemo) del grupo A,. que permuta 
las clases con representantes (12345) y (12354). El conjunto de valores de loa 
caracteres y y x' se obtienen unos de otros por permutación de los lugares 
4d + V 5)/2 y (1 — Y 5)/2. Mostrar, que los caracteres Y y x" no son equivalen» 
Les. 


$ 5. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE GRUPOS FINITOS 


1. Número de representaciones irreducibles. Eu caso de grupos 
finitos, las consideraciones precedentes permiten dar respuesta 
a las preguntas principales de la teoría de representaciones. Una de 
las fundamentales es el siguiente 

TEOREMA 1. El número de representaciones no equivalentes de dos 
en dos e irreducibles del grupo G sobre C, es igual al número de sus 
clases de elementos conjugados. 

La demostración del teorema se contione en los lemas 1 y 2, sí 
se observa que la cantidad r de clases conjugadas del grupo G la 
interpretamos como la dimensión del espacio X e (G) de las funciones 
centrales de signatura compleja en G (véase (7), $ 4). Como Jos carac» 
teres de las representaciones lineales son funciones ceutrales, en- 
tonces, ellos engendran en Xq (6) un espacio lineal de cierta dimen- 


sión s < r. Según el teorema 2, $ 4, los caracteres de representaciones 
irreducibles conforman la hase ortonormal (en métrica (*, *)g) de 
este espacio. Por lo tanto, el número que nos interesa coincide con 3 
y no es mayor que r. Queda por establecer la igualdad s = r. 
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LEMA 1. Sean, Y la función central en el grupo finito G, y (Dd, V) 
la representación irreducible sobre C con carácter ya. Entonces, para el 
operador ltneal 

O, = Y T(RO(4): V—>V 
r Pan ( ) O (4) e 
tenemos Dy = A€, donde 
Cd, 
lo (e) (or Do 
(E es una función central, definida por la igualdad lg = F (9). 
DEMOSTRACION. Como P' es una función central, entonces 


D(£) 010 (gy! => F(1)0 (8) 0 (2) O (87) = 
=Y Tíghg1) 0 (gh) => T(00()=0p 
AEG 1eG 


Y bien, DO (£) = OU (2) Or, Vg € G. El lema de Schur (teorema 41, 
$ 4), aplicado al caso y = Oy, muestra que Dr = 18. Calculando 
la traza de los operadores que figuran en ambos miembros de esta 
igualdad, hallamos 


Mo (2) =4 dim V =1tr ME=trOr=2 Y (2) tr O (A) = 
E 
= 161 1613) 10 00 (A) =161 (201 Do: N 


LEMA 2. Los caracteres Y1. . . ., Xa de todas las representaciones 
trreducibles no equivalentes de dos en dos del grupo G sobre € generan 
una base ortonormal del espacio X«g (G). 

DEMOSTRACION. Por el teorema 2, $ 4, el sistema X,, . - ., fs Ss 
ortonorma] y se puede incluir en la base ortonormal del espacio 
Xc (G). Sea Y una función central cualquiera, ortogonal con respecto 
a todo Xi: (Xi, )¿ = 0. Entonces, según el lema 1, el operador 


lineal DF”, que responde a la representación D(%) con el carácter %z, 
es igual a cero. 

Según el teorema de Mashke, toda representación compleja se 
puede descompuner en la suma directa 


D=m,004+...+m00 


con algunas mnultiplicidades Mi, .. ., Ma. En correspondencia Con 
esta descomposición para el operador Pr, definido por la relación 


dy = >) T (h) D (A), 
heEG 


co 
aa 


tenemos 
Dr -=m DP?+...m,DI'--0, 
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En particular, esto se reficre al operador linoal pr, donde p es una 
representación regular (véase el ejemplo 5, $ 1). Pero en tal caso, 
tendremos (designando temporalmente con el símbolo 1 el elemento 
unidad del grupo G, a fin de evitar la combinación e,) 


0=pp (e)=2. F (h) p (Me, = 2 Fe, 1 (h)=0, VhG, 


de donde T = 0 y, en consecuencia, T =0. A 


EJEMPLO. El teorema 1, aplicado al grupo simétrico Sy, afirma, que este 
grupo tiene oxactamente tres representaciones complejas irreduciblea. No hace 
alta buscarlas: la tabla al final del p. 1, $ 2, contiene toda la información nece- 
saria. Notemos, de paso, que los cuadrados de los grados de las representaciones 
DO), 02, D(') satisfacen la relación 12+43-+2%=6=|8Sy1. Ahora 
veremos, que en el caso general se cumple una relación análoga. 


2. Grados de representaciones irreducibles. Examinemos un poco 
más detalladamente la representación regular (p, (ez |g € G)c). 
Designemos mediante £i, la matriz del operador lineal p (%) en la 
base dada (fe, le € Gj. Como p (h) e = €,¿, entonces, todos los 
elementos diagonales de la matriz R, serán nulos para k 4 €, y 
tr, =0. Por Jo tanto. 


Xo ()=1G |. xp (4)=0, Vhxe. (1) 

Sea ahora (0, V) una representación irreducible arbitraria del 

grupo G sobre Cl. Como muestra el corolario del teorema 2, $ 4, la 

multiplicidad de la inclusión de Y en p es igual al producto escalar 
(Xo» Ya)a. De acuerdo con (1) 


(Lor Lado = 1617! 2 Yo (%) Yo (1) = 1617 70 (0) Lo (0) = 
= |G|71 |G| xp (e) = dim Y. (2) 


Vemos, que cada representación irreducible (considerada con 
exactitud hasta la equivalencia) entra en la regular con una multi- 
plicidad igual a su grado. Según el teorema 1 se tienen r representa- 
ciones irreducibles no equivalentes de dos en dos 

A 


(r es el número de clases conjugadas del grupo G), a las cuales 
corresponden los caracteres 


Xx Xzr - - <->» ro Xi= Xati- 
de grados 

Ry: Mg...) Mp Ri = %a le). 
Habitualmente, como (D(% se toma la representación unidad, así 
que Y, (g) = 1, Vg € G. La relación (2) muostra, que 


E A E A 
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de donde 


Yo = MX Y... $ MXr> 
En particular, 


IGl= xy (0) =n14 (0) +... + nf) =n +... +. 


Llegamos al teorema siguiente. 

TEOREMA 2. Cada representación irreducible DU) entra en la des- 
composición de la representación regular p con una multiplicidad igual 
asu grado n;. El orden | G | del grupo finito G y los grados Ry, .. ., ny 
de todas sus representaciones no equivalentes están vinculados por la 
relación 


r 


2 ni=161. Y (3) 
Para grupos de orden pequeño, la hermosa expresión (3) resulta 
suficiente para hallar todos los grados ny, ..., fp, aunque en el 


caso general es necesario, por supuesto, efectuar razonamientos 
complementarios. 

Los datos sobre los caracteres de las representaciones irreducibles 
(más breve: sobre caracteres irreducibles) es cómodo escribirlos en 
forma de tabla 


e 82 83 ... Es 
Xi ri Xil82) %Xi[8) --- xi(8r) 
Ya | Mo Xal82) Xel8s) --- x2(8r) 


Xr Rh Ar (82) Xr(83) +...  Xr (8r) 
llamada tabla de caracteres. En su fila superior se encuentran los 


representantes de todas las r clases conjugadas gf del grupo G. 
Por ejemplo, la tabla de caracteres del grupo Sy tiene la forma 


| e aa (12 


Ls 1 1 1 


X3 2 0 —1 


(compararla con la tabla al final del p. 1 $ 2). 

Como siempre, designemos con el símbolo € (g) = C¿ (g) el 
centralizador en el grupo G del elemento g € G. Sabemos, que 
IC(911g4 | =/G| (véase el punto 2, $ 2, cap. 7). Poreso, la rela- 
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ción (9), $ 4 (primera relación de ortogonalidad) se reescrila en la 
forma 


S un _ 26) _1 n_16 a 
pr Y ICEN VICEM 1 2 Er (Ed (EN) 
== A 1e71x: (€4) Xa d==G1 Y 20 (8) 21. (8) =(Xa+ ndo = Óin > 
$=1 866 


significa, que la r Xx r-matriz 
M= %i (84) 
7 ¡CteNi 
es unitaria por filas. Pero la unitariedad por filas es equivalente a la 
unitariedad por columnas (M-'M = E =*M-M), así que 


») Y (5) Xu (61) a 
VIC VIC 9, 


o, en una a más detallada: 


> 
—— O, si g y h no son conjugados, 
h)= 4 
2 + (E) a (4) IC (g)|, en el caso contrario. A qe 


La expresión (4) se llama segunda relación de ortogonalidad para los 
caracteres. 

3. Representaciones de grupos abelianos. La descripción de las 
representaciones irreducibles de grupos cíclicos en el ejemplo 6, 
$ 4, permite la generalización natural siguiente. 

TEOREMA 3. Cada representación irreducible de un grupo abeliano 
finito A sobre C es de grado 1. El número de tales representaciones no 
equivalentes de dos en dos es igual al orden de | A |. Reciprocamente, 
si cada representación irreducible del grupo A es de grado 1, entonces, 
Á es un grupo abellano. 

DEMOSTRACION, El número r de clases de elementos conjugados. 
del grupo abeliano A coincide con el orden de éste, por eso, las dos 
primeras afirmaciones se deducen del teorema 2 (véase también 
el ejercicio 3, $ 4). Haciendo, Juego, en la relación (3) todos los n+; 
iguales a 1, obtendremos r = ¡A |, lo que es equivalente a la conmu- 
tatividad del grupo. | 

DEFINICION. Sea Á un grupo abeliano. El conjunto 

A == Hom (4, C*) 


de homomorfismos de grupo A en el grupo multiplicativo C* del 
campo de los números complejos, considerado junto con la operación 
corriente de multiplicación 


(X1%a) (a) = x1 (a) qe (a) 
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(1, E Á. a€ 4), se llama grupo de caracteres del grupo A sobre € 
(1? = y). 

TEOREMA 4. Los grupos A y Á son isomorfos, 

DEMOSTRACION. De] teorema 3 sabemos, que, en todo caso | A | = 
= | Á ¡. Conforme a los resultados dol $ 5 cap. 7, el grupo A permite 
la descomposición 

A =A, XxA,X... X4Aa 
en ol producto directo de los grupos cíclicos A¿ = (a¡) (no importa 
cuáles, primarios o no; elegimos la oscritura multiplicativa de la ley 
de multiplicación en A). Si | 4; | = s¡ y €, es la raíz primitiva de 
sy-ósimo grado de 1, entonces, a cada elemento a = ara; SN aji de A, 
le corresponde ol carácter y, € Á, definido por la relación 


Pr? r P,l, ”,l r,t 


Evidentemente, XaXar = Zas” (véase la definición). Si 
E A th te 1 o 
a=a/,10., ...o a, $ 0,42 ... 2 ,) 
entonces, existe un índice ¿ con f, e t;. En este caso, 
(* 
Ya (04) =8/1 76 € 1= Ya (as). 


Por consiguiente, todos los caracteres y, son diforentes de dos en dos 
y la aplicación a-> yx, establece el isomorfismo exigido entre A y Á. A 

El método de demostración del teorema 4 brinda, evidentemente, 
una estructura clara de todas las representaciones irreducibles de un 
grupo abeliano, 

EJEMPLO, Sean, Van Un grupo abeliano elemental de orden 2", x su carácter 
complejo irreduciblo, distinto de la unidad, o sca, % (a) má 1 para algún a € Van. 
Entonces, Ker x = B as Van, Y tiene lugar la descomposición Van = B U aB 
en clases adjuntas respecto a B, asi que 

yA (atb) E (dt, l= 0, 1. 
En particular, el grupo cuaterno (de Klein) V,, sobre las represontaciones del 


cual se hizo mención en el problema 2, $ 2, cap. 1, tiene la tabla de ca- 
racteres siguionto: 


%1 1 1 1 1 
Ys 1 —1 1 —1 
ya 1 1 — —t 
% ií —4 —Í 1 


Los resultados sobre las representaciones de grupos abelianos, 
permiten obtener también cierta información acerca de las represen- 
taciones de grupos finitos arbitrarios, 
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TEOREMA 5. Las representaciones de grado 1 del grupo finito G 
sobre C se encuentran en correspondencia biyectiva con las representa- 
ciones irreducibles del grupo cociente G/IG' (G” es el conmutante del 
grupo G). El número de las mismas es igaal al índice (G : G'). 

DEMOSTRACION. Hagamos primero una observación genera). Sea, 
G un grupo cualquiera, y X su subgrupo normal. Si (D es la repre- 
sentación del grupo G con núcleo Ker P > XK, entonces, se puede 


definir la representación QD del grupo cociente G/K, suponiendo 


D (gK) = O (g), 2€G. 
Que esta definición es correcta, resulta evidente (véase la demostra- 
ción del teorema 1, $ 3, cap. 7). Luego, Ker Y = Ker P/K. En 


particular, para K = Ker O se obtiene la representación exacta O. 

Recíiprocamente, toda representación lineal Y del grupo HA, 
induce la representación WD del grupo G, que permite el epimorfis- 
mo 1: G »Hf., Es suficiente hacer 

D (2) = Y (x (8). 

Como xa es un epimorfismo, entonces, D (GF) = Y (HA) y Q, Y, son 
al raismo tiempo reducibles o irreducibles. Según el teorema sobre 
la correspondencia (teorema 3, $ 3, cap. 7) Ker O = 2? (Ker Y). 
Con cualquier representación unidimensional YD del grupo G se 
asocia el grupo abeliano (más exactamente, cíclico) Im D, asf que 
Ker Y >6G. La demostración del teorema se obtene ahora como 
resultado de una sencilla unión del teorema 3, de la observación 


efectuada más arriba y del teorema 4, $ 3, cap. 7. P 

4. Representaciones de algunos grupos espectales. Aunque en 
principio, para la obtención de todas las representaciones irreduciblos 
del grupo finito G, es suficiente descomponer su representación 
regular (teorema 2), en la práctica esto supone dificultades y se 
deben elegir rodeos. Habitualmente resulta más soncillo construir 
primero la tabla de caracteres, y luego formular las propias repre- 
sentaciones (véase, en relación con esto, el $ 4, cap. 9). Por otra 
parte, en los ejemplos relativamente sencillos que se brindan más 
abajo, na hay ninguna necesidad de recurrir a diferentes subter- 
fugios. 

EJEMPLO 1. Sea G un grupo de permutaciones 2-transitivo arhi- 
trario, que Opera on el conjunto Y = (f1,2,..., n), n > 2 (véase el 
ejemplo 3, $ 2, cap. 7). Sea, luego, D la representación natural 
del grupo G en el espacio V = (€, Co, - . -, €) con la operación 
D (2) €; = €g) (véase el ejemplo 5, $ 1). Como os fácil comprender, 
el valor xo (g) coincide con el número N (g) de puntos i € 9 (=a los 
vectores básicos e;), que quedan inmóviles cuando opera £. Según 
el teorema 3, $ 2, cap. 7, tonemos 


o _ 
2 Lo (8) Xa (2) Y, o (E? 2 N (g?=2]61, 
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lo que, evidentemente, se reescribe en la forma 


(xo, %o)a = 2, (5) 


Comparando (5) con la relación (14) del $ 4, llegamos a la conclusión 
de que Y es la suma directa de dos representaciones irreducibles 
(Q2=41+4es la única expresión de 2 en forma de suma do los 
cuadrados de números naturales). Pero, también sabemos, que QD == 
= PD 4 Y, donde (DU), Y) es una representación unidad, y Y 
es una representación (1 — 4)-dimensional, que opera en el espacio 
W = (e. — Cn, € — ln, « «> -rEn=1 — €n). Si la descomposición V == 
= U Y W se pudiese continuar a cuenta de la descomposición de W, 
entonces, Jos sumandos irreducibles serían más de dos. De este modo, 
tiene lugar la «afirmación no trivial siguiente. 

La representación lineal natural (0D, V) del grupo de permutaciones 
bitransitivo G sobre el campo C, es la suma de la representación unidad 
más otra representación irreducible. 

En particular, cada uno de los grupos Sa, n > 2; An, n>>3, 
tiene una representación irreducible Y sobre C, de grado n — 1, con 
carácter Xw, y Se calcula por la fórmula 


le) =N (8) —1. PP (6) 


Como se mostró en cl ejemplo del grupo S¿ (ejemplo 1, punto 1, 
$ 2), las matrices Y, se hallan fácilmente. Para el cálculo de los 
valores xw(g) por la órmula (6), es suficiente conocer la estructura 
cíclica de la permutación g. 

Tenemos una breve ilustración: 


44] e (128% (123) (132) 

Xy 3 —A 0 0 
Sa] e (42684) (12) (123) (1234) 
yl 3 as 4 0. — 


As | e (12084) (123) (12345) (12354) 


y | 4 0 1 — A 


“JEMPLO 2. Fiepresentaciones irreducibles del grupo alternatico A. 
Recojamos los hechos que nos son conocidos. El grupo A, tiene 
cuatro clases de elementos conjugados. Los representantes de las 
clases y sus potencias se muestran en las dos filas superiores de la 
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tabla 


1 3 4 4 


e (12)1(34) (123) (132) 


X1 1 1 1 1 
La 4 4 e gr! 
% 1 1 er € 
%a 3  — 0 0 


El conmutante A; = fe, (12) (34), (13) (24), (14) (23)) =V, Liene 
índice 3 en A, por eso, A¿ posee tres representaciones unidimenstona- 
les DO =xy,, DB = y,, VO = yg (con núcleo A, y con e? = l, 
e == 1) y una representación Lridimensional 44 (12 = 4? + 1? -;- 
+ 4? + 3%). Comparando la tabla para A, dol ejemplo 1 con la del 
ejamplo 2, $ 4, nos convencemos de que la representación (DY con 
carácter x¿ es equivalente a la representación D del grupo A, de 
rotaciones (grupo del tetraedro) y a la representación Y vinculada 
con la 2-transitividad del grupo AÁ4- 

EJEMPLO 9. Representaciones irreducibles del grupo simélrico $4. 
Las dos filas superiores de Ja tabla 


1 3 6 8 6 


e (120340 (12) (123) (1234) 


se han tomado del ejercicio 4, $ 3, cap. 7. La representación DM = 
= y, es unidad. La representación DY = y, se da medianto la 
paridad (con el signo) de permutaciones de S,. Como (8, : S¡) = 2 
(ejemplo del p. 2, $ 3, cap. 7), entonces,no hay más representaciones 
unidimensionalos. La representación bidimensional 1% con carácter 
% y núcleo V, <] S, se obtiene de los razonamientos expuestos en la 
demostración del teorema 5 y en el ejemplo 2, p. 1, $ 3, cap. 7. 
La representación O) con carácter yx, responde a las rotaciones del 
cubo (véase la tabla para S¿ del ejemplo 2, $ 4). Lu representación 
0D = Y, con carácter xy, (véase la tabla en el ojemplo 1) se vincula 
con la 2-transitividad del grupo S,¿. Ella también os equivalente 
a la representación que corresponde a todas transformaciones de 
simetría del tetraedro A, (rotación + reflejo; precisamente estas 
transformaciones son importantes para la descripción de las oscilu- 
ciones de la molécula de fósforo (problema 2, $ 2, cap. 1)). 
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EJEMPLO 1. Hepresentaciones irreducibles del grupo de cuater- 
niones (gs. Sobre el grupo Qy se ha dicho todo en el ejemplo 2, punto 5, 
$ 3, del cap. 7. Allí también so expuso (pero no se llamó por su 
nombre) la representación irreducible bidimensional DP con ca- 
rácter Ys: 


X1 1 1 1 1 1 
Xe 1 1 —-1 —1 1 
%3 4 1 — 4 — 
Aa 1 1 ii —A — 
As 2 —2 0 0 0 


Cuatro representaciones unidimensionales tienen por núcleo el con- 
mutante (a) y se determinan de la tabla en el ejemplo del punto 3. 


EJENCICIOS 


1. Obtener la relación (4), escribiendo en jorma explícita la expresión 
tig = (Mi 6 para los coeficientes de la descomposición T, = )f¡yx¿ do la 


función central básica DP; (véase (7), $ 4) medianto caracteres irreducibles. 
2. Comprobar (y recordar sobre el isomorfismo entre el espacio vectorial V 
y el espacio de funciones lineales V*, conjugado a él), que la aplicación T: 


A=>/A, definida por la condición 
a? (x) = 1 (a), 


da el isomorfismo del grupo abeliano Á en A. (Indicación. De a? (£172) = 
a* (x1) a* (72) se deriva, que a* es carácter del grupo A. Como (aa'y* = 


a* (a'y”, entonces, 1 es homomorfismo de A en A. Luego, Ñ 
Korxr= («EA a (p=y()=1, Vx 4 > Kert=e y JÁ] = 


=|A|=/A| => 7 es un isomorfismo.) 

Este ejercicio, junto con el teorema 4, establece una parte” de la llamada 
ley de dualidad para los grupos abeltanos finitos. Una ley análoga, pero mucho 
más profunda, de dualidad para los grupos abelianos topológicos, que lleva 
a consecuencias importantos, jue establecida en los años 30 por L. Pontriaguin. 

3. Demostrar, que si el grupo abeliano finito A permite una representación 
irreducible compleja exacta, entonces, A es cíclico. 

%. Scan, un eraro abeliano finito A y su subgrupo B. Demostrar, que cual- 
uier carácter ¡lol grupo B se continúa hasta el carácter del grupo A y el número 
e tales proposiciones cs igual al índice (A : B). 

5. Fundamentar la fazc que antecede a los paréntesis al final del ejemplo 3 

en el punto 4. 


6. ¿A qué es igual la media Y Y (g) de los valores del carácter com- 
plejo y en tos velementos del grupo finito G? 
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7. Reunir de distintos lugares (véanse: ojemplo 2, p. 2, $ 4; ejercicio 4, $4, 
ejemplo 1), las tablas referidas al grupo A¿en la tabla de resumen de los caracte- 
res 


20 12 12 


15 


e (1284) (123) (12345) (12354) 
Xx 1 1 1 1 4 
ls — . 34445 <Sa4—-v5 
%s |3 o uv F4u—-yYhD 7a+v5 
Xs a y > + e 


Dar la descripción de los representantes irreduciblos con caracteres Xy. La. 
31 Xa: Completar la última Fila de la tabla, utilizando la seyunda reJación de 
ortogonalidad (4) para los caracteres. (Respuesta: 5, 1, —1, 0, 0. 

8. Sean, P = (AYBICR; 0< tj, k<p— 1) el grupo de orden p? exami- 
nado en ol ejercicio 3, $ 2, cap. 7, V = lé0, €, ..., ep) un espacio vecto- 


rial complojo de dimensión p; e, una raíz primitiva de grado p, de tl; 4, Bh», 
€1, operadores lineales en V, definidos por las relnciones 


Ate, Brep=87Rte, Brep=8kte, 0<!i<p—1 
(los índices inferiores de los elementos hásicos se toman de acuerdo con el módu- 


Pp). 
Mostrar, que la aplicación 
D:Am A, Br HB, Cr» En 


da una representación lineal irreducible del grupo P. Las ropresentaciones 
DO), ..., O(P-2) no son equivalentes do dos en dos, y, junto con p? ropresenta- 
ciones unidimensionales (p* es el índice del conmutante P” = (C) en P), agotan 
todas las representaciones complejas irreducibles dol grupo ?. 

Completar con cálculos Jos razonamientos siguientes. Sosa D, = 
== (a, ban =e, b3= e, baba! = a71) el grupo de un diedro do orden 2n, 
cuyas propiedades (incluyendo la descripción de las clases de clementos conjuga- 
dos) fueron dadas en el ejemplo, 1, p. 5, $ 3, cap. 7. Coma (a) <] D, entonces, 
las aplicaciones 4->»1, br>1 y ar>1, br» —1 expresan des representaciones 
unidimensionales. 


214 
e Seag== e” la raíz primitiva do n¿simo grado de 1. Entoncos, la aplica- 
ción 
A ei 0 o 4 
(7): 
d dl PA E o, 
definirá una representación de grado 2. La representación «P(%) irreducible 


para j=1,2,.. [37] ((«J) es la parte entera del número real a). Para 
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n = 2m da representación (D(M) se descompone en la suma directa de dos repre- 
sentaciones unidimensionales: ar» —1, br» 1 y ar> —1, br» —1. Esto con- 
cuerda con el hocho, que ol conmutante D¿y tieno indico 4 en Dam Y Dam/D zm at 
ze Za X Zg. Todas las representaciones indicadas aon irreducibles y componen 
un conjunto completo de representaciones complejas irreducibles del grupo del 
diedro. Hallar la oxprosión real de la representación D(%. Indicar en forma 
explicita el isomorfiísmo (oquivalencia) D10) >= DA), k > m, ¡<X m. 

10. Grupos cristalográficos (para el problema 2, $ 2, cap. 1). Sea, E un 
espacio euclideo n-dimensional, y Y un espacio vectorial, asociado a E, con 
producto escalar euclídeo. A cada movimiento d do E le corresponde una trans- 
formación lineal ortogonal d <0O (n), además de tal modo, que dd, = d,da- 
£l grupo D de movimientos del espacio se llama cristalográfico, si la D-Srbita 
de un punto arbitrario es discreta (no tiene puntos límites) y existe un conjunto 
compacto M — E, para el que D(M) = U d(M) = £. Es correcto el teore- 


€D 
ima de Schosaflios-Biberbach, conforme al cual, el grupo cristalográfico D 
contiene n traslados afines independientes, quo engendran en D el subgrupo 
normal £, y Y a DÍL es un grupo finito (grupo cristalográfico puntual). En 
total, para n= 3, se bienen 32 grupos cristalográficos puntuales geométrica- 
mente distintos. Entre ellos, evidentemente, habrá grupos que contengan refle- 
jos (movimientos impropios). De las condiciones de cristalografía se deduce, 
que toda rotación propia de D se expresa por medio de una matriz, semejante a 


cos8 —sen9 0 
sen 9 cos () 
0 0 1 
con tr A = 1 +2 0080 € 7.. Apoyándose en el teorema 2, $ 3, y en el razona- 
miento indicado, mostrar, que para n = 3 los grupos cristalográficos puntuales 


sin reflejos során sólo cíclicos C;, Ca, Cy, Cas Eg dledrales Dy, Da, Da, Do» 
el grupo del tetraedro T y el grupo del cubo (octaedro) O. 


Á= 


$ 6. REPRESENTACIONES DE LOS GRUPOS SU(2) Y SO(3) 


Ens formas concretas, vinculadas con representaciones del grupo 
SO (3), son parte del pensamiento «físico». La operación SO (3), que 
pone de manifiesto la simetría de muchos problemas físicos, es 
interesante desde el punto de vista matemático debido a que, en 
particular, induce la operación en el espacio de resoluciones de la 
ecuación Af =0, donde Á =55 + 5 3 5 es el operador dife- 
rencial de Laplace. El análogo bidimensional de este problema fue 
examinado en el comienzo del capítulo (ejercicio 1). 

Todo elemento del grupo SO (3) es producto de varios operado- 
res Bo, Co del tipo (1), $ 1, cap. 7. Pero By no opera en z, ni Cg 
en x. Por eso, la invariancia de la ccuación Af = 0 respecto a By 
y Co se deduce de los cálculos efectuados en el caso bidimensional. 
Llegamos a la conclusión, que la ecuación Af = 0 es invariante con 
relación a todo ol grupo SO (3) o, lo que es lo mismo 


Af=0=>4(0,f/=0, Vg ESO (3), 
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donde Df es una función, definida por la relación 
(Def) (2, y, 2) =P (87 (2), 7 (y). ¿7 (2) (1). 


Por condición, para la transformación ortogunal g-? con matriz 
(ayi, la columna de nuevas variables tiene la forma 


g! (x) 1 Mí Gx] [| 2 
EP (Y) | =| 2 422 Call ly 
gr (2) 3; (gy 4gl[¿ 


De acuerdo a (1), 


(D¿ (Dif) (2, y, Y =D) (87 (o), 27 (Y, 87 (3) > 
=f (ho (g (2), ho! (87 (y), 47 (g (2))) = 
= f ((gh) (2), (gh) (y), (2h)=" (23) = (Dyonf) (z. y, 2). 
Por lo tanto, 
(PD, = Den» 


o sea, los operadores lineales D,, g ESO (3), actúan en das funciones 
de tal modo, que la aplicación D: ger» Q, resulta representación 
del grupo SO (3). Este modo muy natural de construcción de repre- 
sentaciones (de hecho, utilizado por nosotros antes, cuando se exa- 
tminaron las funciones simétricas con grupo de operaciones S,), 
en principio sirve para una extensa clase de grupos, y es uno do los 
métodos típicos de análisis funcional. Es sólo necesario, partiendo 
de condiciones concretas. elejir el espacio correspondiente de las 
funciones, y luego dividirlo en subespacios invarinntes irreducibles 
(problema de análisis armónico). 

En el caso del grupo SO (3), cuando todas Jas representaciones 
irreducibles son finitodimensionales (hecho general para los grupos 
compactos), como función se toman los polinomios homogéneos 


f(x, Y, 2) = 2 Ay poes 


de grado fijo m (m =1, 2,3, ...). Ellos generan el espacio Pm 
pl EN o , 0 
de dimensión (+ ) (véase el ejercicio 4, $ 2, cup. 5). Como 


Af € Pm-2, entonces, la condición Af =0 os equivalente a (5) 
condiciones lineales en coeficientes €s,,. Las resoluciones f € Py 
de la ecuación Af == O se llaman polinomios armónicos homogéneos 
de grado m. En virtud de la linealidad del operador A, ellos forman 
un subespacio fi, de dimensión (ME -(3) == 2m 4 4. (para 
nosotros < 2m -F 1, pero, en realidad, tieno lugar la igualdad). 
Conforme a lo dicho, fm es invariante respecto a la operación D = 
230392 
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be” del grupo SO (3). Resulta, que es cierto el teorema que dice, 
que el espacio TH, de la representación DM es irreducible sobre C, 
y cualquier representación del grupo SO (3) irreducible sobre C es equiva- 
lente a una de las representaciones ((P"W, H,,) de dimensión impar 
2m —4. En lugar de demostrar este teorema, limitándonos a lo 
dicho, nos dirigimos al grupo SU (2), donde es un poco más fácil 
obtener una familia de representaciones irreducibles. En virtud de 
que se ticne ol cpimorfismo natural SU (2) —> SO (3) con núcleo do 
matrices +4 (véase $ 1, Cap. 7), toda representación Y del grupo 
SO (3) también se puede considerar representación de SU (2) (véuse 
la demostración del teorema 5, $ 5), que cumple la llamada condición 
de paridad: Y.g¿ — W¿g. Además, se sobreentiende, también so 
cumplirá la igualdad Y_¿= Y, pura todo g € SU (2). Recíproca- 
mente, cuando la representación Y del grupo SU (2) cumple la condi- 
ción de paridad. al mismo tiempo resulta representación del gru- 
po SO (3). También tienen sentido físico las representaciones de 
SO (3) de «doble signo», o sea, Jas representaciones del grupo SU (2) 
que no cumplen la condición de paridad. A éstas se refiere, por ejem- 
plo, ln representación bidimensional común (de spin). 

Señalemos además. que cualquier representación irreducible del 
grupo SO (3), distinta do la unidad, resulta exacta, tal como se 
deduce de carácter simple de SO (3) (teorema 6, $ 3, cap. 7). 

TEOREMA 1. Seu Y = (ara A y de = 0, E nc el espacio 
de los polinomios homogéneos de grado n, de dos variables complejas, 
con operación Y" del grupo SU (2) en él, definida por la regla 


(EPI (7, y) = f (az — Py, Pz + ay) 


para cada elemento 


g= y lal24 ]B2=4. 


Entonces, (4%. V, ) es una representación irreducible de SU (2) de 
dimensión n - 1. Para n par, (Y, V,) también es una representa- 
ción irreducible del grupo SU (A). 

DBMOSTRACION. Supongamos, que el polinomio 


n 
Ha, y=2 ariyizo0 
Íh—0 


está contenido cu algún subespacio invariante U — Y,,. Entonces, 
también 


»” 


AR 
AN 
Y let aye 2 7) (a y) E6, 


donde b,¿ es un elemento de SU (2) del tipo (4), $ 1, cap. 7. Como q 
es un húmero real arbitrario del intervalo (0, 231), se puede componer 
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un sistema Jineal con determinante de Vaudermonde. del cual se 
sigue, que 

fa, yeE=>r4iytEl (2) 
para cualquier monomio con coeficiente a, + (0, Pero, si a*y-* € Y 
para algún k, enloncos 


OApa=A gm a... =(ax— Py) (Ba + ayy WE ay) EL, 
Tomando g con af +06, llegamos, en virtud de (2), a la conclusión 
de que 1? € OU, lo que a su vez nos da 

n 
> 0jaemenen 
g 


s=( 
Como (1) ap)" 20, entonces, YES, s=04, ...,n. 


Por lo tanto, UY =V,, y Ja irreducibilidad de (YM, V,) queda 
demostrada. 


Luego 
Y (By) = (ay (y? — (iYayar, 


así, que para n = 2m se cumple la condición de paridad (véase la 
observación más arriba) y (YE, Vy,,) puede considerarse repre- 
sentación irreducible de dimensión 2n + 1. 

De hecho, YM es equivalente a la representación DY del 
grupo SO (3) en el espacio de los polinomios armónicos homogéneos 
de grado m, pero no nos detenemos en esto, así como no intentamos 
(aunque es posible) elegir en Y,, una base tal, que la representación 
Y") se vuelva unitaria. Observeimos solamente, enpleando la termi- 
nología del análisis tensorial, que la representación W% del grupo 
SU (2) también se realiza en clase de tensores simétricos covariantes 
de rango n. La teoría completa, y suficientemente transparente, de las 
representuciones de grupos compactos, incluyendo SL(2) y SOG), 
habilnalmente se desarrolla en los límites del niélodo infinitesimal, 
apoyándose en la correspundencia entre los grupos y el álgebra de Lie. 


EJERCICIOS 


1, Formular 2m4- 1 polinomios armónicos homogéneos y linealmente 
independientes de grado m. 

2. Mostrar que todo polinomio homogéneo f € P,, se escribe en forma de 
combinación lincal con coeficientes que dependen de 2? + y? -/- 22, polinomios 
armónicos de grados m, m — 2, m— 4, ... (Indicación. Igualando Jas dimen- 
sivnes, obtener una descomposición en la suma directa de espacios 


Pm = Em 010 +9 +23) HT 20 (22754 y 439 Him 6 >> +) 
3. Deducir del ejercicio 2, que toda función polinómica Y: (X, Y, Z)- 


> g (2, y, z3 en la esfera 5? 124y2=<23i=4 se doscompone on funciones 
esféricas, o sea, en limitaciones de polinomios armónicos en $2, 


23* 
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4. Mostrar, gin recurrir a una doscripción compluta de las representaciunes 
irreducibles del grupo SO (3), que el homomorfismo +: SO (3) > SU (2) puede 
sor sólo trivial. (Indicación. En virtud de que SO (3) es simple, la no trivialidad 
de 7 significaría quo t es una representación cxacta de grado 2. Pero, como se 
ve del ejemplo 3, p. 4, $5, o de la doscripción de los subgrupos finitos en SU (2) 
(véase $ 3), incluso la limitación T|g, y no Puede ser exacta.) 


$ 7. PRODUCTO TENSORIAL DE REPRESENTACIONES 


1. Representación contragrudiente. Sea (Pd, V) una reproseu- 
tación del grupo C sobre el campo C. Pongamos a consideración el 
espacio dual V* (de funciones lineales en V) hagamos 


(De (DJ) (0) =7(0 (8) e); SfEVY*, vEev. (1) 


La livealidaud del operador V* (g) se comprueba de inmediato. 
Elijamos, luego, cn Y y V* las bases duules 


V = ter, ia la de Vv* = Li co Tae Í, (ey) = 04; 


La matriz del operador lineal W* (g) en la base f,, . . -, fn, es tras- 
puesta a la matriz del operador UD (g-*) en la base €, ..., €n: 


Di = Do... (2) 
Como 
Di = Diema = Droga = DP) SD,  DEDE, 


entonces, Ja relación (2) (o (1)) se determina, hablando en general, 
por la nueva represevtación lincal (P*, V*), del grupo G, denomiva- 
da representación contragradiente (o dual) respecto a (D, V). La 
necesidad de examinar tales representaciones, surge Cada vez, cuando 
a un grupo que opera en vectoros (tensores contravariantes), los 
hacemos operar en coordenadas de vectores (tensores covariantes), 
como, de hecho, sucedió en cl $ 6. Como se puede apreciar fácil- 
mente, por ejemplo de (2), (D*)* = Y. Las representaciones recí- 
procamente contragradientes, pueden no distinguirse o ser equiva- 
lentes. Si, digamos, (D, G) es una reprosentación ortogonal) real, 
entonces, Dj == by? = (P,. Pero, en ol caso general, las representa- 
ciones (P'* y «Pb no son equivalentes, como lo muestra este ejemplo 
sencillo: 

Ca=lU4 ¡84 =e); dDla)=e, 

D* (a) = el (e? + e +4 =0). 


Para el grupo finito G, el criterio exacto de equivalencia de las 
reprosentaciones contragradientes se obtiene en el lenguaje de la 
teoría de carnacteres. Puesto que los polinomios característicos de las 
matrices A y 'A coinciden: 


det QE — *A) = det AE — A) = det (AL — A), 
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de las propiedades elementales de los caracteres (proposición $ 4), 


se (deduce, que 
Xo+ (3) == xo (8). 


En particular, la representación VD cou carácter que adopta sólo 
valores reales, es equivalente a D*. Por supuesto, siempre 


(los, Loa) = (xo, 20)6. 


así que 0%, ( son a un mismo tiempo reducibles o irreducibles. 

2. Producto tensorial de representaciones. En el curso de ál- 
gebra lincal y geometría (véase también el ejercicio 1), se demuestra 
la afirmación siguiente: 

TEOREMA 1. Sean V, W, espacios vectoriales sobre el campo P. 
Entonces, existe el espacio vectorial T sobre P y la aplicación bilineal T: 
Vx W—>T7T, que cumple las condiciones: 

(11) siv,, ..., Uv, E V son linealmente independientes y Wj. ... 

h 
..., ¿€ W, se tendrá y T(v,, W,)=0 =>, =0, ..., Wr =0; 


(T2) sitU,, ..., Wn E W son linealmente independientes, entonces» 
St (0, 0) =0=>0=0,.... tt. =0; 
: (13) y es una aplicación sobreyectiva, o sea 
T =(1(0,0))3 € Y, w€ Wip. 


Además, el par (1, T) es universal, en el sentido que, cualquiera que 
sea el par (tv, 1), compuesto por el espacio vectorial T” y la aplicación 
bilineal v: Vx W=>T', existe una aplicación lineal única €: 


T—=>T', para la cual Y (v, 16) =0 (7 (0, w), vEeV,weWw. Pp 


Suponiendo la existencia do dos pares universales (1, 7), (1, 75), 
descubrimos fácilmente, que las aplicaciones Jinenles a: 7 => 7", 
0: 717 >7T7, resultan de hecho isomorfismos recíprocamente 
inversos: 000 =p, 000 = €. De este modo, T=T', 
además, el isomorfismo 0: F —— 7” posec la propiedad indicada en la 
formulación del teorema. 

Si el par (7, 7) está delerminado unívocamente, con exactitud 
hasta el isomorfismo, mediante los espacios vectoriales dados Y, W, 
entonces se denomina produclo lensorial de estos espacios. Escribiendo 
TIT = VQ pW, o, sencillamente, 7 = V Y W, debemos aun recor- 
dar. que el espacio vectorial T está provisto de la aplicación bilineal 
(0, w) => v S w del producto cartesiano V Y W en 7, que cumplen 
las condiciones (11), (12) y (13). Así pues, como elementos «lol 
producto tensorial V Y W sirven las combinaciones lineales formales 
con coeficientes de P pares ordenados t Qu, convrE Y weEW. 
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Asimismo, se presuponen cumplidas Jus condiciones siguientes: 
(1, — 0) 9D V—8,8) e —U08D we =0, (3) 
SD (lt + ty) —08 46, —U0 9 uy =0, 
du Y w—vuQdw=0,AEP 
(O ) = 41 Q w=u10Q io). 


En cl teorema 4, se aprecia inmediatamente, que las aplicaciones 
biyectivas Y w=>wQb, (u 9 1) Y w>uQ (09 w), VO ¿A 
>1090uuro-24e establocen los isomorfismos, llamados canónicos, 
de los espacios vectoriales: 


V 9 WeWa y, 
(U Y V) SY W =<U Y (V Y W), 


VOP PO V=V. 
También se cumplen las leyes de distribución: 


(UQY)0 W(U Q 1 9 (Y 9 W), 
LO (Fr 9W=(U 9 Y) 8 (U Y W). 


En el análisis tensorial, de donde son originarios los conceptos 
aquí examinados, se estudian productos tensoríales de tipo especial: 
Vvg. SY 8vyo... er. 


E rs” Napo TREO co a) 
Pp q 


Sus elemeutos son tensores dol tipo (p, q), p veces covariantos y q 
veces contravariautes. Al elegir las bases duales es .., Cn €n 
Vyet,..., e en V*, los elementos e18 ... Der Y eS. 
- 9 e, componen la base del espacio de tensores del tipo (p, 7). 
Habitua lFnonte;:s se entiende por tensor simplemente el cúmulo de 
Í, --. iq 
coordenadas [1 en esta hase, con indicación de la regla 
Ap 
de cambio de cobrlensdos al pasar de un sistema básico a otro. Preci- 
samente así se obticno la interpretación en el lenguaje tensorial (de 
hecho, en el matricial) de tales conceptos como forma bilineal y ope- 
rador lineal. Limitándose a estas breves referencias, que no pensamos 
utilizar de un modo pleno, nos dirigimos a la cuestión que nos intero- 
sa sobre las representaciones. 
Sean 4: V —V, $: W —> W operadores lincales. Se llama pro- 
ducto tensorial de lus mismos el operador lineal 


ÁA VQ: VQW=>V9V, 
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que opera de acuerdo con la regla 
(4 9 B)(v 9 0) =4v Y Gu (4) 
(iuego, por Jincalidad: (4 Y $H) 0 v,9 0) =D) de, 9 Bw)). Es 
claro, que esta definición concuerda con las relaciones (3). Por 
ejemplo, 
ALU, +02) Dd Bu— Ar, Q By — ds OB 
=(40, + AU2) Q Pl— AV, Y BU— ive Q Gw=0. 
Por eso, la operación 4 Y 2 en V 9 TF está dada correctamente. 
Hagamos notar también, las relaciones siguientes, que se deducen 
inmediatamente de la definición (4): 
(ADRINCDD)=ACEDIL, 
(4+€)908=40Q%+€098Y, 
ADIBAD)=ADQRLADÍ, 
ADAR=L1ADI=ALA OQ $). 
La comprobación se la dejamos al lector. 

Sean, como antes, V = (81, .. ., €n), W = Un...» fm). Obte- 
uemos la matriz A Y B de dimensión am X nm del vperador 
A SY Y en la base 

fe, O f,. e. . .9 e 9 fm es Df, . . 017 Co QÍm: +. 2. »3 €, DÍ... ., 

e EN £n 9 fm), 
observando, que 
A; =2 OyiCir, B1=2 Biifio, 
(AD HF) (e, 9 Í,) eel Ay iPjje O f7. 

Por lo tanto, con A = (%;.4), B = (Py) tonemos 
2412 a B 5 %1n 13 
A 8 B = (abs) pes, 21 B A22B ea, ant? 


AniB An Bo -.. Ann 
En particular, tenemos la fórmula para Ja traza 
tA90QB=a, trBt+astBit... + Apnpir B =tr 4-tr Bb. 
(5) 
De paso, observemos, que 
det 4 Y B = det (4 Y En) (E, Y B) = 
= det A Y En det £, Y B = (del A)” (det B)”, 


así que la degoncración de los operadores + y 4 conlleva la degene- 
ración de su producto tensorial 4 Q %YH. 
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Sean ahora ((P, Y), (Y, W) dos representaciones lineales del 
grupo ( con caracteres xo y Xw, Tespectivamente. Determinemos 
de un modo común la representación (VD Y Y, V Y W), haciendo 


(09 Y (£) = O (£) O Y (g), VeE€c. 


De las propiedades generales del producto tensorial de operadores 
lineales y de Ja fórmula (5) se deriva que la aplicación Y Y Y 
brindará realmente una representación del grupo G con espacio de 
representación Y SY VW y con carácter 


1097 = /0Xv- (6) 


Diremos, que (0D Y Y, V Y W) es producto tensorial de las repre- 
sentaciones (DP, V) y (Y, W). Para Y = Dd, W = Y se habla tam- 
bién sobre el cuadrado tensorial. En el segundo miembro de la fórmu- 
la (6) hay un producto corriente común de las funciones centra- 
les Xo Y %w: 

Es totalmente evidente, que si U es subespacio G-invariante en V, 
entonces, también U Y W será subespacio G-invariante en 1 Y W. 
Una observación análoga puede hacerso respecto al subespacio (- 
-invariante en W. Pero, do la irreducibilidad de V y W, en general 
no se deduce que V Y W es irreducible, tal como lo muestra el 
ejemplo del cuadrado tensorial 04% GQ HS de la representación 
bidimensional del grupo Sy (véase la tabla en el punto 2, $ 5). El 
efecto, dim DY Y (04% = 4, y el grado máximo de la representa- 
ción irreducible del grupo S3, es igual a 2. 

La cuestión de la descripción efectiva de las representaciones 
irreducibles, contenidas en D Y Y y, más generaJmente, en el pro- 
ducto lensorial DW A DWABA...D DP de varias representa- 
ciones Jincales, tiene un significado fundamental, porque muchas 
representaciones (le grupos imporlantes y muy naturales, surgen 
como productos tensoriales. Precisamenle, desde este punto de vista 
hay que mirar a las representaciones de los grupos SU (2) y SU (3) 
(véase el $ 6), y también a los ejemplos 3 y 4 del punto 2, $ 1. Los 
subespacios invariantes de tensores covariantes (o contravariantes) 
simétricos y antisimétricos, permanentemente se encuentran en 
distintas aplicaciones geométricas. El problema considerado es 
atractivo especialmente cuando es cierto cl tevrema sobre la redu- 
cibilidad total de las representaciones. 

3. Anillo de caracteres. Por simpleza, nos limitamos al caso 
del grupo finito G y campo C. Sean, 00, 98, ..., DW, el 
conjunto completo de representaciones irreducibles no equivalentes 
de dos en dos del grupo G sobreC , y X1s Xar +» >» ->» Xr SUS caracteres 
correspondientes (+ es el número de clases de elementos conjugados 
en (G). Sabemos que 


DLOY =D? +... +m00, 
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donde las multiplicidades :r, dependen únicamente de Y y Y. Según 
Ja fórmula (6) 
loXyw = "MA T+ ++ - 5 Mrkr- 

Sea Xy (G) el conjunto de todas las combinaciones lineales ente- 
ras posibles de Jus caracteres Y,, « - -, Xr. Ya hemos demostrado, 
QUe Xi» » - -,» %r es la base ortonormal del espacio Xg (G), por eso, 
Xz(G) < Xg(G) es, en todo caso, un grupo abeliano libre 2” 
con generadores Xi» ..-» Zr. Sus elementos se llaman caracteres 
generalizados del grupo G. Caracteres verdaderos resultarán sólo 
las combinaciones y miz con m; > 0. 

De lo procedente se aprecia, que el producto tensorial de repre- 
sentaciones, induco en Az (G) una operación algebraica binaria, 
o sea, conmutativa, asociativa, sometida a las leyes de distributivi- 
dad. Pablando con brevedad, es correcto el 

TEOREMA 2. Los caracteres generalizados generan el anillo conmu- 
tativo asociativo Xy (C) con unidad que es el carácter unitario xy. 

Xe(G) se lama álgebra conmutativa asociativa de dimensión r 
sobre C. La estructuta del anillo Xg (G) (del álgebra Xc (6), 


queda completamente determinada por las constantes estructurales, 
o sea, por Jos númoros enteros mi, de las rolaciones 


O _ 
Li = 2) MiiKx- (7) 
En particular, las igualdudes my =mh, mij=06%; rollejan Jas 


propiedades de conmutatividad de Xx(G) y de unicidad de xi. 
De acuerdo con (7) 


Xi (8) 1,08) = Dimisxn (8). Vg EG. 
Multiplicando ambos miembros de esta relación por 47 Ys (8), 


sumando con respecto a £EC y utilizando la primera relación de 
orlogonalidad para los caracteres, obtendremus 


1 A 
=D 0 01011) (8) 
geG 
De este modo, las constantes estructurales se expresan en términos 


de los propios caracteres. 
De (8) se puede extraer una afirmación simple. Precisamente, 


mi = 0 0 0 = dr a (6) 1,08) => 
g 8 


a =T Y 0 (8) 2168) =(X1+ 220» 
g 
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«donde q) =* Zas» €s Carácter de una representación contragra- 
diente a 10) (véase Del puuto 1). Por lo tanto, la representación unidad 
entra en calidad de componente en la descomposición pi 3 vn s 
y sólo si, pW es equivalente a la representación DO = 00 * (on o 
contrario, mó -— (%, x= 0). ñ 
Noutemos también, que el producto tensorial de una representación 

unidimensional MW por una representación irreducible arbitraria D, 
resulta siempre una representación irreducible de la misma dimensión 
que (DO, Esto es bastante comprensible sio ninguna explicación y for- 
malmente se deduce del criterio de irreducibilidad de los caracteres. 
Si y = losa 7 Lily entonces, Yi (g) resulta raíz compleja 


de alguna potencia do 1 y %,(8) Xi (2) == 1, siendo, pur eso, 


dí. Zo =* | 2D 0 a (e 1 (E) = 
5 


== (a, 410=1. Y 
8 


EJEMPLO 1. (| = $3 (véanse Jas tablas en el p. 1, $ 2, y en el p. 2, $ 5): 
ERE MUEEIA 
EJEMPLO 2. (== S, (véase el ejemplo 3, p. 4, $ 5): 


DIDUD(D = DI), 
DE) x PO) = DA). 


Finalmente, demostremos el interesante teorema que sigue, 
generalizador dol teorema 2 del $ 5 sobre la descomposición de una 
representación regular. 

TEOREMA 3 Sea y = Yo el carácter de la representación exacta 
(Dd, V) del grupo finito G sobre el campo de los números complejos C, 
que toma en ( exactamente m valores distintos. Entonces, cada carácter 
irreducible y, entra con coficiente no nulo en la descomposición de por 
lo menos un carácter X= Ya % e --.» x""*. Con otras palabras, 
tada representución trreducible se halla contenida en la descomposición 
de alguna potencia tensorial db -—-DOA...QUO <ismuz—ií, 
de cualquier representación exacta D. 

DEMOSTRACION. Sean 0,=7x (8), =0, 1, ..., m— 1 valo- 
res distintos, tomados por el carácter y en G, además, wo = 1 le) = 
«leg DP. Sea, luego, 


61 =(8€6 1% (8) = 1 (lg) = 0). 
En virtud de la exactitud de la representación VD, tenemos 
Go = Ker D = (fe). 
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Sea xa un carácter irreducible del grupo G, que no entra en la 
descomposición de ningunu de Jos caracteres x'. lintonces, 


m-1 
0=1G1 (x%, dido = 2 AEPNO Y2m(8=>o7, U<i<m—í, 
Ju yeG) 


es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales respecto a 7, = 
= 2; Xa (8), con determinante 
826; 


1 1 1 


m-l ri-i1 m-i 
we 0, 1 


diferentes de cero (determinante de Vandermonde). De este modo, 
T,=0,]=0,1,....m-—i, o sen, 


Y ateri)=0, j¡=0,41, .... m—f. 
g€6 y 


En particular, 
0 == ! “id = , 
2%, Y (87?) = Ya (0) 


es una contradicción, que demuestra el tcoroma.- 

En caso de la representación regular p, evidentemente, m = 2. 

4. Invariantes de grupos lineales. Llamamos habitualmente 
grupo lineal de grado nr, cualquier subgrupo en GL (a, A), donde K 
es algún campo. En adelante se puede tomar XK =RKko CT. Si G es 
un grupo abstracto y Dd: G —> GL (na, C) su representación Jincal, 
entonces, al par (G, DM) también Jo denominaremos grupo lineal. 
Las transformaciones lineales 0, operan ea las columnas de variables 
A 

D, (11) Ty 


, =0, 


D. (£,,) Zn 
Ellas convierten cualquier forma (polinomio homogéneo) f de grado 
nm, nuevamente en una forma de grado mi: 


(bf) (Tr, o. Tp) =fÍ (Do, (3), ..-, De, (x,,)). 
Distintos casos particulares de esta operación ya han sido tratados 


(véase el 3 6). Lu aplicación Y define la representación del grupo G 
en el espacio Py de formas sobra € de grado m (como lensores simé- 
tricos covariantes de rango 2). 
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DEPINICION. La forma fE Py, que queda inmóvil con la opera- 


ción D, (D,f = f, V g € C), se llama invariante (entera) de grado m 
del grupo lincal ((, 4). 

En efecto, debería haberse tomado el polinomio de coeficientes 
de Ja forma «general» de grado mm, que queda en su lugar con la ope- 


ración UM (G). Así proceden en la teoría goneral de invariantes, pero 
nosotros, para simplificar, vos limitamos a la definición dada. Si en 
culidad de f se toma una función racional, entonces, se puede pasar 
al concepto de inveriante racional. Es importante también la ¡idea 
de invariante relativo de f, cuando 


De => Op. 


donde 0, € C es un multiplicador, dependiente del elemento g € G. 

Es claro. que cualquier conjunto (f,, f2, . . - ) de invariantes del 
grupo lineal (G, 4) engendra en Tl|z;,, ..., Ta] el subanillo 
Cl» 7... -) de invariantes. 


Examinpomos un pequeño número de ejemplos. 

EJEMPLO L— La forma cuadrática x?f-|-ri+ ... + xh y cualesquiera 
polinomios de ella, resultan invariantes enteros del grupo ortogonal 0O*(n). 

EJEMPLO 2 Los polinomios simétricos elementales 8 (X1, - . ., Zn)... 
c.. Bn (Xq, - + .. e, ) Son invariantes enteros del grupo simétrico S, examinado 
junto con el monomorfisino canónico W: S, — GL (a). El teorema fundamental 
sobro polinomios simétricva afirma, que los invariantes s,, . . .. sp, de grados 

. 2, .-., n, son algebraicamente independientes, y con las [unciones polinó- 
micas (racionales) de Joz misinos, se agotan todos los invariantes enteros (racio- 
nales) del grupo (Sn, D). 

Los polinomios antisimétricos df = (det D,)/ = exf [sirven de invarian- 
tes relativos del grupo lineal (Sp, (P). Hemos vísto (ejercicio 3, $ 2 cap. 6), 
que cualquier polinomio antisimétrico f tiene la forma f = A, «g, donde A, = 
= (1; — £j). y 8 es un polinomio simétrico arbitrario, o sea, un invarianle 

=$ 
absoluto. 

EJEMPLO 4 A da representación (b4: X — AÁXA-=! de grado n?. del grupo 
linea] completo GL (2, K), con espacio do representación Mn (XK) (véase el 
ejemplo 3 del $1), le responde un sistema «de » invariantes algebraicamente 
independientes, que son coeficientes del polinomio característico de la matriz 
Y = (xj). A ellos pertenecen, on particular, los invariantes, bien conocidos 


por nosotros, tr X= DN] sj y dot X. 

EJEMPLO + Ln Ja forma cuadrática fl. .... %p)= S a¿¿,Tj, escrita 
del modo $ (xx... .. np) = YXAX, A = (a) = 14, X = lx], ..., rn). Opera 
el grupo ortogonal O (ny: 

CEOD(M)=>A1CAN lp... Ap) = UCN) A (CX) = 
== INICACX =*tX (CAAC) X. 


En esle casa, se habla solre invariantes de la forma cuadrática f respecto a O (n): 
trA, .... det A. Para la forma cuadrático binaria az? 4- 2bxy + ey?, los 
invariantes a +c y ac— b?, que caracterizan mótricamente distintas clases 
de rd de segundo arden, son conocidas también del curso de geometría 
analitica. 
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BJEMPLO 5. Considoremos el grupo simétrico S¿ como liueal de grado 2, 
utilizando la representación J' equivalente a la DG), de la lahla al [inal del 


punto 1, $ 2: 
A TOR: 
., Iw=||, 0 


(la oquivalencia se efectúa por medio de la conjugación 
ei () 
0 1 


E ( : 
ist , epi 


PG 129) = 


e Y 
CS | 


Do = r ,.) . 


Sean u, v variables independientes, transformables lineahmente modiante 


izo) (u) = en, Tiros) (1) = e7tu, Pig) (u) = y, Pies) (1) = u. 
Como 


Faso (20) =1 Lg, (1) T¡¡hy, (0) =7 luto = un, 
Dies) (UD) = vu =uv, 
Faso (14-43) = (5714)? +(60)3= 430, 
Pen (13405) =v41+ uu 443, 


entonces, ol grupo (Sy, TI) ticne la forma 
IT, 2uv, (¿== 040 (9) 
de grados 2 y 3, en calidad de sus invariantes. 
Luego. el grupo Sy opera de modo natural en los polinomios f (x,, ra, 13) 
de tres variables independientes: 
(01) (=,, Za, 23) =/f (Toa 1) 25 -1(2)- Y6-1t(3)): 
Haciendo 
u= Ty + 8Z7 + etr,, t= X| E eta + Ela, (10) 
veremos, que 
Pa (1) = Za-1 1) 7 lXa-t(3) + 2*Xo1(2). 


En particular, 


tras) (u) = 23 + €x + Szz = €u, 
Lisa) (1) = 2, y exy + etr, == 0, 
Pues (0) = 13 + ex, + ex, = endo, 
Tías) (0) = 11 + €ózy + 2% =u, 


o sea. las operaciones P'y en u, Vy 00N 7,, 73, 23, están coordinadas. Suslituyen- 
do (10) en los invariantes (9) estos últimos pasan a sor funciones simútricas de 
Zj, Lz. La, las cuales, según el teorema 4, $ 2, cap. 6, se pueden expresar por 
medio de las funciones simétricas elementales $; = s; (Xq. Xg, 23). Un pequeño 
ejercicio muestra que 
Iy == 114-2444 (04€) (2,774 2,29 + 1229) =8?-1 3820 
f,=2 (134 23+33) —3 (710, 4-79 + 2173 4- 
+ 2118 + 1409 + 2928) 4 122, 1223 = 27 —98 182 +2 82. 
Especifiquemos los valores de F,, 7, tomando como x,, zz, ra las tres 
raices de la ecuación cúbica incompleta 


+ pr+q>0. 
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Entonces, s, == 0, «=p, 8 = —9 y, por consiguiente, 
|, =—3p, JT, = —219. (11) 
Pero, de (0) se deduce, que 


3 if 
¡de mo, u=|* Ll + V 4-5. 


Se eligen tales radicales, que luego de sustituir los valores «le (11), se obtienen 
las fórmulas 


VA EE 
u= ÚETE + d+ —3D, e= a] V DD, uv=—3p, 


con la magnitud D = 4er — 27q*, que es el discriminante de nuestra ccua»- 
ción cúbica (vénse (16), $ 2, cup. 6). Como u y v ahora son conocidos, entonces, 
del sistema Jineal 


zy + €Zg =) Elx, =u, 
Zi A e%ra + ES = €, 
£y xq |- 23 = 


se hallan las propias raices. Por un camino bastante natural, Hegamos a las 
fórmulas de Cardan, sobre las que so hizo mención en el ejercicio 1, $ 2, cap. l. 


EJ último ejemplo establece, no casualmente, la relación entre 
los invariattes del grupo Sy, que cs el grupo de Galois de la ecuación 
cúbica general, y Jas fórmulas de Cardan. La teoría de Galois en gran 
medida se vincula al estudio de invariantes de campos (y a sus grupos 
correspordientes), engendrados por Jas raíces de ecuaciones ul- 
gebraicas. 

Doslaquemos algunos hechos, referidos a un sistema de generado- 
res del anillo de invariantes. Sea w una lorma arbitraria de n varia- 
bles independientes £y, . . -, fp. El grupo finito G con representación 
lineal D de grado nr opera como grupo de permutaciones en el cor- 
junto 

Q = (0, (u) 18 € 6). 
Es claro que cualquier función simétrica homogénea |G | (o, posible- 
mente, algún divisor del número |G |) de Jos elementos de $, será 
invariante del grupo lineal (G, 0D). Si ahora se toma en calidad de 10 
la variable z,, entonces, 2, será raíz do Ja ecuación algebraica 


|] (X—0, (2,))=0 
geG 


cuyos coeficientes resultan invariantes del grupo (G, WD). De este 
modo, cada variable x, es función (algebraica) de invariantes. Si el 
número de invariantes algebraicamenle independientes fuese menor 
(UE », eEXpresariamos Z,, . . ., E, por medio de una cantidad menor 
de variables algebraicas independientes, pero esto es imposible. 
Por consiguiente, hemos demostrado (si se puede llamar demostración 
a un manejo tan atrevido de la dependencia de magnitudes algebraicas) 
uno de Jos teoremas importantes de la teoría de invariantes. 
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TEOREMA 4. Un grupo lineal finito de grado n, siempre tiene un 
sistema de n invariantes algebraicumente independientes. 

Para el grupo (Sy, TD), tales invariantes son las formas (9). 

Se podía completar el teorema 4 coa la afirmación acerca de que 
todo el anillo de invariantes enteros de un grupo finito de grado », 
es engendrado por r invariantes algebraicamente independientes 
fria fos... fan y, por lo común, otro invariante más f,,, (que es 
función algebruica de los primeros nr). Con otras palabras, los restan- 
tes invariantes, son polinomios de fi, .... far f.41- Este hecho 
es cierto para muchos otros grupos lineales, tanto discretos como- 
continuos. 

La teoría general de invariantes, desarrollada 4 mediados del 
siglo XIX con los trabajos de Cayley, Silvester, Jacobi, Hermite, 
Klebetz, Gordan y otros, y que luego experimentó un renacimiento 
en algunos trabajos fundamentales de D. Hilbert, en nuestros días 
es parte do la geometría algebraica y de la teoría de grupos algebrai- 
cos. El interés permanente hacia la teoría de invariantes también 
se funda en las amplias posibilidades de sus usos en muchos dominios. 
de la mecánica y la física. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1, siguiendo las designaciones usadas en su formu- 
lación, y el Se Pa de razonamientos expuestos a continuación. 

a) Si V <= (ez, ..-. €ndp mm (fa, : 47? , entonces, (T1) — (T3) 
son equivalentes a la globalidad de una única con ición: los vectores T (e, fp), 
1í<i<n 1<]j< m, componen la base del espacio 7. 

b) Para cualquier espacio rnm-dimensional 7 sobre P, la aplicación vt £0 
puede definír como la relación 1 (1, w) = A a Bey: donde gi, 1 i<n, 
1<]<m, son base en 7. De acuerdo con a), el par (7, 7) cumple las condicio- 
nes (T1)—(T3), y todos los pares se obtienen del mismo modo. 

c) Para todo par (1, 7%) con aplicación bilincal v: V X W —= 7”, defini- 
mos la aplicación lineal o: T + T”, haciendo o (Y y;3815) = DY ¡Y les ip. 


De acuerdo con b) y c), Y (0, w) = Niaybyr (es, 1) = 0 (aby) = 
= 0 (1 (1, w)). Y, viceversa, si o (1 (e, 0)) == Y (0, 4), entonces, O (8;;) = 
=0 (1 dejo 19) = Y (en 1p- 2 De 

2. Mostrar, que en el sistema ($1)—(T3), se puede omitir la condición 
(T1) o (12), y, suponiendo a priori dim 7 == nm, para el producto tensorial 
es Suficiente dejar una de Jas tres condiciones. 

3. Demostrar la relación det (A % B) = (dot A)” (det By” pura las malri- 
cos cuadradas A, B do úrdenes n y m, respectivamento, con corficiontes comple- 
jos. empleando la posibilidad de reducirlas a la forma triangular. (fadicación.. 
Existen las matrices no degeneradas C y D tales, que 

%1 + 4) SS 
A'=CACTI= EN » B=DBD"*= : 
0 An 0 Bm 
Por eso, 


A" 8S8B"=(C0 0D) (4 9 B) (07 9D) = (€ 8 1) (4 8 B)] (€ QA DJ? 
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es matriz triangular con cocficientes diagonales «Bj, que serán los valores 
propios de la matriz 41 O Bl, y, por consiguiente, A GQ B. Tenemos: det 


402=[] ap:=([] ai)" ([] Pr)" ==(det 497 (det 81", 
s J 


4. Con ayuda de da fórmula (8) y las tablas del p. 1, $2, p.2, $5; p. 4, 
$ 5, comprobar, «que es correcta la descomposición 


PO 3 100) = 90) 12) --QD13) 


para el cuadrado tensorial de la representación bidimensional $) del grupo 
simétrico Sa y 
D0 9 06) 3 DDD + 0D 4 pt) 
para el cuadrado tensarjal do la ropresentación bidimensional (D(5) del grupo 
de cuaterniones Q8. 
3. Representaciones del producto directo de grupos. Sea que se tionen dos 
grupos G, H, con representaciones lineales (0, Y), (Y, W). Entonces, haciendo 


(0D 9 Y) (£:k)= D (2) € Y (A), 


donde g:h es elemonto dol pruducto directo G X ¿ET de los grupos G, 1H, obliga- 
mos a 6 X A operar on el producto tensorial Y Sc W; como de costumbre, 


((M (g) D Y (2) (v A ) =D (UY he. 
Comprobar, que la aplicación asi definida 
DAY: Cl GL(V SM) 


es representación del grup» GX H con caváctor xx = Xo9Xyw- Demostrar 
la afirmación siguiente. Sean DO), .. ., 4(r) (rospectivamento Y(), ,.., Ya) 
todas representaciones irreducibles del grupo G (respectivamente, 1H). Entonces, 
las roprosontacionus P() Y Y(%) del grupo G Xx ¿f son irreducibles y todas las 
representaciones Irreducibles del grupo G x HH se agotan con las representacio- 
nos DO) BGVYO), 1i<t<riS]<>. 

6. Las formas zy, 27 + y son invariantes dol grupo lineal bidimensional 


del diedro 
(Dn, ay = (| : ll DE er =1 


véase el ejercicio 9, $ 5). Mostrar, que cualquier otro invarianto del grupo 
(D,, D) tíene la forma del polinomio de zy, 28 — yP 

7. Comprobar, que el grupo de cuaterniones, examinado en su representa- 
ción irreducible bidimensional, no tiene invariantes cuadráticos y, cúbicos. 
¿Qué se puede decir sobro las formas z*y?, 7 + y+? 


8 (0 
O e€rl 


Capítulo 9 


PARA LA TEORIA DE LOS CAMPOS, 
ANILLOS Y MODULOS 


La revisión de las estructuras algebraicas estudiadas antes, es 
motivada por las consideraciones siguientes. En primor lugar, parece 
deseable, en cierta medida, completar nuestros conocimientos sobre 
los campos y anillos con afirmaciones medulosas, apoyándosc, donde 
sea necesario, en una base teórico-grupal fuerte. En segundo lugar, 
los resultados del capítulo 8 sobre representaciones de grupos, de un 
modo natural, se incluyen en la teoría gencral de módulos sobre los 
anillos, y sería una Jástima no mencionar esto, aunque sea lacónica- 
mente. El concepto fundamental de módulo es por sí mismo impor- 
tante y merece ser estudiado en un aspecto mucho más amplio, pero, 
para esto, se recomienda al Jector dirigirse a otras fuentes. 


$ 1, AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS 


1. Elementos primitivos y grados de las ampliaciones. Si F' es 
un campo que contiene sl subcampo P, entonces, F también se la ma 
ampliación del campo P (véase $ 4, cap. 4). Al principio, nos limita- 
remos a un caso muy sencillo, cuando la ampliación F = P (0) 
se obtiene del campo P con la adjunción (dentro del campo F dado) 
de un único elemento 9 € F. Se dice, que P (0) os una ampliación 
simple del campo P, y 0 es un elemento primitivo de esta ampliación. 
Por su significado, P (0) es el campo de rolaciones del anillo entero 
P [0]. El comento 0 resulta trascendente sobre P (véase $ 2, cap. 1) 
si. y sólo si, la ampliación P (0) es isomorfa al campo de las fraccio- 
nes racionales. Si, no obstante, 0 es un elemento algebraico, enlonces, 
P (0) = P=x[X1(f(X)) (véunee, (9), $ 2, cap. 5 y el corolario del 
teorema 5, $ 2, cap. 0). Aquí, f(X) os un polinomio irreducible de 
grado n > 0, cuya raíz es 0. Reciprocamente, si FEP (X] es un 
polinomio irreducible, entonces, se construye en forma canónica 
un campo F (véase $ 3, cap. 6), en el cual f tione, per lo menos, 
una raíz 9. De la constrneción se ve que F se identifica con el con- 
junto de elementos del tipo 


Ay 440 ho... + 4.4977, a¡€P, nu -— dey f. 


Para los elementos del anillo P [0) esto es evidente (dividir 
E (X) por F (X) con resto y sustituir X = 0); y la división en P (0) 
se efectúa así: si g(X) =t FX +... + 4,.¡X”-, entonces, 
la irreducibilidad de f conlleva la igualdad m.c.d. (f, g) =1 y la 
existencia de los polinomios u (X), v (X) de gradu < n, para los 
cuales fu + gov = 41; de aquí, g(8)v (0) =1 y 1/g (0) = v (0). 


24—0392 
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El número r se puede considerar dimensión del espacio veclorial 
F= (£, 9, ...., 0-D 


sobre P, con elementos básicos 1, 0, .. ., 9%, 

En el caso de una ampliación arbitraria F> P, también es ra- 
zonable considerar F como un espacio vectorial sobre P. Su dimen- 
sión dim pf” (posiblemente, infinita) la designaremos mediante 
[F : Pl y la llamaremos grado de ampliación F sobre P. Si F = 
= P (0), entonces [F : P] también se llama potencia del elemento 
primitivo. Claro está, que para el elemento trascendente 0 € FP”, la 
familia 1, 0,0?%, ... es linealmevte independiente sobre P y 
[2 (0), P1 — oo. Por otra parte, de lo dicho más arriba so deriva la 
afirmación siguiente. 

TBORGMA 1. Sea E alguna ampliación del campo P. El elemento 
DEF es algebraico sobre P si, y sólo st, |P (0) : P] < oo. Además, 
la algebraicidad de Q implica la igualdad P (0) = P (0). [Pp 

Llamenos «y A> FO P torre de dos pisos de ampliaciones. Ella 
permite hablar sobre tres espacios vectoriales: KIP (K sobre P), 
KiF (K sobre 4) y F/P (F sobre P). Sus dimensiones están enlazadas 
por una relación análoga a la relación de los índices de los subgrupos. 

TEOREMA >. En la torre de ampliaciones K > F > P el grado 
[K : Ples finito si, y sólo si, son finitos los grados [K : Fl] y [£ : Pl. 
Si son finitos, es cierta la relación 


[K: P] =[K: FJ [£ : P). 
DEMOSTRACION. Suponiendo primero que [K : FI] y I£ : Pl son 
finitos, clijamos una P-base fi, .- ., [men F/P y una P-base €,,... 
. ., € en K/F. Entonces, cualquier elemento x E K se escribe en 
la forma z=)> aye, conayEF, Asu vez, 2,=2 Pp,yf, con p,¿€ P. 
En consecuencia, 2= Y pyf:e,, y observamos que mn elementos 
1 


fe, engendran linealmente K sobre P. Supongamos que existe la 
dependencia lineal > p,,f,e,=0 para algunos p,;€P. Entonces, 
1, 2 


0= pa PryÍ, €, = 2 ¡92 Pisfe) e, > y Pit, = 0=> piy=0 


para todosizs-4, ..., mi3j-==1, ..., A, por Cuanto €,, . . ., €y son 
linealmente independientes sobre F, y f,, . . ., fm lo son sobre P. 
Por lo tanto, los mn elementos f¡e, forman la base del espacio vecto- 
rial K/P y [K : P] = nm =1K : FJI? : Pl. 

Recíprocamente, la desigualdad [K : P] < oo implica el carácter 
finito de [F' : PI, por cuanto F/P es un subespacio del espacio K/P., 
Si fa,, - .., a,) es P-base para K, entonces, el elemento arbitrario 
z € K será la combinación lineal 2,, .. ., e, con coeficientes en P 
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y, con más razón, con cocficientes en F. Sobre F, el número de ele- 
mentos linealmente independientes entre 4), ..., tt, sólo puede 
mermar. De esta manera, [X : F] < oo. 

COROLARIO. Sean F una ampliación del campo P. y A un conjunto 
de todos los elementos de F' que son algebraicos sobre 4. Intonces, Á es 
un subcampo en EF, contenedor de P. 

DEMOSTRACION. — Cada elemento t € Pes raíz del polinomio linea? 
X —t€PIX), así que PC A. Sean, Jnego, u, tE A. Entonces, 
según cl teorema 1, tenemos [2 (u), PJ] < oo. El olemento vu, alge- 
braico sobre P, también lo será sobre P (u), o sea, IP (u, 1) : P (u)] = 
=[P (u) (v) : P (u)] < oo. De acuerdo con el teorema 2, 
IP (u, v) : Pl =IP (e. y) : P (wII2 (u) : P] < oo. 

Como u — v, ur € ? (u, 6), entonces, nuevamente por el teore- 
ma 1, tenemos uy — v, uVL E A, o sea, ÁA es un subanillo on F, Eles 
un campo, por cuanlo 0 <uE€ A => ÍP (u-*) : P] = [2 (u) : P]< 
00. 

La ampliación FO P se llama algebraica sobre P, si tudos los 
elementos de F son algcbraicos sobre P. Cada elemento a de la 
ampliación algebraica es raíz de cierto polinomio unitario (o sea, 
con coeficiente mayor 1) distinto de cero f€ P[X), dependiente 
de a. Sif(a) =0 y £ (a) + para cualquier 0 y y E P[X] con 
deg g < deg f, entonces, f == f, se llama polinomio mínimo del ele- 
mento a. El polinomio mínimo es irreducible sobre 7, está definido 
unívocamente y su grado coincide con la potencia dul elemento a 
(frecuentemente, el polinomio obtenido del mívimo multiplicado 
por una constante, también se llama minimo). Todas las raíces distin- 
tas del polinomio f, se consideran conjugadus con a. Más abajo, el 
teorema 3, explica esta terminología. Si char P + 0, entonces, el 
número de raíces diferentes coincido con deg f, (véanse $ 1, cap. 6). 
Pero, en el caso general, esto na es asi (véanse los ejercicios 4 y 5). 

De acuerdo con los resultados obtenidos, Ja amplisción F > P 
de grado finito [7 : P] resulta algebraica finita, o sea, ella se obtiene 
de P con la adjunción do un húmero finito de elementos algebraicos 
%1, «+ -» Gm. Recíprocamente, toda ampliación algebraica finita 
F=P(a, ..., Om) tiene grado finito. En efecto, fx (21) = 0, 1 < 
<k<m, fhn € PIXI El elemento Ga, algebraico sobro P, será, 
naturalmente, también algebraico sobre P (%,, . . ., 2-1). En con- 
secuencia, [P(G,, ..., 2): P (%,, -- -, An.) co y, en co- 
rrespondencia con el teorema 2, 


[P:Pl=[P (0%, .... %m): P]= 


= NH 1P (a, ..- 0): P (01, ... %.1))<co. Y 


En muchos casos (cn particular, cuando char P <= 0) la amplia- 
ción algebraica finita resulta simple. En los casos considerados por 


24€ 
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nosotros, In existencia del elemento primitivo se establece inmedia- 
tamento. 

EJEMPLO. El campo F=() (y 2, y 3) como espucio vectorial sobre (es 
tetradimensional: ¿=(1, y 2, y 3, Y 6) dy, o sea, cada elamento «EF se 


escribe en forma de la combinación lineal a=a+b Y 2+e Y 34d V 6 con 
coordenadas racionales a, b, c, d. Por otre parta, F==(1, 0, 8%, 8%) (7, donde 


0=YV2+ V 3. Efectivamente, Y 2 == -> + Bs, Vi=>+ + Ga, 
[s 
Y 6= +0, El elemento primitivo 0 licne el polinomio mínimo 


fo(X)= X*—10X244 con las raíces 
00=0=Y 223, 002= Y 2-3, 00= —yY 34 Y 3, 00=-—y2—y li. 
Prestemos atención al hecho de que F os el campo de descumposición del poli- 
nomio /¿ (X), y. ndemás 

F= Q (0, 0%, 06, 060) = Q (06), ¿==1, 2, 3, 4. 
En la teoría general de Galois esto campo hubiese sido llamado normal. El 
diagrama de los su beampos del campo F se parece al diagrama de los subgrupos 


del grupo cualernario V,, y esto no es casual. Si examinamos el automorfismo 
arbitrario (D: F—= F (véase el p. 5, $ 4. AE 4). entonces, do las relaciones 
O (z- + y =0 (53 — 0 (y, ld) = () (1) Y (y). Yz. y € F, se deduce que Y 
se determina totalmente por su operación en el clemento primitivo 9. Luego, 
OD (a) = «a, Yu € Q+ Por eso l 
Y (0)* — 10 p (032 + 1 = q (01 — 100% — 1) = Y (0) =0. 

En consecuencia, Y (0) es una de Jus raíces 0(1), ¿=4, 2, 3, 4, y llegamos a la 
conclusión, que el grupo de todos los automorfismus Aut (FIO) también Jlamado 
grupo de Galois G FDO) o ( Un), tiene el orden 4=|f": 41. Con exactitud 
hasta cl isomorfisino, hay sólo dos grupos de orden 4 :cl cíclico Z4 y Zy X Zy ex 
< E,. Los cálenlos inmediatos muestran que Aut EQ) = Va 

Es más fácil convencerse de esto, examinando la ropresentación Aut FO) 
por las permutacionos en el conjunto Q = (1, 2, 3, 4), con cuyos elementos 
3 nuneran las raícos 06). si, por ejemplo, «b (0(t») —0(2), catonces, 0(1)0(?) 
= 1308 (09 =-—1> 0 (04) =00) y d (6) =—0 (9(3)) = —0(1) = 
= Q4, osea, Y — (12) (34) =0. Análogamente se obtienen los automorfismos 
(13) (24) -- 7 y (14) (23) = 07. 

Falta agregar a lo dicho, que el subgrupo cíclico (0) deja, de a un ele- 
mento, inmóvil el subcampo intermedio (N) (Y 2) y (0) es el grupo G (F/ (Y 2) 
de todos los automorfismos (grupo de Galais) del eampo F respecto al suhcampo 
Q (1/2). De un modo similar, como campos de invariantes para (1) y (01) 


sirven, respectivamente ) (Y/3) y Q) (Y 0), on tanto, los grupos de Galois 
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G(FIO (13). G FO (Y 6)) serán, a su vez, (1) y (07). En un ejemplo parti- 
cular, hemos comprobado la veracidad de la correspondencia biyectiva de 
Galois entre los subcampos del campo normal F y los subcampos de sus grupos 
de automorfismos. 


2. Isomorfismo de los campos de descomposición. En el $ 3, cap. 
6, donde se definió y construyó el campo de descomposición F' sobre 
P del polinomio unitario f(X) =X” La X"- lt... an € 
€ P[X], se observó, que en su formulación hay elementos de arbi- 
trariedad. Repitiendo ahora esta construcción, podríamos solamente 
decir, que [F : Pl < n! (trate de comprender por qué). Pero, de 
hecho, todos los campos de descomposición sobre Y del polinomio f 
dado, son isomoríos. A fin de precisar esta declaración, exalnjncmos 
una situación un poco más general. 

De acuerdo con el teorenta 3, $ 2, cap. 5, qualquier aplicación 


isomoría q del campo P eu el campo P se continúa do un modo 
único hasta el isomorfismo P|X)] un P[X], así que 
PX) XP a XP 4 a > H(X) = ql > 
=X" Ha) XA o. q (8). 
TEOREMA 3. Sea q: P => P un isomorfismo de campos; [ EP 1X) 
un polinomio unitario de grado n >Ú; f =wy f su imagen para el 
isomorfismo px: 1", F' los campos de descomposición de los polinomios, 
f, F, sobre P y P, respectivamente. Entonces, «q. se continiía hasta el 


isomorfisno D : F > F pork<iI£ : P] procedimientos, además, k == 
= (F : PJ, si todas las raíces del polinomio j (X) son diferentes. 
DEMOSTRACION. ETAPA 1. l'rimeramente consideremos el caso de 


ampliaciones arbibrarias KA >P, K>P. Sea 0€ K un elemento 
algebraico con polinomios mínimo g = gy € P [XI]. Se afirma que 


el isomorfismo q: P >P se continúa hasta cl monomorfismo p: 
P (0) > K exactamente cuando g liene raiz en K, además, el núme- 
ro de continuaciones coincide con el número de diferentes raíces £ 


en K. 
Efectivamente, de la existencia de p se deduce que el elemento 


p (0) debe ser raíz Y: g (0) =0= g [(p (0) -- p (£ (0)) = 0. Recí- 
procamente, si g (0) = 0, entonces, Keryp > g(A) P [X]. donde 


p: P[X]=>K es un ho:momorfismo, determibado por la correspon- 
dencia u (X) > u (0). Como en el caso de los grupos, Y induce el 
homomorfismo y: P [XVg (X)P[X] > K (u (1D) +ge (OP [X] > 
y u («): si esto no es del todo clara, entonces, hay que dirigirse a 
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los resultados del siguiente $ 2). Notemos, que en virtud de la irre- 
ducibilídad de g (AX), el anillo cociente P [Xl/g (X) P(X | es un 
tampo, así que Y eo llo un monomorfismo. Exactamento del mismo 
modo se determina el isomorfismo de los campos 0: P [Xl/g (X) X 
x PIX]=>P (0) (u (X) + g (4) P (X] > u (0)). La_ composición 
p = Y 0 0-1 es monomorfismo de la aplicación P (0) en K (p (u (0)) = 


ou (w0)). Como P (0) es engendrado sobre P por el elemento 0, 
lotes: p es la única continuación de q, que traslada 9 a w. Esto 
significa precisamente que el número de isomorfismos distintos p 
con limitación p [p = q es igual al número de raíces diferentes 
g (X) cn K. 

ETAPA 11. El campo de descomposición se construyó mediante la 
adjunción sucesiva do las raíces de polinomios irreducibles. Utili- 
cemos a continuación la inducción sobre la dimensión de [F : Pl. 

Para [F : P] = 1, el polinomio f su caco pone en facíores linea- 
les ya en £[X]: f(X) = (A —C1) .-. (X —C,). En tal caso, 
f(x) = (4 xÍ) (X) = e (X e e). - (A qn Cn). Las raíces € Cir»... Cn 
del polinomio festán contenidas: en P, y, por cuanto F es engendra- 
do por ellas sobre P, enlonces, £ == P, así que D = pr es la única 
continuación. 

Para [f : P1>4 descompongamos f(X) sobre P en factores 


irreducibles unitarios, entre los cuales debe hacer por lo menos un 
polinomio de grado tm > 41. Designémoslo por g(X). Puesto que 


FX) = 8 000 >F (0) =(0x) (2) = 8 (2) h(X), 


entonces, sobre los campos de descomposición P y F tienen lugar 
las descomposiciones de los E 


g(X) =(X —8,) ... (X — Om), 

g(X) =(x —0). (Y — 0), MÁN. 
En virtad de su e leibilda: E 2%) es el polinomio mínimo del 
clemento 6, sobre P y [2 (0,) : Pl] = m. 

Si entre 01, - . .. 0m se tienen ¿ distintos, entonces, de acuerdo 
con la etipa 1, existirán l aplicaciones monomorías p;, . . -, py de 
la ampliación £ = P (8) en F con p; lp = y. La estructura del 
campo do descomposición es tal, que F' puede ser considerado campo 
de descomposición sobre £ del polinomio f E ZÍXI, y F se puede 
interpretar como Ccarmpo de OR sobre p; (Z) del polino- 
aio Fa). para cualquier ¿= 1, l. Según el teorema 2, 


tenemos la desigualdad (F : Ll = “E: - Pm <I[F : Pl, así que, 
por presupuesto de la inducción, cada uno de los P; se puede conti- 
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nuar hasta el isomorfismo VD; ¿: F PF, además, el número de 
toles continuaciones (de índices j) no smpera 1 : £], siendo igual a 


este límite superior, si todas las raices en F del polinomio f son dile- 
rentes. Como D¡ y]¿ =p 1<j<IF : Ll, y pilp + 4. enton- 
ces, D, yes la continuación de q, además, p, Fp¿> UV, ¿HED, 1, 
cuando i« s. Por consiguiente, cn total se obtienen k < m [7 ¿Ll = 
== [F : Pj continuaciones del isomorfismo «q. Esla desigualdad pasa 


a ser igualdad, si todas las raíces de f son distintas. 


ETAPA III. Sea, finalmente, D: F — F una continuación arbi- 
traria de q. Al aigual que en Ja otapa II, la limitación O |,, al ser 


aplicación monomoría de £ en £", coincide con uno de los py, y, en 
tal caso, D coincide con uno de los O, ,. P 


COROLARIO 1. Cualesquiera dos campos de descomposición I', F sobre 
P del polinomio f€ P[X] son isomorfos. 


En efecto, es suficiente hacer P =P en el teorema 3 y tomar en 
calidad de q la aplicación unitaria de P en sí mismo. 


COROLARIO 2. El grupo de automorfismos Aut (F/P) de cualquier 
campo de descomposición F sobre P del polinomio f € P [Xl es finito 
y de orden < (FF : P]. Si todas las raíces del polinomio f (Xx ) son dife- 
rentes, entonces, | Aut (F/P) | = (F : Pl. 

La demostración se deduce inmediatamente del teorema 3. 

OBSERVACION. Aunque el campo de descomposición PF sobre (. 
(o sobre cualquier otro campo ele del polinomio f € Q [X] se 
puede considerar incluido en el campo CU de los números complejos, 
y por lo tanto, determinado uníivocamente, el corolario 2 muestra, 
que en este caso, tendría sentido analizar la poco agradable domostra- 
ción del toorema 3. 

3. Campos finitos. Además de Z, = Z/pZ, nos hemos encon- 
trado con otros ejemplos de campos finitos (véase el $ 4, cap. 4). 
Ha Jlegado el momento de incluirlos en la teoría general. 

La primera observación ovidente, se refiere a la ampliación arbi- 
traria finita K > F dei campo finito F: si] PFP] =qylK:Fl=n, 
entonces, | K | = q”. Efectivamente, después de elegir la base del 
espacio vectorial K/F, el último se identifica con el espacio F” de 


las filas (%,, . . ., 4,) de longitud n. Todas las coordenadas Aj, 
independientemente unas de otras, toman q valores de 7. Por lo 
tanto, |K| =|F"| =g". Y 


La segunda observación, vinculada con la primera, consiste en 
que, cualquier campo finito F tiene una característica finita p (p es 
un número primo) y | F | es la potencia de p. En efecto, cl subcampo 
simple PC F, en virtud de la finitud de F, debe ser isomorío a 
cierto campo Zp = Z/pZ. De acuerdo con la primera observación, 
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la ampliación finita P> Peon |2|= p, tiene una potencia 
[PF] = p”. 

TEOREMA 4. Para cade campo finito F y para cada número entero 
positivo n, existe una, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo una 
ampliación K > F de grado [K : Fl = nm. 

DEMOSTRACION A) UNICIDAD- Sea K> F, una ampliación de grado 
n. Como sabemos, |F] =q=>q = p”, p es primo y [Ki = q”. En 
consecuencia, el grupo multiplicativo A* = KX (0) tiene el orden 
q? — 41, y el orden de cada uno de sus clementos, según el teorema 
de Lagrange, divide a q? — 1:40" -1=4, Vi +0. Esto significa, 
que todos los elementos del campo K (incluyendo ¿ = 0) son raíces 
diferentes del polinomio X2” — X, y tiene lugar la descomposición 


xo x=)]!|(x—+). 
EEK 


Sobro ningún subcampo propio del campo X con un número de eJe- 
mentos <q” una descomposición así en factores lineales es posible, 
por eso, K es el campo de descomposición del polinomio X9” — X. 
Recurriendo al corolario 4 del teorema 3, llegamos a la conclusión 
requerida. 

DB) EXISTENCIA. Los razonamientos de la parte a), dictan el va- 
mino posíble (de construcción de K. Tomemos como K el campo de 
descomposición sobre P. ex Z, del polinomío / (X) = X“” — X. 
Como q = p”, entonces, q-1 =0 en XK. Por esta razón, f' (X) = 
= q 1-X "== 4 = —1 y, por el criterio conocido (teorema 4, 
$ 1, cap. 6),f (X) no tiene raíces múltiples. Esto quiere decir, que el 
subconjunio K,C K de las raíces del polinomio f(X) tiene una 
polencia | K, | = q”. 

Como K¿C K£ y char £ == p, entonces, conforme al ejercicio 6, 
$ 4, cap. 4, (2 + y)" = zP" + yP?. para cualesquiera z, y€ 
EK¡(FCK,) ys=0,4,2,... En particular, 


nr, yEK > (25 y" =P" yl =r+y>ut+yC€NK,. 
Además, 
1 EX y (ayy = ay = xy > xy € Ky; 
VezrEK¡> (11) =12 "> ?*Eky 


De este modos A cs un subcampo en A, contenedor de F y de Lodas 
las raíces del polinomio f (X). En correspondencia con la definición 
de campo de descomposición deberá cumplirse la igualdad K, = K. 
EJ grado de |K : Fl es igual a n, por cuanto giiiMB=|K |= 
= | K; | == q”. | 
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COROLARIO. Para cada número primo p y para cada número entero 
positivo n, existe un, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo un 
campo con un número de elementos p”. 

La demostración consiste en aplicar el teorema 4 al easo particu- 
lar de |F | == p. 

Como ya fue señalado en el $ 4, cap. 4, el campo finito con y = 
= p" elementos, es habitual designarlo con c] símbolo F, o, en ho- 
nor de E. Galois, con el símbolo GF (p”). Establezcamos una serie 
de propiedades de los campos finitos. 

TEOREMA 5. Son correctas las afirmaciones siguientes. 

(i) El grupo multiplicativo FY¿ del campo finito q, es un grupo 
cíclico de orden q — 1. 

(ii) El grupo de automorfismos Aut (F¿) del campo finito F, cor 
un número de elementos q = p”, es cíclico de orden n, además, 


Aut (Fy) = (D]D (£) = €, ViEFg)- 


(iii) Si FP, , es un subcampo del campo F,n, entonces, d | n. Recípro- 
camente, a cada divisor d del número n, le corresponde exactamente un 
subcampo (t € F,n | DÍ (1) = E = F,a. Los automorfismos que dejan 
este subcampo inmóvil de a un elemento, generan el grupo Aut 
pl ala = ((D1). De este modo, se tiene una correspondencia biyectiva 


entre los subcampos del campo finito F, y los subgrupos de su grupo 
de automorfismos (correspondencia de Galots). 

(iv) Si q = p” y Fi = (0), entonces, O es elemento primitivo del 
campo con polinomio mínimo h (X) de grado n. F¿ es el campo de des- 
composición sobre |, del polinomio h (X). 

(v) Para cualquier número natural m, existe por lo menos un poli- 
nomio irreducible de grado m, sobre F.. 

DEMOSTRACION. (i) Demostremos una afirmación más general. 
Sean, F un campo arbitrario y A un subgrupo finito del grupo mul- 
tiplicativo F*. Al grupo abeliano finito A le son aplicables los re- 
sultados del $ 5, cap. 7. En particular, sabemos que el carácter cíclico 
de A es equivalente a la coincidencia del orden | 4 icon el índice 
m del grupo A, el menor número natural para el cual a” =1, 
Va€A. Para m <]|A |, el polinomio X” — 4. tendría en F más 
de m raíces, lo que es imposible. En consccuencia, el grupo Á es 
cíclico. 

(ii) Consideraremos a f' como si fuera una ampliación finita 
F¿> F, de grado n de su subcampo simple FF, = Z,. Como F, es 
el campo de descomposición del polinomio XY — X, que tiene todas 
las raíces diferentes, entonces, de acuerdo con ol corolario 2 del 
teorema 3, | Aut (F¿) | = 1. De las relaciones (x + y)? = 2? + y?, 
(xy) = PyP, 1P = 1, señaladas en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, se observa, que la aplicación 4): £ —. 1* cs automor- 


fismo del campo F, (la finitud de F, es esencial), Si (11: t — to” es 
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el automorfismo unidad, entonces, tP" — t= 0 para todo tEfF,, 
de donde se deduce la desigualdad s> n. Pero, cuando s = n, real- 
mente obtenemos cl automorfismo unidad, así que | (D)| =nH y 
(D) = Aut (15,). 

(iii) De acuerdo con la primera observación sobre los campos 
finitos (véase el principio del punto), p” = (p*), donde r es el grado 
de la ampliación F_n> F,a. Por eso, n = dr. Recíprocamente, 
para cualquicr d|n introduzcamos el subconjunto F =(t€ 
E Fin |tP* = t) Comon = dr => p*— 1 = (py —1= (p"—1)s, 
entonces 


O A NN 


"XA — XX) g1X). 
Como F,n es el campo de descomposición del polinomio xr” —X, 
entonces, exactamente p* elementos de En serán raíces del polino- 


mio X»* — X. Precisamente, de ellas se compone el subconjunto F, 
que ahora se puede identificar con F,¿. Con este razonamiento dual 
al teorema 4, también se establece la unicidad del subcampo con 
p* elementos. 

Observemos, que, por construcción, 


Pya = (tE F,n 10? (t) = t) 


es el conjunto de todos los elementos que quedan en su lugar, con la 
operación (D*), Como el grupo Aut (F,n/Fp) = (0D) es cíclico, in- 
mediatamente se ve, que cualquier automorfismo D', no pertenecien- 
te a (D%), opera en F,a de varios modos (es suficiente aplicar d' al 
generador del grupo +24). Esto significa, que el grupo de automor- 
fismos relativos Aut (5n/E. 5) coincide con (P*). En la afirmación 
(iii), la frase final tiene el mismo sentido que en el ejemplo del punto 1. 

(iv) Es completamente evidente, que F, = F, (0), q = p”. Sea 
h(X) =X” + aX” +... +4 el polinomio mínimo del ele- 
mento primitivo 6. Como los elementos del subcampo simple F', son 
inmóviles para todos los automorfismos, y a; € F,, eutonces, por 
lo tanto, 0, 0, 9, ...., 8-”71, son las raíces de h (X). Todas ellas 
están contenidas en nuestro campo y F, (0, ..., 97") =F, (0) = 
= Pon Os el campo de descomposición del polinomio » (X) sobre F,. 

(v) Apoyándonos on el teorema 4, construyamos la ampliación 
K> y de grado m. Según (i), K* es un grupo cíclico. Si K* x= 
= (0) y h(X) el polinomio mínimo del elemento primitivo 9, 
entonces, K = F, (0) y deg h(M) = [F¿(8): Fq 1=[K:F¿l =m. 
El polinomio mínimo, por definición, es irredncible (sobre (F,), 
por eso, tenemos todo lo necesario. E 
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Luego de sencillas preparaciones teórico-numéricas, oblendremos 
una fórmula exacta para el número de polinomios irroducibles de 
grado m, sobre F,. 

4. Fórmula de revolución de Móúbius y sus usos. La función 
teórico-numérica |, definida por las reglas 


1, si n= 1 
y (n) = [o si R=P,-+.>» Pp, P, SON primos diferentes, 
O, si n se divide por un cuadrado > Í, 
se llama función de Mobius. Es claro, que u os una función multipli- 


cativa, en el sentido, que u no es idénticamente igual a cero, y que 
y (nm) = u (1) y (m) para cualesquiera rn y m primos entre sí. 


También es claro, que si n = pi* ... pr”, entonces, »; u (d) = 
d|n 
= Y u (d), donde n, = p, ... p, es el divisor máximo de n, 
dl 
libre. de cuadrados. Á su vez, el número de divisores d = py, ... 
. . Pi, del número ny con s fijo, es igual a de De este modo 
para n >, tenemos 


Y u(d)= 2 .(a)= Y Sl ) —0"= (1170 


din 


(la suma en la Lt. ES se efectúa por todos los divisores 
d> 1 del número entero n). Definitivamente, obtenemos la fórmula 


l, sin=1, 
2 | sin>l, (1) 


din 
Es también útil su modificación 


í, si d=m; 


2 ()= O, si d]m, d<m (2) 


dinim 


(se suma con respecto a rn, divisor de m y divisible por d). Haciendo 

= dt, n = dl y obligando a l recorrer los divisores del número ?t, 
fácilmento pasamos de (2) a (1) y vicevorsa. 

La fórmula (1) (o la (2)) se podía haber tomado como definición 
de la función de Móbius por inducción. Para nosotros, su valor con- 
siste en la siguiente afirmación. Sean f y g dos funciones arbitrarias 
de N en M(M =2Z,R, F [X], etc.), vinculadas por la relación 


f(n) = Pz] g (a). (3) 
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Entonces, 


¿(=> (5). (5) 
din 
Yn efecto, teniendo en cuenta (2), la suma inmediata con respecto 
a n, divisor de m, de ambos miembros de (3) multiplicados por 


.(=). 0 
> p( 2 fm) = y n(2). S g(d)= 


nim nin din 
=D e) Y n()=é(m). 
dim dini Ea 
Un sencillo cambio de designaciones lleva a Ja fórmula (4), lla- 
mada fórmula de revolución de Múbius. Análogamente se realiza el 
paso de (4) n (3). 
También se tiene un análogo multiplicativo de la fórmula de 
revolución de Móbins. Si 


f (1) = y g (d), 


entonces, 
c= rar, (5) 


Para la deniostración es necesario realizar los mismos cálculos 
formales: 


a Y ar 
Y mz 


s m : tad a 

IL ea ar gm, 
dimdinim dim 

y luego modificar levemente las designaciones. 

Pongamos tres ejemplos de uso de la fórmula de revolución de 
Moóbius. 

EJEMPIO 1 (la función q de Euler). Por definición, q (n) es el nú- 
mero de magnitudes primas entre sí con n números de la serie 0, 1,.... 
..., n—Á, 0, lo que es equivalente, q (rn) = | U (Z,) | es el orden 
del grupo de los elementos invertibles del anillo Z, =Z/n£. Del 
ejercicio 5, $ 1, cap. 8 conocemos la relación 


n= 2 ela). (6) 
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Inmediatamente, según la fórmula (4), obtenemos 


SA 


din din 
Si n=p"m.., p”r, entonces 


nd a o 
> d ' 2; Tr RDA PiP3 --. Pr 


din 


De este modo, 


1 4 to 
pm =n (137) (137) - -- (57) 
es la fórmula que ya mostramos en el ejercicio 3, $ 8, cap. 1, y de 
la cual se deduce inmediatamente la multiplicatividad de la fun- 
ción q. 
LO 2 (polinomios circulares). El campo de descomposición 
T, sobre () del polinomio X” — 1, se llama circular v ciclotómico. 
Como todas las raíces de potencia n de 1 forman un grupo cíclico de 
orden n, entonces, el campo circular tiene la forma T', = Q (H), 
donde [es una do las raíces primitivas (f € C). Descaríamos hallar 
el grado de [P, : Q] y el polinomio mínimo del elemento £ sobre (). 
Desiguemos con el símbolo P, el conjunto de potencia | P, | = 
= (q (n) de raíces primitivas de potencia n de 1. Los subgrupos del 
grupo cíclico de orden nr se encuentran en relación biyectiva con los 
divisores d del número n (teorema 6, $ 3, cap. 4), y cada raíz £' se 
encuentra en algún conjunto P,¿. Por eso, tiene lugar la participación 
en las clases disjuntas: 


14,15%... 07)= NA Py (2) 


(pasando a potencias do conjuntos, Merariamos de nuevo a la rela- 


ción (6)). El polinomio 
0, (x)= ]] (X—e) 
EPA 


de grado q (n), se llama polinomio circular que corresponde a I',. 
De acuerdo con la partición (7), llegamos a la descomposición 


n-1 : 
SI 


Ewmpleando en (8) la fórmula multiplicativa de revolución de Móúbius 
(5), obtenemos una expresión explícita para O, 


D, (Xp 0= || (Xé— y. (9) 
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Para valores pequeños de n, tenemos 
Dd, (X) =X?*+4, DO, O = Xt 41 
Dy (X) = X54 X*4 41,0, (X) = Xi — XP 4 X*— XA +1, 
Dj, (X) = X*— Xx? +14. 


1, 


? 


Observemos, que 
DA(A)EZ [X] y O, (0) = 1. (10) 


Para Jlegar a (10) se puede, obviando (9), operar por inducción. 
Para n pequeños esto está comprobado, y más adelante razonamos 
del modo siguiente. Considerando que 


¿(X= |] xx) 
dIn, duen 


es un polinomio unitario con coeficientes numéricos enteros, y utili- 

zando el algoritmo de división con resto (teorema 5, $ 2, cap. 5), 

obtenemos los polinomios unívocamente determinados gq reZzlx) 

tales, que X" — 1 =g(X)g(X) + r(X), deg r(X) < deg g (X). 

Pero, X" —- 1=0, (X)g(X) en QÍX], y vemos, que D, (X) = 

== 0 (x) EZ (XI, además, la unitariedad de gÉ(X) implica la do 
rn 

Es correcto ol teorema acerca de que 0, (X) es un polinomio irre- 
ducible sabre () y, por lo tanto, T, = (, (€) es una ampliación de grado 
p (n) con polinomio minimo D, (X) para €. No demostraremos esto, 
sólo recordaremos, que al final del $ 3, cap. 5 fue establecida la irre- 
ducibilidad D, (X) = (XP — DAX — 1) =XP71 4 XP384, 

+1, dondé p es un número primo arbitrario. 

" Cabe señalar, que los campos circulares, que desempeñaron un 
papel importante en la historia del desarrollo de la teoría de los 
números algebraicos, aún hoy llaman la atención de los investiga- 
dores. 

EJEMPLO 3 (polinomios trreducibles sobre ¿). Sea W¿ (q) el número 
total de polinomios unitarios irreducibles de grado d sobre Fy, q = 
= p”, y sea f(X) uno de estos polinomios. Su campo de descomposi- 
ción sobre , es isomorfo al anillo cociente [F, (X1/f (X) F, [X), y 
al campo de descomposición del polinomio Xa*  X (corolario 
del teorema 4). La existencia de la raiz común 8 en los polinomios 


Xx“-Xyf (X) conlleva, en virtud de la irreducibilidad de $ (X), 
la divisibilidad de xa — X por f(X). Como X** — X es divisor 


del polinomio X%” — X para cualquier m = rd, y como > GS 
no tiene raices múltiples, entonces, llegamos a la conclusión, de que 


en la descomposición de X* — X sobre F, entran todos los polino- 
mios unitarios irreducibles 


fa (Xd fa, 2 (Xd, + +» da, Yao (X) 
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de cualquier grado d |m, además, exactamente una vez cada uno: 
Yara) 


x"-=x=U0([ f(x). (11) 
dim h=1 


El cálculo de los grados de los polinomios que se encuentran en 
ambos miembros de la igualdad (11), nos conduce a la relación 


g" A dYa (9), 


de la que, con el empleo directo de la fórmula de revolución de 
Moóbius (4), se obtiene la expresión para Y, (9): 


e 0= 7 (12) 


d| mm 
Sea, por ejemplo, q = 2. Entonces, 


Y/(2)=+(2-2=1, Y, (2)=3(2%—2)=2, 
Y. (2) = (2-2) =3, Ys (2)=3 (2—2)=6, 
Ya(2) =- (202232242) =9 


(comparar con el ejercicio 10, $ 1, cap. 6). La fórmula (12) muestra 
que, con probabilidad cercana a 1/m, el polinomio unitario de grado 
m sobre F,, elegido arbitrariamente, resulta irreducible. Sin embar- 
go, no hay criterios satisfactorios de irreducibilidad de un polinomio 
concretamente tomado. ¿Qué se puede decir, por ejemplo, sobre 
la irreducibilidad del trinomio X” + X* +4 1 sobre fF,? Cuestiones 
de tal género constantemente surgen en la teoría algebraica de codi- 
ficación (problema 3, $ 2, cap. 1) y al construir sucesiones seudoalea- 
torias. 

EJEMPLO 4 (construcciones con regla y compás). Sea Pc CS 
(véase el ejemplo 2, 3 4, cap. 5) un campo numérico constructivo, que 
es una ampliación finita del campo (). Supongamos inicialmente 
que P es sólo real, es decir, todos sus elementos son números reales. 
En particular, el elemento primitivo 8 € P es un número real (véase 
el ejercicio 13), que puede ser construido (como longitud de un seg- 
mento) en un número finito de pasos con ayuda de la regla y el com- 
pás. Esto significa que € es elemento del campo 


Q (01, Oz, « .., 0,), además, [Q (0,, .. ., 01) : (p(0,, ..- 
A | ae 


Esto último es comprensible, por cuanto 0, es solución de las ecua- 
ciones con coeficientes en () (0,, ..., 9a-,) para dos rectas, para 
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una recta y una circunferencia, o para dos circunferencias. Los resul- 
tados del punto 1 sobre las potencias de las ampliaciones algebraicas, 
muestran que 1Q (0,, ..., 9,) Q1] =2”, donde m=< r. Como 
(+ (02 0 (0,, -. ., 0,), entonces, por el teorema 2 tenemos 
(7 (0) Q) = potencia de dos. 

Regresando al P arbitrario (no necesariamente real), también 
lo escribimos en forma de P = (Q) (0). Ahora el elemento primitivo 
YU = a+ ib es un número complejo con componentes constructivos 
reales a, b. Si f (X) es el polinomio mínimo (con coeficientes racio- 
nales) para 0, entonces, f(0) =0 y F (6) = 0, donde Ó = a — tb. 
Está claro que Q (0, 0) es una ampliación algebraica finita del campo 
(y. Sus elementos a (9 + 0/2 e tb = (0 — 0)/2 son algebraicos 
sobre (); también es algebraico el elemento b = ib/2 (véase el coro- 
lario del teorema 2), por cuanto i? + 1 =0, 

De este modo, AA b) es una ampliación algebraica finita real 
del campo (2 con elementos constructivos a, b. De acuerdo con lo 
precedente [0 (a, b) : Ql = 27. La irreducibilidad de x? + 1 sobre 
Q (a, b)< R, significa que [Q (a, b) (i) : Q (a, b)] = 2 y 1Q (a, b) 
(1) : Q) = 27*, Como P = e Q (a, b, i), entonces [Q (0) Q): 
divide a 27**+1, Hemos demostrado la siguiente afirmación importante. 

Si el campo numérico constructivo P es una ampliación algebraica 
final del campo Q), entonces |P : Q) = 2”, para un cierto número entero 
no negativo n. 

Este resultado permite responder a algunas cuestiones, planteadas 
incluso por los matemáticos de la antiguedad. 

a) ¿Se puede construir (con ayuda de regla y compás) la arista 
de un cubo cuyo volumen es igual a 2 (problema hindú sobre la du- 
plicación del cubo)? Se supone que nos es dado el cubo de volumen uni- 
tario. El polinomio zx? — 2, cuya raíz es la magnitud de la arista 
buscada, es irreducible sobre (2, puesto que [( (7/9) Ql1= 332”, 
El problema planteado tiene respuesta negativa. 

b) ¿Gualquier ángulo puede ser dividido, con ayuda de la regla 
y el compás, en tres partes iguales (problema sobre la trisección del 
ángulo)? La respuesta es negativa, incluso para el ángulo concreto 
de 60%, por cuanto la constructividad de q = 20” significaría la cons- 
tructividad de cos q y de 2 cos q, y esto no es así. En efecto, según 
el teorema de Moivre, 1/2 = cos 60% = cos 3p = 4 cos %p — 3 cos q, 
de modo que 0 = 2 cos y es la raíz del polinomio f (1) = x? — 
— 3x — 1 €Z [X1 Puesto que +14 no son raíces de f (x), entonces 
el polinomio f (1) es irreducible sobre (y (véase el ejercicio 8, $ 4, 
cap.6) y, en consecuencia, [Q (0) : QÍ = 3 42". 

c) Razonamiontos análogos muestran que el compás y la regla 
son insuficientes para la construcción de un polígono regular de n 
lados, para cualquier n natural. Por ejemplo, para n = 7 no es di- 
fícil convencerse de que la magnitud que debe ser construida O = 
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o 
= 2 cos 77 és una raíz ivreducible sobre € del polinomio x4+x? — 
— 21—Í. 

El genial Gauss , en el comienzo de su actividad como matemático, 
halló las condiciones necesarias y suficientes para rn, con las cuales 
ja construcción de un polígono regular de » lados es posible. Il des- 
cubrió, en particular, que el número primo r debe ser un número do 


Fermat: n =2*%* + 4. La resolución completa de estas cuestiones 
se halla vinculada a las investigaciones del grupo de (ralois del campo 
circular (véase el ejemplo 2). 


EJERCICIOS 


. Mostrar, quo la ampliación F > P de grado simple, no tiene subcampo 
propios (+ P, F), a 

2. Hallar el elemento primitivo de Ja ampliación ( (Y ». VA, donde 
p y q som números primos. 

3. Hallar la dimensión sobre (7 del campo de descomposición del poli- 
nomio XP — 2. 

4. Mostrar, que sobre ol canipo £ de característica p > 0 para el polinomio 
XP — a, se tienen sólo dos posibilidados: ser irroducible, o ser polinomio lineal 
de grado p. (Indicación. Examinar el campo do descomposición F del polinomio 
XP —a. Sea DEF una de las raícos, tal que a == Or y XP? —a == (X — 0)p. 
Si ahora XP — 4 = uy (X) v (X), donde u (X) os un polinoraio unitario sobre P 
de grado positivo m <. p, entoncos, en virtud de la factoriabilidad de F[X] 
se O la igualdad u (X) = (X — 0)m. En particular, 07, 69 € P=> 
=>UE P. 

5. Sea Zp (Y), ol campo de fracciones racionales de caractorística p. Mostrar, 
que X» — Y es un polinomio irreducible sobre Z, (Y), con todas sus raíces 
coincidentes. (Indicación. De acuerdo con el ejercicio anterior, es suficiente 


convencorse do que la igualdad XP — Y = (x — AN con £, 42€ Zp 1Y], 


AY) 
es imposible.) 

6. Demostrar que para cualquier d| n, d< n, liene lugur la relación 
xn —41 = (Xd — 1) DW, (X) 24g (X). donde ¿€ 7. [X]. (Indicación, De acuerdo 
con (8), Xd—t=]|] 0, (X). Por eso 

ed 
X*—1=(X8—4) — || 0,(x)=(X4—1) 0, (X) Ha. 
atm; atd 81m Td; sen 
Queda por referirse a (10),) 

7. Sea q un número entero positivo >1. Conforme a (10), Y, (9) € Z. Mostrar 
que D, (Yl(0—1) => xn =4. (Indicación. Como N, (X) = [| (X — e), dan- 
de € recorro las raíces primitivas, entonces, cuando n >1, todo € + 1, y, por 
eso, la distancia, en el plano complejo, del punto q a cuaiqunior e os mayor que 
la distancia de q a 1. Por Jo tanto, | D, (9)] = HH d—-S>-q—1% y q—i 
de ningún modo es divisible por O, (q).) 

8. Comprobar, que el polinomio circular D,, (X) = X5-—- XxX? +4 X3 — 
— X1+ X3—X +1, examinado sobre el campo Feo es el producto de dos 
polinomios irreducibles X4- X3++1 y X941 X LE4, Aprovechando esta 
cireunstancia demostrar la irreducibilidad de D,, (X) sobre Q (comparar con 
el ejercicio 14 $ 4, cap. 6 
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Y. Partiendo do la cadena do inclusiones nalurales 

GP () <GF (14) =GF (*N <<... 
introducir cl amado compo Hmite Q, = GF (91), haciendo € 2, > (u € 
€ GE (pr) para un » sulicientemente grande). Apayándose en las propiedades 
principales de los campos linilos, demostrar, que Q,, es un campo algobraica- 
mente cerrado. De este modo c obtienen, consideraudo el campo do los números 
coto plejos L. ejemplos de campos algobrarcameonte cerrados, de cualquier enrac- 
lorística. 

lO. Sea q > 0%. Mostrar, que cuando += 2, lodos los olementos del campo 
F, son enadeados, y para p > 2, los cuadrados del grupo 3,¿* generan en cl el 
subgrupo 2,22 de índice 2, además, +, ,*? — Keor (£ —> 1107).?), 

14. (MU Aschbachber). Sea TF, an campo finito con un número impar q = p” 
de elementos. Si q e 3.0 5, entunces, een la circunlerencin «+ y2= 4, ncistirá 
un pida con coordenadas s, y EN, . Demostrar esta afirmación para p_>S5. 
(Dedicarión. Pasar a la ecuación 224 42% —-:2-0, von Y 2€4 7. Según 
e) teorema de Chevalior (véase el ejercicio 4. $ 1. cap. 6) el número total NY 
soluciones de esta cenación se divide por p. Sea que no existen soluciones con 
ruz == 0, Caleular entonces N, considerando dos casos pur separado. Si no 
existe aC, con año. 1-0, entonces. sólo serán soluciones (0, 0, 0, 
(0, rn. +n), (e, 0, +), n= 41, 2, ..., p — A, y, por eso, N = qu —= 3 = 
a () (mód ppp = 3, Si a+ 4 0 para algún a € Tp» €nlonces, NÑ= 
—= bp - 5:30 (mod y) = p = 5). 

12. ¿Coda elemento primitico del campo £,, es generador del grupo multi- 
Plicativo Fq*? (Respaesto: hablando en general, no.) 

13. (Teerema sobre el elemento primitizo.) Scu E = P (0, 08, .... 0,) 
una ampliación algebraica finita del campo P de característica nula, Mostrar, 
que F = P (0) para cierto elemento algebrajco 8 sobre P. (Indicación. La indue- 
ción eon respecto a r reduce el examen al caso de P.= P (a, B). dondo a A 
son elementos algebraicos sobre P con distintos polinomios mínimos J/ (X) 
y Z (X). Sea K cl campo de descomposición del polinomio f (X) £ (X), tal que 


(AX) =1(N — ay (NX — 09) .-. (X — 0), 0,€ K (a — a) 
EN) = (Y — BN — Py) +. . (X — Br)» By € K (By = 6). 


La irreducibilidad de ¿ (N) y de g (A), así cumo Ja condición char P == U, 105 
garantizan (véase el p. 4, $ 4. cap. 6), que los clomentos a, Bj difieren de par 


Fig. 23 
on par. y que tenemos la posibilidad de construir los elementos (B; — f)(a — 


ae Red. Tomrunos un número racional arbitrario e 5 (0, que difiera 
de estos elementos nuevamente la condición char 2 = 01) y hacemos 


0 Pf — ca. 


Se comprende, que 2 (0) =P (a, B) = F. Los polinomios / (X) y 2h (X) = 
= E(0 —cXA)€P (0) 1X'] lienen la raíz común a. Si e; €s lambién raíz común 
de los mismos en K, para cierto ¿3> 4, entonces (0 —= A (a) = g ($ — craj), 
te donde 0 — cal, Py para cierta / > 4. Poro esto significa, «(que bien 
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c(a — aj) =0, o que bien « =- (pj — Pla — aj). Ambas pasibilidados se 
descartan en virtud de la elección de e y, por lo tinto, X --q es el máximo 
común divisor de los polinomios f, RE K[X). Pera, de hecho, 1, 4 € P (0) (NI, 
y por eso (véase el p. 3, $3, cap. 5) m.c.d. (1. 1) CP(IN] Por lo viste, 
Xx —aE€P(01X1, es decir, 4 € P(A) y B= 0 - ca£ K(0). En este cuso. 
P (a. B) P() y, por cousiguiente, P(. )=- P(). 

14. El dibujo (fig. 23) ilusiva uno de los métodos de Lriseceión de un ángulo. 
Q -- qp/3. Tos segmentos OB y CB tienen una longitud igual a 4. ¿Cómo construir 
el punto A si el punto C está dado? 

5. Mediante la formulación del campo niimnérico constructiva concreto / 
mostrar, que e) grado de [€S : QQ) es tafínito. 


$ 2. RESULTADOS PARCIALES SOBRE ANILLOS 


Este parágrafo puede considerarse un pequeño pera útil comple- 
mento de los capítulos 4 y 5. 

1. Nuevos cjemplos de anillos factoriales. En vi $ 3, cap. o. 
fue demostrada la factoriabilidad de los anillos euclídeos, a los 
ejemplos conocidos de los cuates se refieren los anillos ¿ y P XI]. 
Más abajo se brinda otro ejemplo más de anillo cuclídeo, así como 
de anillo factorial no euclídeo. 

EJEMPLO 1 (anillo de los números gaussianos enteros). Se Liene en 
cuenta el anillo numérico 

2 lil =(m>+in|m, n €Z), 
contenido en el campo cuadrático Q (YT £, +41 =0, y geomá- 
tricamente identificable con el conjunto de nudos (puntos) de una 
rejilla numérica entera en el plano complejo C. Es claro, que 7 [il es 
un anillo entero. Delincmos en Z l¿]* = 7 [£)5 (0) la aplicación ó: 
2 [¿)* > N y (0), suponiendo Ó (m + in) = |m+ in ?= mit mn? 
(en otras palabras, Ó (a) = N (a) es la norma dol número a en ( (¿); 
véase el punto 5, $ 1, cap. 5). Como se sabe, Ó (ab) = 6 (a) Ó (1) >> 
> 6 (a) para todo a, DbEZ (il*, así quo la propiedad (£:1) de la defi. 
nición de anillo cuclídeo (véase el punto 3, $ 3, cap. +.) se cumple au. 
toamáticanente. Á fin de convencerse de la veracidad de (2), escriba- 
mos la fracción ab”? con b 0, en la forma ab”? == a + ¿B, con a, 
PB E Q y tomemos los números enteros k, l, más cercanos a a, f tales, 


que a=k>+w, B=+p, IMSS, MES Z. Entonces 
a=b((:k + vid +u)= dq -- r, 
donde g=Kk+4-ibEZ Vil, y r=b(v+ ii). Como r =a— dq, 
también r€eZ lil, además 
: A S 1 1 y A 
b(r)= |r[2= [51224 42) <5 (Mm) (+7) =>37 80) <8(0). 
Por lo tanto, Z [il es un anillo euciídeo. 


££l anillo de los números enteros de Gauss Z lil es cómodo para la 
demostración, en miniatura, de los métodos de la teoría de los nú- 


Za 
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meros algebraicos. Por eso, nos detendremos en las propiedades de 
Z li] un poco más detalladamente. Al principio, hagamos algunas 
observaciones generales. 

1) El anillo íntegro X, cuyos ideales son todos principales, o sea, 
tienen la forma zK, se llama anillo de ideales principales. Todo anillo 
euclideo es un anillo de ideales principales. Para Z y P [X], esto fue 
establecido antes (véase el corolario del teorema 5, $ 2, cap. 5), 
y para lel caso general la demostración es totalmente análoga si J 
es un ideal del anillo cuclídeo K, entonces, Y = aK, en cuanto 
ae J y 5(a)< 5 (2) para todo 0 <x EJ. P 

2) Sean, K un antllo euclídeo arbitrario con función Ú$ (véase el 
punto 3, $ 3, cap. 5) y U (XK) el grupo de sus elementos reducibles. 
Entonces, 


LE U(K)=> 5(u) =5 (1) > 5 (uz) = 6 (2), Ve K*. (1) 


Efectivamente, de acuerdo con (El), 5 (1) =56 (1-2) > Í (1) para 
todo lr E K*, y, si u € U (K), entonces, Ú (1) = 6 (u-u”"% > 6 (u), 
así que Ó (u) = $ Nas Recíiprocamente, en correspondencia con la 
observación 1), 6 (ur) = 6 (2), Vr €K* —>uzxK = IX >= Uzxv 
>uv=1=>uE€U(K). 

El empleo del criterio (1) con respecto al anillo Z [¿] significa 
que m + in € U(Z [il) =>m? + n? = 1. Por lo tanto, U (2 (il) = 
= (i), es un grupo cíclico de orden 4. 

3) El ideal Y del anillo X se lama máximo, si J + K y todo ideal 
T, contenedor de J, coincide con K o J. En el anillo euclideo K 
la propiedad del elemento p € K de ser primo, es equivalente a la con- 
dición de que el ideal pK sea máximo. 

En efecto, sean, p un elemento primo, y pK< TC K, donde 7 
es un ideal en K. De acuerdo con 1) T = aK, y, como p € T, enton- 
ces, p = ab, donde uno de los elementos a, b, es invertible. Si 
a € U(K), entonces, T =aK = K. Si bE€ U(K), entonces, T = 
=aK =abK = pK. Recíprocamente, sea el ideal pK máximo y 
p = ab, con a 4 U (XK). En este caso aK + K y pKc< aK => pK = 
=aK => 4 = pu = abu =>bu =1>bEU(K)>p es un ele- 
mento primo. 

Veamos ahora que pasa con el número primo p € Z. en el anillo 
Z lil. No se exluye, que p quede como elemento primo en Z [i), pero si 


e 
esto no es así, entonces, sea p= [] p, su descomposición única (se- 
A=1 


gún el teorema 4, $ 3, cap. 5) en r factores primos pa (r >1). Con- 
forme a 2), 8 (px) >1, así que, de p? = 6 (p) = [IÓ (pa) y de la 
factoriabilidad de Z se deducen, necesariamente, las igualdades 
r=2, p = ppa S(p) = 0 (ps) =p. Si p, = m + in, entonces, 
p=58(p) = mM +m = (m4 in) (m — in) > pa =m — in. Y 
bien, si el número primo p € L permite una descomposición no trivtal en 
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¿ lil, entonces 
p = (m + in) (m — in) = m? 4 Dn, (2) 
donde m + in, m — in, son elementos primos en Z li). 

En particular, 2 = (1 + 1) (1 — 1) no es elemento primo en 
Z. [i]. Observemos, más adelante, que t? ==0 ó 1 (mod 4) para cual- 
quier t € Z. Por eso, para un número primo impar p, que no es primo 
en Z [il, el criterio (2) lleva a Ja conclusión: 

p=mi+ nm =0, 1 6 2 (mod 4) > p = 4k + 1. 

Cuando p = ú4k + 1, hagamos t = (2k)!. Como, evidentemente, 
t = (4) (210)! = (—1) (2)... (-2k) =(p — 1) 

Xx (p=2)... (p — 2k) =((p + 1)/2) ... (p —2) (p — 1) X 
X (mod p), entonces 

t2 =(20)! ((p + 0/2)... (p— 2 (p-—1) =(p — 1)! (mod p), 
o, teniendo en cuenta el teorema de Wilson (véase el final del $ 1, 
cap. 6), 1? + 1 m=0 (mod p). Si ahora p es un elemento primo en 
£ [¿), entonces, de la igualdad (t+ i) (—¿i=*44=Ip, 1Ef%Z, 
según el teorema 1, 5 3, cap. 5, se deduce la divisibilidad por p de uno 
de Jos elementos t + i,t—i. Pero, ttiw=píim+ in >>+1 
= pn, n € Z, lo que es claramente imposible. Hemos demostrado la 
afirmación siguiente. 

2 número primo p € Z queda como primo en Z lil, si, y sólo si, 
p = 4k — 1. 

Cualquier número primo p = 4k + 1 es ezxpresable en la forma 
p =m* + n%, donde m, n€Z. PA 

De aquí, con relativa facilidad, se extrae el teorema teórico- 
numérico general. 

TEOREMA tí. El número 1 € 7. es expresable en forma de suma de 
cuadrados de dos números m, n € £ si, y sólo si, en la descomposición 
canónica de t en sus factores primos, cada divisor primo p == 4k — 4 
figura con exponente par. 

En efecto, como agregado a los hechos quo conocemos, es sufi- 
ciente mostrar, que si el m.c.d. (m, n) = 1 y p | (m* + n?), entonces, 
p =4k + 1. Esto es suficientemente claro: m.c.d. (m, n) = l, 
m3i4+ nn? =0 (mod p)>mn=x=0 (mod p) => mP-1 =1 (mod p), 
nr =- —m (mod p) > (mP*?n)? = m*Ptn = — mP* =-— 
—1 (mod p). De este modo, existe un número entero s € Z, tel, que se 

= — 1 (mod p), s* =1 (mod p). Por lo tanto, el grupo multipli- 
cativo Zf de orden p — 1 se divide por 4 y p == ók+ 1. 

De acuerdo con la observación 3), que p = 4k — 4 sea primo en 
Z [i) es equivalente a que sea máximo el ideal p Z [¿), lo que, a su 
vez, se expresa mediante la propiedad del apillo cociente Z [il/pz (il 
de ser un campo de p* elementos (véase, en relación con esto, el ejer- 
cicio 14, $ 4, cap. 4, y los teoremas sobre el isomorfismo pera 
los anillos en el punto 2). Esto no es sorprendente, si se toma en 
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consideración, que cuando p = 4k — 1, el polinomio X? + 1, exa- 
minado sobre Zp, es irrcducible. 

EBRIO 2 (ampliaciones polinómicas de anillos Jactoriales). Alora 
se mosteará, que los anillos de los polinomios ¿ [X,. ..., Xpl y 
PlXio .., Xpl (2 es un campo) son factoriales para cualquier 1. 
Esta importante afirmación, surge inmediatamente del teorema 
sigvionte, 

reorema 2 Si el anillo K es factorial, también lo será el anillo 
de los polinomios AX 1. 

bemosTitactun La demostración se basa en Jas propicdades de los 
avillos de los polinomios, adjuntas a] lema de Gauss (véase $ 3, 
cap. 50). Precisamente, nos son necesarias las dos propiedades sj- 
vutentos. 

a) Los polinomins primitivos f, g € K 1Xl, asociados en Q (K) (XI 
(Q (KA), que es el campo de relacionos del anillo factorial K), son 
asociados en K1X1l (un ejercicio fácil). 

DY El polinomio f€ K|X)] de grado positivo, irreducible sobre K, 
también es irreducible sobre Q (K) (la demostración en 0] $ 3, cap. 3 
para K =+F, sirve para el caso general). 

Pasando inmediatamente a la demostración «del Leorema, escriba- 
mos el polinomio f€ K 1Xl| de grado positivo, cn la forma f = 
=- df) fp donde q (f) es el contenido de f, y f, es el polinomio pri- 
mitivo. Por inducción con respecto al grado de los polinomios pri- 
mitivos, obtenemos la descomposición de f, en el produclo f¿ = 
—=fi-.. f, de los polinomios primitivos f,, .. ., f, ¡erreduciblos 
sobre XK. Sea f, -= 4, ... g, otra descomposición semejante más. 
Entonces, de acuerdo con hb), f, y £, son irreducibles sobre Q (K), 
y. por enanto el anillo Q (XK) [XI es factorial (corolario del teorema 4, 
$ 3, cap. 0), s -— E, y, para un ordenamiento debido del polinomio f, 
asociado con 2, en Q(K)(X), y, por consiguiente (segús a)), cn 
K [X1]. lin lo que respecto al polinomio f con contenido d (f) irredu- 
cible en XK, entonces, tomando también la descomposición de d (f) = 
Pp ... pa en factores primos p; € K, Mogaremos a la doscomposi- 
ción de f. La unicidad de tal descomposición (en su concepción 
habitual) se deduce de la erecientomente establecida unicidad de la 
descomposición f, y de la factorizabilidad de K, que responde a la 
unicidad de ln descomposición d (f) = p, ... pr- 

Tienen lugar las inclusiones rigurosas 


mida, illos de idea- amilos 
a “des pan ¿ ol ) (3) 


euclideus les principales facturiales 


La primera inclusión nos es conocida (véase la observación (1)). 
¿xisten ejemplos (que no ponemos), que indican su rigurosidad. Para 
demostrar la segunda inclusión, examiuemos en el anillo de ideales 
principales K, la sucesión creciente de ideales (4) < (de) ... 
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Se comprueba inmedialamenle, que D = | (2) es an ideal en A. 


a 

Por consiguiente, D — (4). ED. Por definición, «dE (d,) para 
cierto m, de donde, (2,,) = (dm) = ... Da estabilización, en el 
paso final de la cadena creciente de ideales conlleva la ruptura de 
la cadena de divisores no invertiblos d,, da, dy. .. . cond; |d;., y, 
por lo tanto, la existencia de la doscomposición en AX on elementos 
indescomponibles. La unicidad de la descomposición cu A es conse- 
cuencia de las mismas cansas (a, b) mak -- bK — AK - (4d > 
=>d = m.c.d. (a, b) = ax + by. Logs razonamientos posboriores 
repiten la demostración del teorema 3 (11), $ 3, cap. 5. 

Los ideales (2, X) en ¿1Xl y (X, Y) en R1X, Y] nu son princi- 
pales (véase el ojemplo en el punto 3, $ 2, cap. 5). Al mismo Liempo, 
de acuerdo con el teorema 2, los anillos 2 1XÍl y RÍX. Y) son facto- 
riales. Con esto, la veracidad de la cadena (3) queda ostablocida. 

Los anillos de ideales principales, son interesantes desde un punto 
de vista puramente algebraico, por cuanto ellos se caracterizan por 
las propiedades de tales objetos nalurales, como los núcleos de homo- 
morfismos. Por otra parte, Jos anillos enclídcos son más cómodos 
para la investigación, en virtud de que en ellos se cucuentra el 
algoritmo de división con resto, 

2. Estructuras leórico-anulores. Ya disponemos de um atsena) 
considerable de tipos de avillos y de medios que permiten construir 
nuevos anillos, a partir de un cúmulo dado de ellos. Sirven de ejem- 
plos. las estructuras del anillo de las matrices Af, (A), del campo de 
relaciones Q (XK) y del anillo de los polinomios K[X,. ..., Xpl, 
donde K es un anillo conmutativo (entero, cuando Q (10). Es útil 
considerar también, aunque sea brevemente, los análogos teórico- 
anulares de los hechos comunes sobre los homomorfismos, que fue- 
ron establecidos para Jos grupos en el cap. 7. Las demostraciones, 
por regla, no se diferencian en nada del caso de los grupos, y se 
dejan al Jector en calidad de ejercicios. 

Al teorema fundamental sobre los homomorfismos para Jos ani- 
llos (Leorema 2, $ 4, cap. 4), lo complementaremos con dos leoremas 
sobre el isomorfismo. 

TEOREMA 3, Sean, K un anillo; L un subanillo: J un ideal en K. 
Entonces, L Y+J=Ax+ylr€L, y EJ) es un subanillo en K, 
contenedor de J en calidad de ideal, L NJ es un ideal en L. La aplt- 
cación 

qpxrt+rio i++ Ln, rel, 


realiza el isomorfismo de los anillos: 
(LL + DY Lin. 


DEMOSTRACION. Las dos primeras afirmaciones son btolalimante evi- 
dontes. En lu que respecta a la última, es necesario examinar la Jimi- 
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tación 1, = TT | y del epimorfismo natural rn: K > K/L. Su imagen 
Im n, se compone de las clases adjuntas x + Y, x EL, o sea, 
Im no = (1 + Y)/J. El núcleo Ker 11 del epimorfismo ny: L => 
> (L + J)/J está integrado por los elementos z € £L, para los cuales 
+ Y =J. En consecuencia, Ker 1, = £ (1Y. Según el teorema 
fundamental sobre los homomorfismos, la correspondencia 1, : z -+ 
+£(NÍ —> 31 (1) =x- + establece el isomorfismo L/L NJ = 
e (L + J)J. Queda por observar, que q — 1”. al 

Hemos efectuado este razonamiento, copiado de la demostración 
del teorema 2, $ 3, cap. 7, a fin de subrayar el paralelismo total con 


la teoría de grupos. 
TEOREMA 4. Sean, K un anillo; J, E subanillos del mismo, además, 


J es un ideal en K y J<= L. Entonces, L = LÍJ es un subanillo en 
KIJ y a*: L—>L es una aplicación biyectiva del conjunto Q (K, J) 
de los subanillos en K, contenedores de J, en el conjunto Q (X) de 
todos los subanillos del anillo X. SiL € Q (K, J), entonces, L es un 
ideal en K si, y sólo si, L es un ideal en K, además 


KIL e« KIL =(KIDULI). 


DEMOSTRACION. Este es un ejercicio sencillo (véase la demostración 
del teorema 3, $ 3, cap. 7). 

COROLAK1IO. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1. El ideal J 
es máximo en K si, y sólo si, el anillo cociente K/J es un campo. 

En el conjunto de ideales del anillo X están definidas las opera- 
ciones siguientes 

suma: J, + JY¿= (2, + 2212: €J1), 

intersección: J, N J¿= fx[|x€J,, r€Jo, 


producto: J¡Jz == Z Es¡T2 17h 5 ES] SI NI 2 


También se puede hablar sobre la suma, intersección y producto 
de cualquier número finito de ideales, siendo legítima la afirmación 


siguiente. 
PROPOSICIÓN. St en el anillo K con unidad, tienen lugar las igual- 


dades 
J+EJr=K, =tl: a n, 


para los ideales J, J,, ..., Jn, entonces, también son correctas las 
igualdades 
J+F4 INT. Nn... Nan =K=J+JIJH2>2... Jn 


DEMOSTRACION. Como J¡ Ya... JACIL NT N..- NYn, en 
consecuencia, es suficiente establecer la igualdad J + J¡F3... Jn = 
= K. Para n == 1, ella es exacta por condición. Para n = 2, te- 
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nemos 
1=1? = (2% + Y) (12 + Ya) = 2 + YiYas 
donde z,, 22 E Y, y; €Y,. Por lo tanto, 1€ Y + J, Je y K =J + 
+ JJ: Luego es evidente la inducción con respecto al núme- 
ro ñ. 
Sean, 1, « - -, Kn, una familia finita de anillos, K =X,X ... 
. X Kn, el producto cartesiano de los conjuntos. Introduwzcamos 
en K la estructura de anillo, definiendo la operación de suma y mul- 
tiplicación por componentes: E 
(Lis .-.. Zn) + Un --» Yan) = [11 + Yi» --. Zn + Yn); 
(21, e... Tp) * (Y, .. »s Yn) = (UYr -- + TnYn): 
Llegamos a la suma directa exterior K = K,B ... O K, de los 
anillos K¡. Cada uno de los componentes de K, es una imagen para 
el epimorfismo 7: K—XKj, Mi (Zi, - +. ., Tn) > ti Í<i<n. 
Si, luego, J, = ((0, ..., ti ..., 0 x, E X,), entonces, J, ex 
zz K;, J, es un ideal en XK, y K =J, +... Epa 
Sea ahora K un anillo con ideales J,, ..., Jn, además, K == 
=J +... FIA yA NOA TY) =0,1<A< mn. En esto caso, 
Eh 


) 
K=J,0B... O J,, es la suma directa interna de sus ideales J ». 
Al igual que en la teoría de los grupos, Ja diferencia entre las sumas 
directas internas y externas de los anillos es puramente teórica-de con- 
junto y no tiene sentido reflejarla en las designaciones. 
3. Aplicaciones teórico-numéricas. La propiedad universal de 


las sumas directas, consiste en que,siS =K,0 ... Ok, y K es 
un anillo cualquiera con los homomorfismos dados q;¡: K = K,, existirá 
un único homomorfismo p =(Q,, ..-. Pan): K —S, con núcleo 
Ker p = () Ker q,, que hace conmutativos los diagramas triangulares 
8] 
PX 
A 


peral =á, ..., n. Apliquemos esta afirmación evidente al anillo 
K con 1 y con ideales J,, ..., Yan, y a la suma directa 


S =XK/J,0 ... BOKlJa. 
Haciendo q¡: K — K/J, = K¡, obtendremos el homomorfismo 
pozo (i+ Js... 2474) (4) 
del anillo K en $ con núcleo Ker q =Y, N ... NY. 


TEOREMA 5 (teorema chino sobre los restos). Si en "las condiciones 
indicad más arriba, K es un anillo con unidad y J, + Y, = K para 
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l:Zi2j< on, entonces, la aplicación y (véase (4)) es un epimor- 
'Esmo. 

DEMOSTE GIA. Necesitamos convencernos de que para cuales- 
quiera elementos Li, ..., 25 EX- dados, oxistirá un zE K, paca 
el cual ey + == rr Sp 0 sega. - —201€d,, ¿+=1 2... $ 
Para n= Testo es evidonte, y para 2 = 2 tomamos Jos elementos 
a, ES y, 4, ES,, para los que 4; y da 1, y hacemos Y = 7,0), | 
rata. Entonces, 


So ly o rita lor) — 2 (8 + 4) (22 7) ES, 
Y Ll => 1Y,€, E (11) ES Xq (a, =" dl.) q (A A Lo) Us € Fo: 


Luego, razonamos por inducción con respecto a nr. Sen que ya halla- 


mos el elemento y, para ol cual y —2¿€S¡,1=3,2,...,n—Í., 
Como, por condición, 4¿+- SY, =AR,1=1<0m— Í, ontonces, de 
acuerdo con la proposición del punto2, 4, N ..- Nara + Ja = Ko. 


Aplicando el caso analizado rn = 2 a los ideales 4, MN... Nr. 
F.. y a los elomentos Y, a, E K, hallaromos 7 E K, conxz —y € 4, f 
Do DO rio tE Jn. Pero, e -yEJ DN... OY a => u-- 
-—YyEF ii 1Z<iZn— 4. Tomando en cuevta la elección de q, 
oblenemos 


Lo dy ae YA y —e) Edi 15: 35091 —/1. 


Por lo tanto, el elemento y satisface todas las condiciones requeri- 
das. 

En el Leorema 5 así como en lodos los razonamientos que lo pre- 
cedon, el anillo É no se suponía coumulativo. Sea, luego, XK un 
anillo íntegro, y 4), ..., 4,. Ss n de elementos primos entre sí de 
dos en dos, o sea, ayK | ajK — K para ¿€ ] (on el anillo factorial 
K. esta definición concuerda con la de indivisibilidad, obtenida de 
la descomposición de 4; en sus factores primos). Escribiendo la inctu- 
sión y € a¿K on forma de comparación con respecto al módulo 
del ideal principal a¿K, como de costumbre, utilizamos la notación 
7 mm 5, (Mod 11,). 

COROLARIO 1 Sean, K, tn antllo integro, y dy, « . .. Qu, Sus ele- 
mentos primos entre sí de dos en dos. Runtonces, para cualesquiera 
Yr ER, existirá un elemento « Ed tal. que y zx, (mod a), 
E A A 

COROLARIO Y Sea n un número natural, con ta descomposición canó- 
Rican Ro piro. por, =4!/né, el onillo de la clase de restos 
resperto al módulo n, y ( (Z,) el grupo mulliplicalivo de sus elementos 
invertibles. Jontonces: 

(1) Z, = Za ms BG... Ln, (suma directa de anillos): 


(11) € (£,) == (! (2 m4) Xx... xXx UE (4 m,) (producto directo de gru- 


pos). 
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DEMOSTRACION. (1) Sustiluyendo en (4) + por £. haciendo A ==, 
Ji — pri ys = £yms 90... 9 Zo, Hegaremos al homomerfismo 
qu a —$S, con núcleo Kor q =— Ni; = 1. Que q sea epimorio se 
deduce del teorema 5, por enanto el m.c.d. (pp pp) — 1, para e ¿. 

(11) Como en la suma directa arbibraria K - A,BD... 0 K, los 
<“omponentes XK, se anulan entre st: A¡K; — 0, ¿X j, enlonces, inme- 
dialamonte de da definición de elementos invertibles se deriva que 
EAK) = UE (Dx... xXx U(KA,). Queda por aplicar esto a la 
descomposición (1). 

OBSERVACION. De la afirmación (11) se aprecia inmediatamente 


r 
que (q (n)= [| p(p"), y, como q(p") =p"(p—4), se obtiene 
i=1 


de nuevo la fórmula para los valoree de la función de Fuler (véase 
el ejemplo f, punto 4, $ 1). Ed orden de un elemento de un grupo 
finito, es divisor del orden del grupo, por eso 


a) e 1 (mod n) 


para cualquier número entero a, primo éntre sí con n (generalización 
del pequeño teorema de Format, couocido bajo el nombre de teorema 
de Euler). 

Á fin de comprender dofinitivamenle la estructura del grupo 
12 4Z,). en virtud del corolario 2, nos os suficiente aclarar el caso 
n— pu, 

TROREMA €. Sea m. un númern entero positivo. 

(1) Si p es un número primo impar, entonces, U (Z mm) cs un grupo 
cíclico, 

(11) Los grupos U (£,) y U (Z,) son cíclicos de orden 1 y 2. respecti- 
tumente, al mismo tiempo que U (/.m), m > 3, es el producto directo 
de un grupo cíclico de orden 2-2 por un grupo cíclico de orden 2. 

VEMOSTRACION. (i) J'%or definición, ol número enteró £, primo 
entre sí con an, tienv el orden r con respecto al módulo n, si | Xt 

| nZ) [| =r,0 seca, =1 (mod nm), ¿x= 4 (mod 1) para k< +. 

Cuando r = q (n) se babla sobre la raíz primitiva (o prototipo) t 
respecto al módulo n. Habitualmente £ se toma de un sistema de res- 
los 0,4, ..., R--1 respecto al módulo », expueslo, poro nosa- 
tros no fijamos ningún sistema de restos. 

De acuerdo con el teorema 5, $ 1, el grupo Z5 - € (Z,) us ci- 
clica, o sea, existe la raíz primitiva a, respecto al módulo p. Cono 
ap”"-lLam ay (mod p), entoncos, también el número entero a : apmiol 
serñ raíz primitiva respecto al módulo p. Por otra parte, aP=? = 
= PULP ¿MR 1 (mod p”). En consecuencia, la elase ad- 
junta a =a + p” Z engendra en E (Z,m) un subgrupo cíclico de 
orden = — 1. 


396 TEORIA DE LOS CAMPOS, ANILLOS Y MÓDULOS [CAP. 9 


Luego, 
p 
» 1 1 
ar o (7) mt ro P+ Y (7). 
i23 


i=>4 
Como p>>2, entonces, (1-+ p)? uu 1 + p?(mod p*). Presuponiendo 
por inducción, que (1 -+ p)P? =1 + p?*! (mod p?++2), hallamos 


é . P 
(1 +py39 =[1+ (1 +sp) pi] = > , ) (1 + spy pórmi= 


íx=0 
=1 --(14- sp) p?*24- 5 (p— 1) (1 +sp)? púbd+H<,.. 


de donde, (1 + p)oi* == 1 4- p?r? (mod p***). En particular, (1 + 
+ p)9”"*= 1 (mod p”), pero, (1 + p)r""*=1 Y p”-1= 1 (mod p”) 
y, por lo tanto, la clase adjunta b = 1 + p + p”Z con representante 
b= 1 - p, engendra en U (Z,m) un grupo cíclico de orden p”-!, 
De acuerdo con la proposición del punto 3, $ 2, cap 4, los elemen- 
tos a, b primos entre sí de órdenes p — 1, p”-*, engendran el grupo 
cíclico (ab) de orden p”""* (p — 1) = p (p”) = | U (Zpm) |. 

(1i) Con los grupos U (Z,) y U (Z,) está todo claro. Cuando m > 2, 
partiendo de la comparación trivial 9 == 1 + 2? (mod 2?), por induc- 
ción con respecto a j, se comprueba fácilmente, que 

5% = 1 + 2+*2 (mod 2+*. 
En particular, 
SIM 1 + 2-1 5 4 (mod 2”), 5%"? =4 (mod 2” ), 
así que 5 tiene orden 2”-? respecto al módulo 2” y la clase adjunta 
5 + 27% engendra en U(Z,m) un subgrupo cíclico de Índice 2. 
Observemos, que —1 + 2Z €(5 +27 £), por cuanto 5) e 
== —1 (mod 2%)> Y = —1 (mod 4) => 1 == —1 (mod 4), es una 
contradicción. Como | (—1 + 2*Z )| = 2, entonces, 
U AZ /2Z) = 5 +2" )>x (1 +22) 
es un 2-grupo abeliano del tipo (2"-*, 2) (véase el $ 5, cap. 7). | 

COROLARIO. El grupo U (Z,,) es cíclico (o, lo que es equivalente, existe 
la rafz primitiva respecto al módulo n si, y sólo si, el número entero 
n > 1 tiene la forma 2, 4, p" o 2p”, donde p es un número primo im- 
par. 


EJERCICIOS 
1. Demostrar, que el elemento no nulo p del anillo factorial XK resulta 


primo si, y sólo si, K/fpK es un anillo íntegro. 
2. Demostrar, que si el anillo íntogro K no es vn campo, entonces, K (X1 


po cs anillo de los ideales principales. 
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3. Mostrar, que los elementos r+y Y —=3 conr, yE7, o 1= 2k +1 


2 3 
y= aa y k, 1€ Z. componen ol anillo íntegro XK. Comprobar, que él cs 
euclídeo con función $= N (norma en Q(Y=3). Mostrar, que el suba- 
nillo Z [Y —=3]<K no es siquiera facrorial. 


AS 4. Hallar todos los elementos primos dol anillo de los números enteros de 
Gauss. 


5. Perfeccionar el corolario del teorema 5 en el caso del anillo factorial K, 
para lo cual, junto con los elementos primos entro sí de dos on das 21, ..., Gp, 


introducir los elementos 4, += TM e, Hallar los b¡ € K, para los cuales b, = 
jet 


== 1 (mod a), b, == 0 (mod 24), 1<iS A. Sean ti, .. 2) € K. Introducir 
el elemento x= >>) b¡x, y comprobar, que x == x; (moda), 15 i<x (una 
comodidad, apreciable en aquellos casos, cuando se trata de un número grande 
de colecciones z,, .. ., Zp). 

6. Aplicar el ejercicio anterior a los módulos a, = 5, ay <= % y a Jus pares 
421, 22) = (2,5), (3.2), (3,5). ¿Qué se puedo decir sobre e] orden x respecto 
al módulo 45? 

7. Sea p un número primo impar. Si la comparación 13 = a (mud p) tiene 
solución, entonces, el número entero a se llama resto cuadrático respecto al módu- 
lo p, en caso contrario, noresto cuadrático. El simbolo de Legendre (7) so define 


por la relación 
y, si a==0 (mod p), 
(2)= f, sia=3=0 (mod p), es resto cuadrático, 
—14, si az 0 (mod p), es no resto cuadritico. 


7] 


Mostrar, pue (S )= io> a+ pZ€ q y (E ) =4 (mod pp. 


Pp 
ab a h E po as 
Luego, (5)= (5) (+) y el número do restos cuadráticos en el sistema 


reducido 1, 2, ..., p — 1, colncide con el número do no rostos. Comprobar, 
para los pequeños números primos impares p y q, el cunplimiento de la ley 
cuadrática de reciprocidad 


p-1 q-1 


CI 


demostrado en general (de muchas maneras) por Gauss. Extracr del ejemplo 


t en el punto 1, la relación ( > )- oy? , 


pi-1 

2 
8. Demostrar (en términos del ejercicio anterjor), que (5) = (—- 1) d , 
o sea, 2 resulia cuadrado respecto al módlou p exactamente entonces, cuando 
? == +1 (mod 8). (Indicación. Haciendo hincapié en el ejercicio Y, $ 4, examinar 
a raíz primitiva a do potencia 8 de 41 en el corre algebraico 2, del campo Fp. 
Como af = —1, entonces, at y a+? = 0; además, 0d = —a, a414= —a7, 
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de donde, «ae ; q — (a -- 47). Jlaciendo $B- 2-4 a, tendremos: 
2 ql ado 2 2, asi que p == +1 (mod 8) = Pp = ar — ar? = «a 
poi qe—1 
2 2 2 . 
de p—=. 1 per - (p* —2 =-) (5 - 4d. Análogamente, P:z 
+ 45(med 3) => fio ab — AN — aq lar — (a -|- a) = O 
p-) 
SS O TC I=-1. 


] 

Y (complemente del punto 5, $ 2, cap. De Sea PX) (o Tp 
un polinondo no nulo con coeficientes en o eu algún carpo, de n? variables 
independientes ¡€ KG E ¿¡<S hn, considerado como función de la matriz 
A (rip. Demostrar, que si [(XY)= /(X)/ (7) para todos los A, Y € 
EM, (A), ctibimees, + (Ni (del XY?, donde m. es algún número entero no 
negativo. ln particador, $ (NI + det XA, sis (diag (2, 4, .... 0) = *. (Indica—- 


mn 


ción. Sinz= lv J(0-. Y ajzt, ty, E U, enluncos 
tad 
41 

Y) ri 


jipy= Y arta 1 n= (0 (O evi) 
| i=1 


donde y, y, sou 0 variables independientes. La igualdad de dos cooficientes de y" 
muestita, que 2,22 -- $ (0) ay y pur do tanto, f (e) — 2", Si ahora, en el censo 
general se hace g (1) => / (r+-E) entonces, £ (en) = £ (£) £ (y). De aquí y de 
la legitimidad de la afirmación cuando r - 1 se deduce, que g (1) = x*. Como 
X-X” = (del X)-£. entonces, 


AVI) = f (del X) E) = g (det X) — (del X)s. 


Pero, [ (10. (A) y del A, son polinomios de xj 1 < iS nm, además, «det X 
os irreducible (vease cl ejercicio 7, $ 3, cap. 5). Sogún ol teorema 2 sobro la 
factorizabilidad del anillo de los polinomios de cualquier número de variables 
H(X) = e (del X)P, ces la constante, además, [(ALFP)=/(C0)/(M=>+=c 
Y como ese (1, ouloncrez, e == 1.) 

10. Mostrar que el anto Qyy (7) de todos lus números racionales a/b con «bo 
no divisible por un número primo dado p (véase el ejercicio 6, 5 4, cap. 5, 
contiene el ideal ináximo único 


== (au4dbdEQ (3)A p divido a a). 


Todo anillo que posea un ideal máximo único, se denomina anillo local. (Indi 
cación. Es evidente, que Y es ideal propio en Qx, (2). Si ctd qY, entonces e € pZ, 
y en consecuencia, d e CQyp (2). Esto significa, que cualquier ideal £, obleni- 
do de Y mediante el agregado de por lo menos un elemento c/d, conticno 4 = 
cd de y, por lo visto, coincide con Qaxy (%). 

$1. Mostrar que en cualquier anillo Jocal X con ideal máximo 1, Jos ele- 
montos que no pertenecen a mm son reversibles. 

(2 El ideal 2 dol anillo K con unidad se Hama primo, si el factoranillo 
K¿R es de inlegridad. Todo ¡dead máximo es primo. El complemento AM = AIR 
a len el anillo A, es un subeonjnto mulliplicalivo (un monoide que ño con- 
tiene 0). El anillo Oy (A) en estas condiciones también se designa por medio 
del simbolo 341 1 K o, sencillamente, Xp. Mostrar, que el anjllo Kp es sienpre 
local y que su ideal máximo mp se compone de primos del tipo de a*b. donde 
“ER y be Ki R. Mostrar también, que rr NK=R. 

La operación del paso de K al anilla local Kp se Mama localización del anillo 
X con respecto al idol primo %, 
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$ 3. MODULOS 


El concepto de módulo sirve de portador de uu principio funda 
mental, claborado en el álgebra hace medio siglo. Este principio 
consiste en que, ubjelo de estudio de cualquier sistoma algebraico 
debe ser no sólo las propiedades internas de este sistema, sino Lani- 
bién todas sus representaciones (en el sentido más amplio de esta 
palabra). 

1. Informaciones iniciales sobre módulos. Comencenios con la 
definición clásica. Sean, A, un anillo asociativo con unidad, y |, 
un grapo abeljano escrito aditivamente. Sea, Juero, dada la aplica- 
ción (e, Y => xr de X x Ven E, que cumple laz condiciones: 


(Mi LU E) == qu — xL, 
(M2) la + yu = e ye, 
1M3) MY ro=z yd, 
(M4) lvo=:,p 


para todos los 7, y E Xu, tE Y. Entonces V so llama A-máódulo por 
la izquierda (0 módulo por la izquierda sobre el anillo Kj. Análoga- 
mente se define el X-módulo por la derecha. En adelante, hablaremos 
sencillamente sobre el A-módulo, aunque co algonas silunciones alm- 
bas variedades de módulos aparecen juntas. 

El axioma (M4) (condición de la unitaricdad del imódulo), evi- 
dontemente, es superfluo, si el anillo A no tiene unidad. Resulta 
más esencial el hecho de que son posibles modificaciones del axioma 
(M3), adaptadas a algunos anillos no asocialivos. Un ejemplo de 
módulo sobre un anillo no asociativo se da al final del parágralo 
signienle. Por el momento, partiremos de la definición dada más 
arriba. 

Sea Y un A-imódunlo. 15] subgrupo (¿ CV se lama subimádulo 
en F,siau € E para todos los € K, u € L.. 

Sean, Inego, E y Y dos A-módulos arbitrarios. Se Mana homomor- 
fismo del K-módulo (o, sencillamente, K-homomorfismoy de € on Y. 
la aplicación 0: E => V, tal, que 

O lu, + 4, = 0 (uy) -= 6 (tt), 
O (ru) — «o (u) 
para todos los u,, 4,, 4 € l*, r € K. Se comprueba fácilmente, que 
Koro =(fu€ ff | o (u) = O) es A módulo en £, y la imagen lm o 
os K-módulo en F. 

Con todo submódulo E < Y sobre K, se asocia el módulo cociente 
VIE <= fv— Uv € VI (grupo cociente de un grupo abejiano adi- 
tivo) con la operación A, definida según la rela 


rít— E= ind, 
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II tuorema fundamental sobre los homomorfismos y los «dos teore- 
mms sobre los isomorfizmos, que demostramos para los grupos ($ 3, 
<ap. 7), y luogo para los anillos, se trasiadan literalmente, con pe- 
queños cambios en las demostraciones, a los módulos. 

Luego del $ 2, cap. 7, donde se examinaron los axiomas del tipo 
(M3), (M4), y luego del fundamental cap. 3 sobre las representaciones 
de grupos (axiomas (M1), (M3), (Má)), los ejemplos de XA-módulos 
que expondremos, es poco probable que provoquen la sensación 
de novedad. No obstante, vale la pena considerarlos y compararlos 
entre sí. 

1) Todo grapo abeliano A es ¿-miódulo, Precisamente, la apli- 
catión (n, 4) > na do £ XA en A, satisface todos los axiomas 
(M4) — (Má). Mirar los grupos salbelinnos cormo módulos sobre E 
rosulta muy útil. 

2) Todo grupo aboliano A es módulo sobre su anillo de endomor- 
fismos End 1. Dor definición, End A se compone de todas las aplica- 
cionos q: 4 —A que cumplen la condición q (a — a) = q (a) + 
— q (a). Las operaciones de suma y multiplicación, se introducen en 
End A de un modo natural: (q + q) (a) = 9 (a) + y (o), (py) (a) = 
= (4 (u)), t (1) = zx, O (2) = 0. La aplicación (q, a) — q (a) de 
a A x Aen ddota, ovidentemente, a Á cle la estructura de End A- 
módulo. 

3) El espacio vectorial Y sobre el campo 2 es, sin duda, P-módu- 
lo. Si ndemás nos es dado el operador lineal 4: Y —V, entonces, 
le otorgamos a Y una estructura de módulo Y y sobre el anillo de 
los polinomios P1X], haciendo, 

fiNle=fl4A) o =a2 -0aAADE... + a Av 


para cualquier e € Y y cualquier polinomio f € P1XJ. Los axiomas 
(MD) — (M4) se cumplen, por cuanto, juntamente con 4 el opera- 
dor f (4) también será lineal, y 


PDA) = HA) +8 (A), 
FN(A)=1(4) E (4) 


(propiedad universa] de los anillos de los polinomios; véase $ 2, 
cap. 0). Los subespacios 4A-invaríantes servirán do submódulos en 
V¿- A diferentes operadores lineales de un mismo espacio V les 
corresponden, hablando en general, distintos (no isomorfos) P [X]- 
módulos. 

4) Un ideal por la izquierda, arbitrario, Y del anillo K, está 
provisto de la estructura natural de A-módulo con operación (z, y) -> 
—> xy, TEK, y ES, inducida por la multiplicación en XK. Cuando 
Y = K, el anillo X se considera como el módulo X sobre sí mis- 
mo. Esta concepción de K lleva a resultados fructíferos. 

9) Volviendo al ejemplo anterior, construimos el módulo cociente 
KI = ly —=  |y € K). De acuerdo con la definición general, 
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(2, y +4) > xy + J, es la operación K en K/J. Observemos, que 
el epimorfismo canónico nun: K —K/J, siendo homomorfismo de 
K-módulos, cumple la relación n (xy) = zy + J = x (y + J) = 
= zn (y). Si Y es un ideal por ambos lados, entonces, A/J es un 
nl yy resulta ser homomorfismo de los anillos: rn (xy) = 1 (2) Xx 
Xx ny 


La intersección NV; de cualquier familia de submódulos V, <= V 
¡ 


sobre K, es submódulo en V. En particular, la intersección de todos 
los submódulos, contenedores del conjunto dado 7' — V, leva al 
submódulo (T), engendrado por el conjunto T y compuesto de todos 
los elementos posibles del tipo x,t, +... Zip, donde 2:€ K, 
t, € T. Observamos, a propósito, que los elementos no nulos t,, ...- 

., a € V se llaman linealmente dependientes sobre K,sixmit +... 
«+ ¿at =0, donde no todos los zz; = 0. El submódulo, en- 
gendrado por la familia (V,, ..., Vm) de submódulos V;, se llama 
suma er mismos y se designa del modo habitual: N V,= V,+. 

. + 

El módulo V sobre XK, engendrado por un elemento único b, se 
lama cíclico. El tiene la forma Y = Kv = (zu |z E K), donde 
v E V, y es análogo del grupo cíclico. En particular, el módulo cíclico 
«XK = K-1 (véase el ejemplo 4) es análogo del grupo (£Z, +). 

SiV=KXKu +... + Kbu,, es la suma de un número finito de 
módulos cíclicos, entonces, el módulo V se llama engendrado finito, 
o K-módulo de tipo finito. 

Se comprueba fácilmente, que la aplicación 2-> z v es homomor- 
fismo de los módulos «X — Kv. Su núcloo Ann (v) = Ánn (v) == 
= (€ XK |zv =0) es un ideal por la izquierda en K llamado 
anulador (o torsión) del elemento v. De este modo, Kv =x X/Ann (v). 
El elemento v E V, con Ann (uv) > O, se llama periódico. El módulo, 
todos los elementos del cual son periódicos, también se ilama perió- 
dico. Si el módulo V no contiene ningún elemento periódico no nulo, 
entonces, se dice que V es módulo sin torsión. 

Se denomina anulador (o torsión) del K-módulo Y, el conjunto 


Anp(V)=(28€K | aV =0) = N Ann (v). 


Se dice que un módulo es exacto, si Ann (V) = 0. 

Á ostog mismos conceptos podemos llegar por otro camino. Sea 
V (x) el conjunto de los elementos v € V anulados por el elemento 
z E K. Si K es un anillo íntegro, entonces, V (2) + V (y) < V (zy), 
y tiene sentido el concepto de subméódulo de torsión Tor (V) == 


= 2 (x). En el caso de la igualdad Tor (V) = V, se dice que V 


es módulo de torsión. Si Tor (V) = 0, entonces, nuevamente llegamos 
al concepto de módulo sin torsión. 
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Ejemplos característicos de módulos periódicos: a) todo grupo 
abeliano finito (módulo periódico de tipo finito sobre Z; torsión 
má, o, simplemente, índice del grupo m); b) el módulo V.4 sobre 
PX ], asociado con el operador lineal 4 (véase el ejemplo 3; la 
torsión, es el ideal principal, engendrado por el polinomio mínimo 
del operador 4). 

TROPOSICION 1. Ann (V) siempre es un ideal por ambos lados del 
anillo K. Haciendo (x + Ann (V)) v = xv, le proporcionamos a V 
la estructura de (K/Ann (V))-módulo exacto. 

DEMOSTRACION. Hagamos A = Ánn (Y). Es claro, que Á es un 
subgrupo aditivo en X. Luego (xax') v = xa (1'V) = (za) yv = 
= zx (av) = x-0 =0 para cualesquiera x, 7" € K.a€ A, v€V, de 
donde se deduce, que KAX < A, o sea, Á es un ideal por ambos la- 
dosen XK. Siahlora, 7 +A =2 a ÁA, entonces, r — 77 € A, de don- 
de, (1 — xv =0,Ó xv = 1%. Por lo tanto, (1 + Ao = (12 + AJv 
o sea, la operación del anillo cociente X/4 en V está definida correc- 
tamente. Es fácil comprobar, que respecto a esta operación, V es 
K/A-módulo. Finalmente, 

(zx + Á yy =0>u+AÁ € Andk;a (Y) > xV =0=>xE€4s. 
En consecuencia, sólo el elemento nulo en K/A anula V. PP 

De la proposición 1 se deduce, que el anillo cociente X/Ann (V) 
es isomorfo a] subanillo del anillo End (V) (véase el ejemplo 2). 

Si V, W, son dos K-módulos, entonces, el conjunto Hom x (V, W) 
de todos los homomorfismos /(-lineales 0: V —>W, resulta ser 
grupo abeliano respecto a la operación de suma corriente de los ho- 
momorfismos: 

(a + 7) (10) = o (20) + 1T (20) = zo (v) + 27 (0) = 
= z (0 (1) + 7 (0)) = zx ((0 + 7) (0). 
Para los módulos V, W, sobre el anillo conmutativo X, el conjunto 
Homx (V, W) resulta ser K-módulo, si, como z0, EEK, a€ 
€ Homx (V, W) se entiende la aplicación v —» x= (a (v)): 
(10) (yv) = 2-0 (yv) = zx (yo (v)) = (xy) (a (v)) = 
= (yz) (0 (v)) = y (zo (0)) = y ((x0) (v)). 

Cuando W = V, el conjunto End y (V) = Homy (V, V) es un 
anillo; sirve de multiplicación la composición natural de XK-ho- 
momorfismos por (porn) (20) = p(y (20) = ep (ap (1) = zp X 
X (y (0) = z ((q «. y) (v)). Hay que tener en cuenta, que al consi- 
derar V como grupo abeliano aditivo, escribimos Endz (V) y, hablan- 
do en general, Endx (V) es subanillo propio en Endx (V). En caso 
de espacio vectorial V sobre el campo XK, habitualmente se escribe 
XL (V) = Endx (V), lMdamándolo anillo (o álgebra) de operadores 
lineales. 
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El anillo Endx (V) de K-ondomorfismos del módulo V también 
es llamado centralizador del anillo K en V. Su papel es especialmente 
destacado en el caso de módulos irreducibles (o primos). El módulo V 
sobre el anillo X se denomina irreducible, si: a) V 0; b) O, V, 
son los únicos submódulos en V, y c) KV 3£ 0 (esta condición se cum- 
ple automáticamente, si K contiene la unidad). Es claro, que el 
K-módulo V % 0 es irreducible si, y sólo st, V = Kv es módulo cíclico 
para cualquier v 350 de V. 

PROPOSICION 2 (lema de Schur). Si V, W, son dos K-módulos 
irreducibles, y o es K-homomorfismo no nulo de V en W, entonces, 
o es isomorfismo. Luego, End y (V) es un anillo con división (cuerpo) 
para cualquier K-módulo V irreducible. 

DEMOSTRACION. Véase e] $ 4 del cap. 8, donde este mismo lema 
de Schur (teorema 1) está demostrado para los G-espacios irredu- 
cibles. 

2. Módulos libres. Llamamos K-módulo V (interno), la suma 
directa de sus submódulos V,, ..., Vn, si V=V,+...+V, y 


V:iN2/V,=0, para ¿=41, ..., n. En otras palabras, V= 
i 


A 
=VY.B... O V, (notación de la suma directa de submódulos), 
sí cnalquier elemento v € V se escribe de un modo único en forma de 
combinación lineal v=vw,+... +0rn, v¿€ Vi. La suma directa 
exterior de K-módulos U,, . . ., v, se determina evidentemente (como 
en el caso de anillos) con la operación zx (U,, . . ., Un) = (ZU, ... 
. +» TUN) del elemento E K en la fila (01, .. ., Up), v1 E Vy. 

Sean, luego, V, un K módnlo, y fv,, . . ., Un), un subconjunto 
finito en V. Se dice, que (v,. .- -, Un) engendra V libremente, si 
V = Ko, +... + K0,, y cada aplicación p del conjunto (u,, ... 

., Uy en algún K-módulo W, se continúa hasta el K-homomorfis- 
mo q: Y > W, de modo tal, que y (v;) = (1), 1<iZ n. 

El módulo V sobre X, libremente engendrado por cierto subcon- 
junto (fv;, .. ., Un), se llama módulo libre, y f0;, ..., Un), es su 
base (libre) sobre K. 


PROPOSICION 3. Son equtvalentes las afirmaciones: 

(i) el conjunto [U0,, .. ., V,) engendra V libremente; 

(1i) el conjunto (v,, ..., Un) es linealmente independiente 
y (Ur, ... ., Un? = v; 

(111) cada elemento v E V se escribe unívocamente en la forma v =- 
= 2 Ey, 2,1 E K; 

(iv) V =Xv,0... O Kb, es una suma directa, y Ann (uv) = 0; 

(vy V=*K0...0 yK es la suma directa de n ejemplares 
xK (de este modo, el K-módulo libre de rango n en relación a la base 
[01, . - ., Un) es isomorfo al módulo K” de las filas (x,. ..., 1,) de 
longitud n con componentes zx; € K). 

DEMOSTRACION. Esta es cercana a los razonamientos expuestos en, 
260 
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el capitulo 2 para los espacios lineales sobre un campo, pero hay que 
tener cierto cuidado, ya sea en relación con la no conmutatividad 
del 8 K, o bien con la existencia de elementos no invertibles 
en K. 

Se tienen ejemplos suficientemente complejos de anillos no con- 
mutativos con X” ex K” para m 3 n, pero los anillos conmutativos 
en este sentido se comportan bien. 

PROPOSICION 4. El rango de un módulo finito engendrado sobre el 
anillo Entegro K, está determinado unfvocamente. 

DEMOSTRACION. Sean, (Vi, . . -» Un), fs, - - -» Um) dos bases del 
módulo libre V sobre K. Entonces 


=D n 

a 
Vj= a; U, = DB, ¡Ux> 
J Pa 111 ; 2 RiCkh 


En virtud de la conmutatividad de X, para las matrices A = (2;,,) y 
B = (br do dimensiones m X n y n X m respectivamente, se ob- 
tienen las relaciones 

AB =Em, BA =E,. 


Incluyendo XA en el campo de relaciones Q (XK), obtendremos, median- 
te el teorema 4, $ 4, cap. 2, (cierto para cualquier campo y no sólo 
para R), que min (e, m) => m, min (2, m) > nm, de donde, m = n. 
Agreguemos, que el caso m < co, n = oo es imposible, por cuanto 
en las expresiones de u, sólo hay un número finito de elementos 
básicos vs, que engendran libremente todo el módulo V. 

OBSERVACION, En caso de un anillo conmutativo arbitrario K 
con unidad, se obtendrá el mismo efecto si se elige en K cierto ia 
máximo J y se pasa al campo K/.f. Obviamos los detalles. 


Observemos que, a diferencia de la situación en los espacios vectorlaflos, 
el conjunto engendrador del K-módulo libre, tomado arbitrariamente, no 
contleno necesariamente la hase del módulo Por ejemplo, dos números primos 
distintos p, q, slempre engendran q?» por cuanto up + vq = 1 para algunos 


“, DE Z. Pero, (fp, q) no es la base, puesto que p-q —q-p "== 0, y Zp, 
Zq son submódulos propios en z2. 


Ej papel de los módulos libres está programado en la definición 
de los mismos. 
TEOREMA 1. Cada K-módulo de tipo finito, es imagen homomorfa de 
un K-módulo libre de tipo finito. 
n 


DEMOSTRACION. Sea U=Z Ku,, un K-módulo engendrado por 


n elementos u;, . . ., Un- Tomemos un K-módulo libre V con base 
Lo - » «y Un). Su existencia está garantizada por la proposición 3 (v). 
a aplicación q: v; —> u; es continuada, en correspondencia con la 


definición de módulo libre, hasta el K-homomorfismo p; V >U. 
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La imagen Im y contiene el conjunto engredrador de módulo Y y, 
por lo tanto, todo el módulo U. [A 


No siempre el submódulo de un módulo libre es también líbre, incluso si 
es un sumando directo del módulo. He aquí un ejemplo sencillo. Sean XK = 
= Za U= XK (2+ 62), Y = K (3 + 62). Entonces, K = U O V es suma 
directa de log K-módulos U, V, uinguno de los cuales es libre: | K | = 6, al 
mismo tiempo que | U| = 3, | V] = 2. 


TEOREMA 2. Sea V = Kv, 9 ... O Kv, un módulo libre de rango 
n sobre el anillo K de los ideales principales. Entonces, cada uno de 
sus submódulos U resulta de rango libre m < n. 

DEMOSTRACION. Sea al principio n = 1, o sea, V <« K. Cualquier 
submódulo U — V es isomorío al ideal en XK, y, en consecuencia, 
U e (u) = Ku. Si u =0, entonces, U = 0 (el submódulo nulo 
puede considerarse módulo libre de rango nulo). Si u + 0, entonces, 
au 3 0 para todo 0 <a E K, por cuanto X es un anillo íntegro. 
Por lo tanto, U es un módulo libre (cíclico) de rango 1. Cuando n > 1, 
razonamos por inducción. Consideremos en V el submódulo libre 
V=Kv,0... 8 Kv, de rango n—4d. El módulo cociente 
V = VIV” es libre, con generador cíclico v, =0, + V”. El contiene 
el submódulo U = (U + VO/V”. Si U =0, entonces, UC Y” y, 
por lo tanto, la afirmación del teorema es cierta por presupuesto de 
la inducción. Pero, si U +0, el razonamiento expuesto más arriba 
para el caso n = 1, muestra, que U posee el generador cíclico 1, = 
= u, + V”, donde u, € Ú. Si además UY f V”' = 0, entonces, u € 
EU>úÚú=u+VEU=>U=AQui,, 0a4€K>u-—auev => 
=>u = ayu, > YU = Ku,, es un módulo libre de rango 1. 

Sea, finalmente, U ()V' +0. Por inducción, el submódulo 
U fi V' del módulo libre V” de rango n — 1, posee la base libre 
fa» - - -» Um), donde O <m-—i<n-— 4. Repitiendo casi lite- 
ralmente los razonamientos efectuados más arriba, nos convencemos, 
de que (u,, Us, . . -, Um) es K-base libre para U. Efectivamente, 


utU>Si=u+VEU>ú=ajú,, a, EK => u — qu, € 
EU NV => u — ayu, = lglo FF... + Qnllip > u = qu; + 
+ alla TT... + Op, M< MN. De acuerdo con la proposición 3 


(ii), es necesario convencernos de la independencia lineal de los 
generadores Us, ..., Um. Pero, »)7,U,=0>2,4,=-—  x,u¿=0 
150 


en Y. En consecuencia, zx, =0, por cuanto Us ea base en Y, y, COMO 
(ug... Um) es base libre en Uf) V”, entonces, zz us+... 
..».Zmlim =0=>%=... = £m = 0. 

COROLARIO. Cada submódulo de un módulo de tipo finito sobre el 
antllo de los ideales principales, es módulo de tipo finito. 
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DEMOSTRACION. Se deduce de los tevremas 1, 2 y del segundo teo- 
rema sobre el isomorfismo (teorema sobre la correspondencia entre 
los submódulos). 


No es tan difícil obtener la descripción completa de los módulos de tipo 
finito sobre el anillo X de los ideales principales. Sin embargo, los principales 
factores que habitualmente estimulan tal descripción (módulos periádicos 
sobre Z y sobre P [X]; véanse los ejemplos 1 y 3), han caído (véanse, $ 5, cap. 7 
y el O): y la demostración de la única concepción modular de distintos 
géneros de problomas, puedo hallarse en el listado de literatura complementaria. 


3, Elementos enteros de un anillo. Sea K un anillo integro. El 
elemento t € K se llama entero (entero sobre '£), si t es raíz del poli- 
nomio unitario X” + a,X*-" 2 ..,.+u,€Z[X) En el caso 
cuando Xi es una ampliación algebraica finita del campo Q, o XK es 
un campo, engendrado por todos los números algebraicos complejos, 
se habla sobre rúmeros algebraicos enteros, referiendo a ellos, natu- 
ralmente, todos los elementos de Z. El ejercicio 9, $ 4, cap. 6, 
muestra, que el número racional 1 es algebraico entero si, y sólo si, 
tEZ. Si, luego, ayu” + aut At... +a, =0, a,€Z, entonces, 
(ajuy"+ aya, (aqu) +... +aja, == 0, y esto significa, que cual- 
quier número algebraico, multiplicado por el elemento adecuado a, EZ, 
se transforma en número algebraico entero. 

Recurriendo al caso general, observemos, pue K es cómodo inter- 
pretarlo como 7.-móádulo. Cualesquiera elementos t,, to, ..., tn EK 
engendran en K el submódulo Xt, + Kt2 +... + Kt, de tipo 
finito. Si, en particular, tes un elemento entero, y? Fajiitli+... 
..- +0, =:0, 2,¡€ 7, entonces, el subanillo Z(t]< K resulta 
Z-módulo de tipo finito, por cuanto Z [1] =Z1+Zit+... 
...-EZ(P-1, Recíprocamente, sea Z [£l un Z-módulo de tipo 
finito con generadores v,, .. ., Ut, € K. Entonces, las relaciones 


Vy + OntUi + Aja HF... +Gita, 1<i<m, 


con matriz A :— (a;,) € M,, (2) llevan a la conclusión, que el sistema 
lineal homogéneo 


(1 — 11) X, — Giga — . . - — Qintn = 0, 
— Ay ¡Ly — Ong — «4 (l— Qpn) Zn > 0, 


examinado sobre el campo de relaciones Q (XK). tiene solución no 
nula (2,, .- ., 2.) =— (Vr, . - «, Un) (no todos los v; = 0, por cuanto 
4 € Z [tl). listo significa, que el determinante del sistema es igual 
a cero (véase ol cap. 3) y t es raíz del polinomio unitario f (T) = 
= det (7£ — A). Hemos demostrado, que el elemento t € K es entero 
si, y sólo si, el subanillo £ (1) < K es Z-módulo de tipo finito. 

TEOREMA 3. Los elementos enteros del anillo K, forman en K un 
subanilla. 
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DEMOSTRACION. Sean u, VE K, elementos enteros. Entonces, 


Z lu, v]=. A Zutvi es Z-módulo de tipo finito. Como Z es un 
IZn, IZSim 

anillo de ideales principales, el corolario del teorema 2 (o una com- 

probación inmediata) muestra, que los submódulos Z fu — vu], 

Z. (ur] también son Z-módulos de tipo finito. De acuerdo con el 

criterio expuesto más arriba, los elementos u — v, uv, deben ser 

enteros. 

EJEMPLO. La raíz e de cualquier potencia de 1 es, evidentemente, 
un número algebraico ontero. Según el teorema 3. las combinaciones 
lineales de números enteros de las raíces de 1 también serán números 
algebraicos enteros. En particular (véase la demostración de la 
proposición del $ 4, cap. 8), los valores Ye (g), 4 € G, del carácter 
%0 de cualquier representación lineal UD sobre € del grupo finito G, son 
números algebraicos enteros. 

4. Suceslones unimodulares de polinomios. Sea K = PIX,,..., 
«+. «, X,] un anillo de polinomios de » variables sobre el campo P. 


La sucesión [f,, . . ., f,) de r polinomios f, € K se denomina unimo- 
dular, si Kf, + Kf. +... + Kf, = K, es decir, 
A E E (1) 


para ciertos u¿€ K, 1 <i<r. Sea, luego, V un módulo de tipo 
finito sobre K. En relación con ciertas cuestiones delicadas de la 
geometria algebraica, el matemático francés J. P. Serre (año 1955) 
formuló la hipótesis: 

VokK'=k")>VeRBK, 
a la que se le otorgó la siguiente forma elegante: «toda relación (1) 
puede ser escrita en forma de igualdad 


hi fe ... fo 
Ua Uzg -«.. Url_4 (2) 


Ur; Uro ... U» y 


para los u¿y € K adecuados». 

Esta afirmación, pese a su aparente sencillez, fue demostrada 
recién en el año 1976, en forma independiente por A. Á. Suslin (URSS) 
y D. Quillen (E£.UU.), aunque el caso particular 2 -: 4 se le adju- 
dica a Ch. Hermite (1848). [5] caso general es más justo. 

TEOREMA 4. Sean, Uy, Aa, - - ., Gp (r >2) los elementos distintos 
de cero del anillo K de los ideales principales, y d = m.c.d. (8,, ..., 

- «y Gp). Entonces, existe la matriz A € 4, (K) cuya primera fila 
es (4,, Az, -. ., 4) y su det 4 = d. 
DEMOSTRACION. Nos basamos en los resultados, formulados al final 


del p. 1 del $ 2. Para r = 2, escribiendo d en forma d = ua, = 
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To... + uds conu¡E XK, inmediatamente hallamos la matriz 
requorida: 
di az 
ÁA= 
—U Uy 


Utilizando ahora la inducción con respecto a r, representamos a d = 
=- m.C.d. (A), ..., 4,-1) (en la forma d' =- det A”, donde A' € 
EM, (K) es una matriz con primera fila (a,,..., €,.y). Como 
d=m.c.d. (d, «a,), entonces, d' = ud'  vta,. Introducimos la 
matriz 


PAFTLRAGOCIVIAABI rr rr PA IA ass mor o 


De primera fila de la matriz A € M, (K) sirve (a;, 23, + - ., Or). 
Descomponiendo el det A por los elementos de la última columna, 
hallamos 


det A = u det 4* 4- (—1)"*la, det 4” — ud” + ay ( -1)”*! det A”, (3) 


donde A” es la matriz que se obtiene de A eliminado en ésta la pri- 
mera fila y la última columna. 

Por otra parte, si se multiplica la primera fila de la matriz A” 
por —v, y se coloca el producto en el último lugar en A”, conservan- 
do el orden de las restantes filas (lo que se logra mediante permuta- 
ciones sucesivas), entonces se obtiene la matriz A””, que aparece en 
el caso en que multiplicamos la última fila de A” por d”. Esto significa 
que, 


d' del A” = det 4” = (—1)-1 y det A” «== (—1)-1 vd”. 
Reemplazamos con esta expresión en la relación obtenida de (3) 
al multiplicar ambos miembros de ella por d”: 

Y det A =u (4 Y + a, (1) d' det A” = 
= 4 (E 4a (Ay (1 dv = d' (ud' + va,), 
y, simplificando d', llegamos a la representación requerida 
d = ud' + va, = det A. ll 


Para n > 1 la idea fundamental consiste en el estudio de la acción 
del grupo GL (r, P[X,, .. ., Xn-1J) en el conjunto de las sucesiones 
unimodulares y en los razonamientos que utilizan la inducción se- 
gún n. La demostración puede encontrarse en el artículo original 
(Cycamu A. A., ll poekTHBRHO MOAY AH BAH KOMbNOM MHOTOTINGHOB CBO- 
6onubl, JHAH CCCP, 229, Ni5 (1976), 1063-1066) (Suslin A. A., 
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Módulos proyectivos libres sobre el anillo de los polinomios) o por la 
intervención en el seminario de N. Bourbaki (Ferrand D., Sém. 
N. Bourbakí, 28 gme année, 1975/76, Juin 1976). La exposición 
es muy sencilla. Acerca de las dificultades para lograr esta demos- 
tración, se puede juzgar por una intervención anterior en el semina- 
rio de N. Bourbaki (Bass H., N. Bourbaki, 26 ¿me année, 1973/74, 
Juin, 1974). En la literatura indicada se encuentran planteos de 
problemas no resueltos. Todo este círculo de cuestiones es muy inte- 
resante para las discusiones en los seminarios especializados. 
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1. Definición y ejemplos de álgebras. Hasta ahora no dimos gran 
importancia al hecho de que casi todos los anillos que conocemos 
tienen a un mismo tiempo estructura de espacio vectorial sobre un 
campo. 

DEPINICION. Se llama álgebra (o álgebra lineal) sobre el campo P, 
al par constituido por el anillo (4, +, +) y el espacio vectorial A 
sobre P (el conjunto básico A del anillo y el espacio vectorial, es lo 
mismo; también son idénticas las operaciones de suma + y el ele- 
mento nulo 0). Además, 


A (xy) = (Ax) y = z (Ay) 


para todo 4 € P, x, y € 4. El álgebra se llama asociativa, si es aso- 
ciativo el anillo (4, +, »). La dimensión del espacio vectorial A 
sobre P, también se llama dimensión del álgebra A. 

A las álgebras se trasladan, con puntualizaciones insignifican- 
tes, los principales conceptos de la teoría de anillos. Así, se consi- 
dera subálgebra del álgebra A, cualquier subanillo B< A, que sea 
a un mismo tiempo subespacio del espacio vectorial A. Si T es un 
subconjunto en A, entonces, la subálgobra P [7] engendrada por él, 
es la intersección de todas las subálgebras en A, contenedoras de 7. 
Análogamente se definen los ideales y las álgebras cocientes respecto 
a ellos. De homomorfismos de álgebras sirven los homomorfismos de 
anillos que, a un mismo tiempo, son aplicaciones P-linenles. 

El centro Z (4) del álgebra asociativa Á se define como el conjunto 
de todos los elementos a € A, permutados con cada elemento de A: 
a EZ (A) <> ax = za, Vr € A. Evidentemente, (a — a) z = az — 
—0xr=x0—ux0=zxla —a'), (aa) zx =0a (a 1) =a (za') = 
= (ax) a” =x (00), (a) x = 4 (az) = 4 (za) = z (a), para todos 
los a, a” EZ (A), A € P. Por eso, el centro Z (4) es subálgebra en A. 
La igualdad Z (4) = A tiene lugar si, y sólo si, A es un álgebra con- 
mutativa. 

Si A es un álgebra asociativa con unidad 1, entonces, inmediata- 
mente se comprueba, que 4-1 € Z (4), además, la correspondencia 
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A 2-1, VAEP, determina la aplicación monomoría de P en A. 
En este sentido, se puede entender como álgebra A, el anillo A junto 
con ol subcampo separado, contenido en el centro Z (4). 

Pongamos algunos ojemplos de álgebras. 

1) La ampliación F> P de grado finito [F : Pl del campo P 
es, evidentomente, un álgebra asociativa y conmutativa (con uni- 
dad) de dimensión finita dimp £ = [F' : Pl]. Hemos utilizado ya 
este hecho en e) $ 1. 

2) El anillo de los polinomios K = P [X,, ..., X,] con coefi- 
cientes en cl campo P tiene la estructura natural de un álgebra aso- 
ciativa, conmutativa, infinitadimonsional, sobre el campo P. Obser- 
vemos, que 


K=KXK,0K,0X,0... 


es la suma directa de subespacios vectoriales finitodimensionales K y 
de polinomios homogéneos de grado m(K, = P), siendo KK, 
CS Ki+j Las úlgcbras de tipo semejante, se llaman graduadas. 

3) El álgebra conmutativa Xp (G) con unidad %X,, engendrada 
sobre C por todos los caracteres del grupo finito G, tiene la dimen- 
sión r, igual al número de clases de los elementos conjugados en G 
(teorema 2, $ 7, cap. 8). 

4) El anillo M, (P) de las malrices cuadradas de orden nr con 
coeficiontes en el campo P, es un álgebra de dimensión n? sobre P. 
Los elementos básicos ([(E£,,|i, j=1, 2, ..., nj del álgebra 
M,, (P) se multiplican de acuerdo con la regla E¡E£ ¡yy =6.E;, 
De acuerdo con el levrema 3, $ 3, cap. 2, el centro Z (M, (P)) —= 
= (AE) = P. 

El álgebra asociativa A con unidad, se denomina simple central 
sobre el campo P, si Z (4) =P y en A no hay ideales por ambos la- 
dos, distintos de Y y A. 

PROPOSICIÓN 1. M., (P) es un álgebra central simple. 

Sea Y un ideal en M, (P) diferente del nulo, y sea 


0O%a=> aji Ed. 


Si as 50, entonces, Es; = ax Es, :0-Er, E Y para cualesquiera 
s, t=4,.... »n y, por lo tanto, Y = M, (P). 

Una afirmación análoga es legítima para el álgebra matricial 
completa M,, (D) sobre el cuerpo arbitrario D. El extraordinariamen- 
te importante teorema de Vedderbarn (en un contexto más amplio, 
teorema de Vedderbarn—Artin) enuncia que, recíprocamente, todo 
álgebra simple, asociativa y finitadimensional sobre el campo P, es 
isomorja a M., (D), donde el mímero natural n está determinado untvoca- 
mente, y el cuerpo D (que es un álgebra de dimensión finita sobre P) con 
exactitud hasta el isomorfismo. 

El álgebra matricial “M, (P) posee también la propiedad univer- 
sal siguiente. 
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PROPOSICIÓN 2. fodo álgebra usociativa n-dimensional A, sobre el 
campo P, esisomorfa a cierta subálgebra en My (P), donde: En +1. 

DEMOSTRACION. Consideraremos que Á es un álgebra con 1 y la 
incluimos en M, (P). Con este fin, a cada elemento « € A le pone- 
mos en correspondencia el operador lineal L,¿: z— az cn el espacio 
vectorial A. La linealidad de £, es consecuencia de la bilinealidad 
de la operación de multiplicación en A. Como, evidentemento, 
Laa = Nas Lo+b = Lo + Lo, Lo» == LL, (lasociatividadi) y 
L, = €, entonces, la aplicación q: a > La os un homomorfismo. 
Su inyectividad se asegura debido a la existencia del elemento unidad: 
a0>£,¿1=a 41 =a, L,¿=3<0. 

Soa ahora Á un álgobra sin unidad. Incluyamos en la considera- 


ción el espacio vectorial A = P OQ A y definemos sobre el misimo la 
multiplicación, haciendo (A, a) (4, a) = (MA, aa! -- a" + Ma). 


Se comprueba fácilmente, que con esta ley de multiplicación Á re- 
sulta álgebra sobre P con elemento unitario (1, 0). 


Como dimp 4 = dimp A+rti-2n+ 4, entonces, el rozamiento 


anterior permite incluir A, y, conjuntamente, A cn A, +, (P). 

No es difícil observar una similitud total en las demostraciones de 
la proposición 2 y del teorema de Cayley para los grupos finitos. ln 
ambos casos se utiliza una representación regular. En forma más ge- 
neral, se entiende como representación del álgebra A sobre P, cualquier 
homomorfismo A —>%L (V) = End» (V), donde P>P es cierla 
ampliación del campo P. En otras palabras, el espacio vectorial 
V sobre F es abastecido de una estructura de 4-módulo por la izquier- 
da, en el sentido de las definiciones del $ 3, además, 


Qx)-v = x> (Ay), VAEP, TEA, VEV. 


Eligiendo en V alguna base, llegaremos, como en el caso de los gru- 
pos, a la representación matricial A — M, (F), donde r = dim» (V). 

2. Algebras con división (cuerpos). Como muestra el teorema de 
Vedderbarn, formulado más arriba, el estudio de las álgebras con 
división és una parte constitutiva importante de la teoría estructural 
general de las álgebras asociativas. El lema de Schur (proposición 3, 
$ 3) también confirma esta consideración. Antes de exponer algunos 
resultados sobre las álgebras con división, nos detenemos en una 
afirmación auxiliar. 

PROPOSICION 3. En el álgebra asociativa A (con elemento unidad 1) 
de dimensión n sobre el campo P, cada elemento nE A es raíz del poli- 
nomio f.EPÍX] de grado < n. El elemento aE€ A us invertible con 
exactitud, cuando f, (0) + (0). Si en A no hay divisores de cero, en- 
tonces, A es un álgebra con división. Si el campo P es algebralcamente 
cerrado, entonces, n = 41, A = P, 
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DEMOSTRAciON. En virtud de que A es finitadimensional, los 
elementos 1, a, a*, ... no pueden ser todos linealmente indepen- 
dientes sobre P. Por lo tanto, existe un polinomio unitario f, (X) = 
= X*"+QX "724... +9m30 del menor grado m< n, con 
coeficientes a; € P, ta), que f. (a) = 0. Si ap 7 0, entonces, la 
relación fa (a) = 0, reescrita en la forma l — az (a? + a1ar=? + 
+... + Gm.) 4 = 4, muestra, que a es un elemento invertible. 
Recíprocamente, supongamos, que G € Á no es divisor de cero, pero 
Am = 0. Entonces, 


CE A E os 
. .. + Am-1 7 O, 
lo que contradice la minimalidad de f, (A). En consecuencia, Am £ 
2 0. En particular, todos los elementos en A, que no son divisores 
de cero, son invertibles. 

Si el campo P es algebraicamente cerrado, entonces, f, (X) = 
= (X —€1p)... (X —€m), c: € P, de donde, (a —c)b=0, b= 
= (a — Cy). . -(a — Cm) + 0. La ausencia de divisores de cero en 
A deja una sola posibilidad: m= 1 y a —e, =0, a = c,€P. Como 
esto es cierto para cualquier elemento ¿€ A, entonces, A = P. | 

Vemos, que las propiedades de las álgebras con división depen- 
den fundamenta lmente del campo básico P. Naturalmente, en todo 
tiempo las álgebras con división sobre el campo de Jos números reales 
R despertaron un interés especial. La existencia del campo € = 
= R +¿R daba motivo para la búsqueda de otros « sistemas hiper- 
complejos ». Estas búsquedas culminaron triunfalmente en el año 
a cuando Hamilton formuló su famosa álgebra de cuaterniones 
reales. 


ru 


tiempo fálgebra¡de los cuaternionus H). Formalmente, ee 
H=R+IiRH+ARAÍYRR, 
don “e ¿, 7, kjgson magnitudes que se multiplican de acuerdo, con la regla 
o pp =-4, ij=k=-—ji, jk=i=—kjik Ji ¡== — ik. 
El elemento z = «y + Qxi + a+ yk € H se llama cuaterntón. Se comprueba, 


inmediatamente, que H es un álgebra asociativa con centro Z (H) = R. Pero, 
es más conveniente examinar primero el modelo del álgebra H-comjunto C 


b 


a 
— a 
El ejercicio elemental de las operaciones con matrices muestra que O (1) es 
un anillo con división. Un ejercicio análogo se analizó en el N 1, cap. 5 cuando 
se introdujo el campo C. Sólo es necesario recordar, que la multiplicación O (H) 
no es conmutativa. Jo acuerdo con las reglas de cálculo de la matriz inversa 


a blj-1 


—b a 


a, db, el c] c My (C) 


Dl (M= | 


si 


b a 


a] $71 
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donde 


$ = det =a0+bb (H6 cuando a EU 6 d=£U). 


0 1 
—1 0 


. %= 


—b a 
A propósito, de aquí se deduco, que el grupo multiplicativo DY (H)* = P (iy, (0) 
contiene un subgrupo, isomorío a SU (2) (véase $ 1, cap. 7). 
Haciendo 
1 0 ¿ Ú ml 0d 
da = 0 ,l q 0 De » 4= i NE 
observamos, que 
ad = —qo; 8% 0; 9191 = 4a = —Qag1, daa = q1 = 
= 99003, 4391 = a " —Q1930 

Se comprende, que la aplicación D : H > O (H), definida por la relación 
1 -—— Yo ¿n> q] => 49, X > q5, es una representación bidimensional sobre € 
del álgebra de los cuatorniones H. Con esto, al cuaternión x le corresponde la 
matriz 
w a b 

Dy n - == Lodo Y 191 Ada Tam 
donde a = Zp + la], b=a, + 14), det —Í. Las unidades cuaterniones 
¿, j, k, engendran en H* el grupo, conocido por nosotros de los cuaterniones 


Qa, de orden 8, yla limitación O | qu 20s brinda su representación bidimensional 


irreducible (véase el final del $ 3, cap. de ] 

_ Para cada cuaternión z = d%, + ayi 4- Aj + agk está definido el cuator- 
nión conjugado x* = «y — %1¿ — %yj — Agle (análogo dol número complejo 
conjugado). 

La oporación de conjugación tiene las evidentes propiodades siguientes: 


E+y erp" 12=2E65ER:x*=-=-—-r=>0=0 


Iafes un ”“cuaternión «puramente imaginario»). El producto zz* = N (x) se 
lama norma del cuaternión z. Con ayuda de la correspondencia ¿D se hace Ínme- 
diatamente claro, que (ry)* = y*z* y N (xy) = N (4) N (y), además, N (2) = 
== det Q (2) = aj + aji+ as + ajo 


El lugar ocupado por los cuaterniones, se revela bien por el teo- 
rema siguiente de Frobenius. Sobre el campo R existen solamente tres 
álgebras asoctativas 'finttadimensionales con división: R, € y H. Para 
la demostración (en la que no nos detendremos) es esencial, que el 
polinomio mínimo f, (X) de cualquier/elemento ) —+€ R del álgebra 
con división D sobre R debe ser cuadrático (véase la proposición 3 
y el teorema 1, $ 4, cap. 6). 

Hace relativamente poco, en base a razonamientos tupológicos 
profundos, fue demostrado, que sobre R todo álgebra finitadimensio- 
nal con división (no necesariamente asociativa) tiene una dimensión 4, 
2, 4 u 8. Todas las posibilidades se realizan. 

Hace más de 70 años, un buen resultado sobre cuerpos finitos fuo 
obtenido por Vedderbarn, el mismo tiene un significado fundamental 
para la geomotría. liste teorema, directamente relacionado con el 
contenido del $ 1, lo demostraremos ahora. 
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TEOREMA 1 (Vedderbarn). Cada anillo finito asociativo con división 
es conmutatiro. 

DEMOSTRACION. Sea D un anillo finito con división, Z su centro. 
Evidentemente, Z es un campo y D un espacio vectorial de dimensio- 
nes finitas sobre 2: 


D=Ze + Ze+... + Zén. 


De acuerdo con los resultados del $ 1, Z =[F, para cierto q = p”, 
así que | D | = q".Sea, luego, zEDNMZ. Los elementos permutados 
con x= forman el conjunto C (x) = [y ED | yx = xy), cerrado con 
respecto a las operaciones de suma y multiplicación. Con otras pala- 
bras, € (7) es una subálgebra con división en D, contenedora de Z. 
Si Pi es el número de clementos en C (x), entonces, d = d (x) es divi- 
sor de n, d< n, por cuanto, interpretando D como espacio vectorial 
por la izquierda 


D=CUDA+...+C (DÍ 


sobre C (1), tenemos q" = ]C (2)  = q. Observemos ahora, «(que 
Z* es el contro del grupo multiplicativo D*, y que (q"” — 1)/(q* — 1) = 
= (D* : C (x)*) es el número de elementos conjugados con zx en DY. 
Por eso, la fórmula (2), $ 2, cap. 7, toma la forma 


Pt=1K*1=(1—0+ E» (>) 


donde d recorre cierto conjunto de divisores de rn, menores que ». 
Las propiedades del polinomio circular (P, (X), establecidas en el 
$ 1, muestran (véase el ejercicio 6, $ 1), que el número entero D,, (q) 
divide tanto q” — 1, como también (g” — 1)/(g* — 4), para din, 
d< kn. En este caso, según (*), D, (9) | (q — 1), y esto implica la 
igualdad n = 1 (véase el ejercicio 7, $ 1) y por lo tanto, la conmu- 
tatividad D = Z. 

3. Algebras grupales y módulos sobre ellas. En relación con la 
representación regular del grupo finito G en el $ 1, del cap. 8 se in- 
trodujo un espacio vectorial (e, |£ €G)x sobre el campo K. Transfo5- 
mamos ahora al mismo en A-álgebra, haciendo €e¿£, = €gn y exten- 
diendo esta regla respecto a la linealidad, a los « vectores » arbitra- 


rios Da gey, %¿ € K. Para simplificar, habitualmente se reemplaza la 
escritura de e, por g y se examina el conjunto K [G) de todas las sumas 


formales posibles Mag, a, € K. Por definición, >ajg = 28,8, <> 
<=> Oy: Pg, VEG. Las operaciones sobre las sumas formales 


Z ase + 2 Pre=2 (+ Be) 8» 
A (5 ae) + 2 2Las8, 
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E 28) ¡92 Bah) == 2 agBrgk =>) Yuu, 


1 
donde y, = >) agPgrtu (1) 
8 
dan en K (G] una estructura de álgebra asociativa. Es aceptado deno- 
minar K (G) álgebra grupal del grupo finito G sobre el campo K. Los 
elementos básicos del espacio K [Gl sirven de sumas formalos 1-g, 
£g € G, identificables con los elementos y € G; dimx A 1G] = |G |. 
Así pues, el grupo G se considera incluido en el álgebra XK [G). El 
elemento unidad e€ G es unidad en K [G]. En el caso cuando K 
es anillo asociativo conmutativo con uvidad, se obtiene el anillo 
grupal K 1G)] del grupo € sobre K. 
Además, una estructura análoga es aplicable al grupo arbitrario 
G, no necesariamente finito, si se conviene en considerar solamente 
la suma 2Za,g con un número finito de coeficientes distintos de cero. 
Es también cómodo, interpretar a A = 2a,g como una función en 
el grupo G (con valores A (g) = %¿ en K), igual a coro en casi todos 
los lugares (o sea, con ua número finito de valores diferentes de cero). 
Con esto, a las fórmulas (1) les responden las operaciones de suma 
corrientes 


(As + 42) (2) = A, (8) +A, (8) 
y el paquete de funciones 
A43=A,+ Az, 4A3(u)»= 2 A, (8) Az (g71u). 


La teoría de los anillos grupales, es una extensa parte del álgebra, 
que tiene problemática propia, pero, para nosotros, K [G] es sólo 
una ilustración de conceptos generales, introducidos en los últimos 
dos capítulos. 

TEOREMA 2. Existe correspondencia biunívoca entre los K [Gl- 
módulos, que son subespacios vectoriales de dimensiones finitas sobre el 
campo K, y las representaciones lineales del grupo G. 

DEMOSTRACION. Sea ((D, V) una representación del grupo G. Con- 
tinuamos Q respecto a la linealidad en los elementos de X [G), de- 
finiendo 


D (3 2,8) = Y 29,0 (8), 


(Jajg)ov=>a,0(gv, VoEr. 


La operación o introduce en V la estructura K (G] — módulo en la 
acepción corriente de esta palabra. Observemos, que 


(2 0,6) > (10) =3 0,0 (2) (0) = Y agM0 (2) 0= 
=1(2 9,0 (8) v) =4((2 9,8) e v), 


y hacemos 
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a sea, la multiplicación por escalares en Y y en K [Gl] están coordi- 


nadas. El par (D, V) es natural ¡llenominarlo representante lineal 
del álgebra K [(G!]. 
Reciprocamente, si V es un espacio vectorial sobre X, que resulta 


ser módulo sobre K [G] con la operación (20,8, v) > ()a,g)o0, 


entoncos, haciendo 
0(2 978) v =(2, 28) > v, 
definimos el homomorfismo V:X [Gl —+ End y (V) (osea, la repre» 


sentación del álgebra X [G]), cuya limitación Dd = Ó | y sobre G, 
nos brinda la representación del grupo G. | 

En correspoudencia con el teorema 1, el espacio de la representa- 
ción V del grupo G frecuentemente es llamado módulo de la represen- 
tación del grupu G o, brevemente, G-módulo. Cambios terminológicos 
correspondientes, afectan a otros conceptos de la teoría de represen- 
taciones. 

Sean, luego, G un grupo finito, X = C, el campo de los números 
complejos. De acuerdo con los resultados del cap. 8, cada G-módulo 
irreducible sobre € (o sea, CT [G] = módulo) con carácter x; isomorfo 
a cierto ideal por la izquierda Y; del álgebra C [Gl (véase, en rela- 
ción con esto. el ejemplo 4, $ 3). Si dime J¿ = n;, entonces, € [G] 
contiene la suma directa A1 Y ¡0 ... 90Y:, n, de nr: ideales 
por la izquierda, de C [Gl-isomorfos JJ, = J; ,. Eligiendo un repre- 
sentante J, en cada clase de ideales isomorfos por la izquerda, 
podemos escribir la descomposición 

C[G] = 4,194.09... DA», (2) 
correspondiente a la descomposición de la representación regular del 
grupo G. Observemos, que cada uno de los componentes A, está 
determinado univacamente. 

Si ahora J es el ideal mínimo por la izquierda del álgebra C [Gl] 
y t € C [Gl], entonces, Ji también es un ideal mínimo por la izquierda 
(posiblemente, nulo). Por lo tanto, la aplicación q: J —¿Jt, defi- 
nida por la relación v >» vt (vE Y), o es nula, o bien C [G] — isomor- 
fismo, por cuanto zv€ Y para cualquier € C [Gl y q (20) = (20) t = 
= z (vt) = xq (v). Por esta causa, Y CA => JtcAs WECICI, 
y, en consecuencia, A es un ideal por ambos lados en € [G]. La des- 
composición (2) es directa, así que 

¡j> A A¡CA¡CA1y MA, =0. 

Nos dispouemos a obtener una información más exacta sobre la 
descomposición (2), apoyándonos en la teoría de caracteres, desarro- 
llada en el cap. 8. Primeramente, hallemos el centro.Z (C [G) del 
álgebra grupal C[G]. Por definición, | dl 

2EZ (C IG) <= 2g = gz, Ve EG. 
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Si z== >) yak, entonces, 
ÁEG 


2 Yet = 8 0% Ynh) 7 (> yrh) E = Zi Vig-:l, 
1EG A ñ íeG 


de donde, Yg1s = Yigr2) ViEG. Haciendo t = gh, obtendremos 
Ya = Ygnu1. Esto significa, que 


Z (C[G)) = (21, 231 > - -, 27) C, 


donde 
u=>g8 ¿i=1,2,..., r (3) 
seg? 
(Er Ez» - - -» Er, Son representantes de las clases de elementos conju- 
gados del grupo G). Se entiende, que Z,, Za, . . -, Zr, Son elementos 


linoalmente independientes y, por lo tanto, dimg Z (C [G])) =", 

A cada elemento a € A ,Je ponemos en correspondiencia el opera- 
dor lineal LY, que opera en el ideal mínimo por la izquierda J, = 
= J¡,, según la regla LP (v) = av, vE J¿. Como, evidentemente, 
L19 = ALO, LM, = LO + LP, LP = LOEB entonces, q: a — 
—> L( es homomorfismo del álgebra A, en el álgebra de los endomor- 
fismos Endc J, =< M,, (C). Supongamos, que 0 <a € Ker q, o sea, 
aJ;¿= 0. Todos los ideales por la izquierda Y¡ y son € IG] — iso- 
morfos, y, si py: Yi >; , es un isomorfismo, entonces, 

a Jj = ap, (Ji) = ap, (eS i) = qy (a-eS 1) = py (0) = 0. 

En consecuencia, aA;=4Y ,, +...+4Ji1n =0, y en tal caso, 
también a CÍ1G] =0, por cuanto ectA¡=>aA¡=0 para todo 
j +1. Sin embargo, ee=a * 0. La contradicción obtenida muestra, 
que Ker p = 0. Por lo tanto, «q es un monom orfismo, y, Como 


e 
dim A¿ = n] = dim M,, (C), entonces, A; = M,, (C). Tomando en 
cuenta la proposición 2, llegamos al teorema siguiente sobre la 
conformación del álgebra C (Gl. 

TEOREMA 3. El álgebra grupal C [Gl] del grupo finito G sobre el 
campo de los números complejos [. se descompone en una suma directa 
(2) de ideales simples por ambos lados, isomorfos a las álgebras matriciales 
completas: 

CIdOM, C0)(8M,(0)0...9M,, (0). 
En particular, el álgebra grupal de un grupo abellano de orden n sobre 
C es isomorja a la suma directa de r ejemplares del campo C. | 

COROLARIO. (teorema de Bernsaid). Sea D una representación ma- 
trictal trreducible de grado n sobre €, del grupo finito G. Entonces, en- 
tre las matrices D,, gEG, se tienen n? linealmente independientes, o sea, 
(D, 1£€G)c= MA (C). M 

La conformación del centro Z (C [G]) como una subálgebra con- 
mutativa en C [Gl se determina totalmente con las constantes estruc- 
1/2 270392 
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turales, que son los números enteros ni, de las relaciones 


a 

2,2, = 2 MZ» > (4) 
Teniendo en cuenta la expresión 6 para las z;, es fácil comprender, 
que nj es el número de pares (g,h),g € 8%, hEg$, para los cuales gh = 


== Er. 
Tomemos en Z m0 [G1) otra base 


SN 


67 2h (0 1<t<r. (5) 
hw1 


Aquí, al igual que en el $5, cap. 8, PA . «+ Xy son los caracteres de 
las representaciones irreducibles; n,,..., n», sus grados. El' paso 
contrarío se realiza por pApola 


Xt (En) 
2, = | R S ET, 
Jux1 


Para convencerse de esto, es necesario utilizar la relación (4),$5, 
cap. 8. Esta relación muestra, que 


2Mu=m ir Ao 
tal geC á ge6G 
4 
=-761 41 Ca (e) | =e 


Luego, empleando la relación generalizada de ortogonalidad del 
ejercicio 1, che cap. 8, hallamos 


Ta 2 (8) 14) gto 
0 
= 105 2 bra E ne ht = 


_ nin 07 a 
=16| E 24 SS q (h) hi8) e. 


De oste modo, Joy elomentos centrales e,, calculados por la fórmula 
(5), satistacen las rolaciones 
e=€ +... + mp (6) 
e = en, eje] = O, ie], 
y 38 llaman, por esta razón (y por tradición), idempotentes ortogona- 


les centrales del álgebra grupal CÍG]. La relación e e, +. 
. + e, es la condición para que este sistema resulte completo. 
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Haciendo” B; = es C [G], revelamos inmediatamente, que 5; es un 
ideal por ambos lados en €. [Gl] con elemento unidad e,, y que tiene 
lugar la descomposición en la suma directa 


C [G] == B.9B,0 .. -0B.. (7) 


De (5) se deduce inmediatamente, que 


%1(€1)=R; “er > %: (8) %1 (8) =n;¡6;3. 
£ 


Por eso, B; contiene el ideal mínimo por la izquierda Y TC A;, que 
responde al carácter xi. Como A; y B; son ideales por ambos lados, 
entonces, A; < B¡. Comparando las descomposiciones (2) y (7), con- 
cluimos, que A; = B;. Y bien, ha quedado demostrada una variante 
más perfecta del teorema 3. 

TBOREMA 4. Los elementos e, 1< ¿< r, calculados según la fór- 
mula (5), generan un sistema completo de idempotentes ortogonales 
centrales del álgebra grupal € [G) del grupo finito G. El componente 
primo e. 1G) de la descomposición directa 


C 16! = e,C [Gloe,C IGlo .. Be,C [6], 


es isomorfo al álgebra matricial completa M, (C), y contiene todos los 
ideales minimos por la izquierda, que responden al carácter %- Y 
Toda la teoría de representaciones de grupos se puede desarrollar 
a partir del teorema de Vedderbarn-Artin (véaso el p. 1) y de la teo- 
ría estructural general de las álgebras grupales (su conclusión final 
para los grupos finitos se formuló en el teorema 3). Hemos ido en sen- 
tido opuesto, apoyándonos, en esencia, sólo en el lema de Schur. 
Por último, demostremos una afirmación útil sobre los grados de 


las representaciones. 
TEOREMA 5. El grado n de la representación irreducible (WM, V) sobre 
C del grupo finito G, divide el orden |G |. 


DEMOSTRACION. Sea D la representación correspondiente al álgebra 
grupal € [G)]. Según el lema de Schur (proposición 3, $ 3), el ope- 


rador lineal YD (z;) es permutable con todos los YU (g), g€G, y, por 
eso, pertenece a Endc (q, (V), y debe ser múltiplo del operador uni- 


dad: D (21) = w;8. Tenemos 
no =tro8=trO(2)=3tr0(2)=18 1%o(£5), 
de donde 
_ Leaf bo (en 


E n 
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Empleando O en las relaciones (4), obtenemos, 
A 
0/07= 2 NO. 


Por lo tanto, Z lw;l es submódulo del Z - módulo Z lw,,...., w,) 
de tipo finito y, de acuerdo con los resultados del punto 3,5 3, ou, 


es un número algebraico entero. Según los mismos resultados 


== Y 187 1:10 (81) x0(8)= Y, 0x0 (£,) 
1=1 


, . o G 
es un número algebraico entero. En consecuencia, E ez. 


4. Algcbras no asociativas. Sea A un álgebra cualquiera (o sea, 
no necesariamente asociativa) de dimensión arbitraria sobre el campo 
P. A cada tres elementos z, y, 2€ A les ponemos en correspondencia 
la expresión (zx, y, 2) = (1y) z — z (yz) denominada asociador de los 
mismos. En dependencia de las relaciones idénticas, que vinculan a 
los asociadores o a otras expresionos, se obtienen distintos tipos 
(0, como también se dice, clases primitivas, diversidades) do álgebraes. 
Sirven de ejemplos 

1) las álgebras asociativas: (x, y, z) = 0; 

2) las álgebras elásticas: (7, y, 2) = 0; 

3) las álgebras alternativas: (x, x, y) = (y, x=, a) =0; 

4) las álgebras de Jordan: (x, y, x?) = 0; xy — yz = 0. 

Por este camino axiomático es posible, evidentemente, andar 
ilimitadamente.. Es notable, sin embargo, que muchas clases de 
álgebras no asociativas aparecieron de un modo natural en ramas 
lejanas del álgebra como ciencia. En calidad de ejemplos más ilus- 
trativos corresponde nombrar las álgebras de Jordan que llegaron 
a las matemáticas de la mecánica cuántica (de la física de Jordan), 
y las álgobras de lie, utilizadas incialmente en forma exclusiva 
para la descripción (en determinadas condiciones) de la estructura 
local de los grupos lopológicos (Sofus Lie, matemático del siglo 
XIX). Sobre las álgebras de Lie se hicieron menciones breves en las 
páginas del libro, por eso a ellas lez destinamos un lugar aparte. 

En el álgebra de Lie £ sobre el campo P, el producto de los ele- 
mentos 7, y € L se acostumbra anotarlo [zyl. Por definición de las 
álgebras de Lie, la operación bilinea) (x, y) > [zry) satisface dos con- 
diciones: 

(1) [zx] = 0 (lzy) = — lyxl es anticonmutatividad); 

(i1) [[lzyl zl + ((yel xl + Iízxal y] = 0 (identidad de Jacobi). 
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EJEMPLO 1. Sea A un álgebra usociativa Sobre el campo P. En el campo 
voctorial A damos una estructura de álgebra de Lie L (A), haciendo [ry]= 
= xy — yz. Es claro, que (zr] = 0. Luego, 

Ízyl $) = (24 — yr): — 2 (3y — yz) = 1ya — yzz — 2xy |2yz, 

Jlual x] = (yz — 2y) x — z (y£ — 2y) = Y2% — 2% — 242 3 129, 

(23) y) = (2x2 — az) y — y (32 — 22) = 22y — 224 — y2r = yaz, 
como resultado de una suma sencilla obtenemos la identidud de Jacobi. 

Sea, en particular, A = End» (V) = Y (V), el álgabra de todos 
los operadores Jineales del espacio vectorial finitodimensional V 
sobre P. Cualquier homomorfismo q: L=>L (% (V))) se llama repre- 
sentación del álgebra de Lie L. El espacio de represeninciones V 
también se denomina L-módulo (o módulo sobre el álgebra de Lie L)). 
Formalmente, el L-módulo se da mediante tres axiomas: 

(L1) x (au + Pu) = azu + fav; 
(L2) (ax + By) v = azv + Pys; 
(L3) lxyl v = zx (yv) — y (zu). 

EJEMPLO 2. So llama diferenciación del álgebra arbitraria K (no necesaria - 
mente asociativa) sobre el campo P, la diferenciación 2 dej anillo X (véase 
ta definición en el p. 3, $ t, cap. 6) per con Ja operación de una cons- 
tanto de P: Z (ña) =1Z (ac), A € P, a € K. El ejemplo 1 y el ejercicio 8, 
$ í, cap. 6 muestran, que la multiplicación [2,2,1]= 3,2, — %,49, propor- 
clona al conjunto Der (XK), que es un pro vectorial sohre P, estructura de 
álgebra de Lie. Si, en particular, K = P[X) es un álgebra do los polinomios, 
entonces, Der (X) está compuesto de las diferenciaciones Z,., u € K que operan 
de acuerdo con la regla: £,, N=u=uf. Por definición: [9,2,) () = 
— Du (DY — Zo (Z uf = Z y (0) — E, (4) = u (01 — v(uf y = u(vf+ 
+1") — v (u'f' + uf”) = (uv” — uv) f'. Por consiguiente, [2,¿Dp) = Duo" -u o 
y vemos, que el álgebra Der (XK) es isomoría al álgebra infinitadimensional de 
Lie (K, [ ]) con el espacio base K y la multiplicación luv) = uv” — u*v. Hacien- 
do K(q) = (X++1)2, obtenemos la descomposición de K en la suma directa 


K< Xy 0 Ko + X00X090 -. 


que tiene la propiedad del álgebra graduada de Lie: [Kq¿) Kyy) > K¡+ y, (com- 
parar con el ejemplo 2 del punto 1). E álbebra de Lio (£ | $ opera en el espa- 
cio vectorial K de dos maneras: 13 f) =—» al' (operación natural); 2) (a, f) —. 
=> af' —a'f (operación con endomorfismos adjuntos). Como resultado, se obtienen 
dos (K, [ )J)-módulos no isomorfos. 

EJEMPLO 3. Las matrices antisimétricas con traza nula Ky Ky, Kg, Ccons- 
truidas en el ejercicio 3, $ 1, cap. 7, respecto al grupo SU (2), satisfacen las 


relaciones 
[X¡Kgl — Ky, [K¿Kal = K, [K1K1) = Kay, 


ve ropita con exactitud la regla del producto vectorial de vectores en R3 
AK,K; = K,K; — K¿K, que son «conmutadores» de las matrices cn MO: 
véase el ejemplo 1). Por eso, el espacio real tridimcusional (K,, Xy, Kyp 


está dotado de la estructura del álgebra de Lie. 


De la teoría general de representaciones de grupos compactos se 
deduce, que entre las representaciones irreducibles del grupo SU (2) 
y sus álgebras de Lie su (2) = (K,, K,, K5)g se tiene corresponden- 
cia biunívoca. Esto se puede comprender intuitivamente, tomando en 
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cuenta Ja continuidad de la representación del grupo y examinando 
en la envoltura lineal de los operadores UD (g,) (donde g, €s un 
elemento dependiente de un modo diferenciable del t € R del grupo 


SU (2); go = €) ol operador lineal lim +0 (£:), ya contenido en el 
¿0 


álgebra su (2). A fin de confirmar el listado completo de las repre- 
sentaciones irreducibles del grupo SU (2), que fueron obtenidas en el 
$ 6, cap. 8, nos es necesario convencernos de que, para cualquier » 
natural se tiene, con exactitud hasta el isomorfismo, exactamente un 
su (2)-módulo irreducible de dimensión n sobre C. Con este fin, es 
cúmodo pasar desde el principio del álgebra rea) de Lie su (2) a su 
«complejificación», que coincide con el álgebra de Lie 
L = sl (2) = su (2) Sn C 


de todas las 2 x 2-matrices complejas con traza nula. Los elementos 
básicos 
1 = -—¿K, + Koa, tg = —diKa, tl] = — K, —K, 

del álgebra L se multiplican de acuerdo con la regla 

[e_,exl = Co, lege-1] = —2e_,,lepe,] = 2€,. (8) 
Olvidando por un momento el origen de £, puede considerarse, que 
L = (fe.,, €, €). es un álgebra tridimensional abstracta de Lie 
sobre € con tabla de multiplicación (8). Es fácil comprobar que £ 
es un álgebra prima de Lie. Por lo tanto, cualquier módulo irredu- 
cible suyo de dimensión >>1, será exacto. 

Sea, inicialmente, V 3£ 0, un £-módulo arbitrario de dimensión 
finita sobre €, y sean, E_,, Ej, E,, operadores lineales en Y, propia- 
mente correspondientes a los elementos e.,, €p, €. En la teoría de 
las representaciones de las álgebras de Lie, se ha establecido su pro- 
pia terminología, que observaremos. El subespacio propio V* = 
= fveV | Bp = iv) del operador Ey en V con el valor propio 
A € C está compuesto por vectores, sobre los cuales es aceptado decir, 
que tienen un peso 2. La dimensión dim V? se llama multiplicidad 
del peso 1. 

LEMa 1.Siv€ V?*, entonces, Ev € V?***, E_v E VA? (E, es 
operador «aumentativo», y E_, «diminutico»). 

DEMOSTRACION. En concordancia con el axioma (L3) tenemos 
Es (Ew) =1[£,E,] v -* E, (Equ) = 2Ejp + E, (1) = (A + 2) Ey, 
así que, por definición, Ev € V?**?, Análogamente, E, (E. v) = 
= (A --2) E_yv. 

Del curso del álgebra lineal se sabe, que los vectores que respon- 
den a distintos valores propios, son linealmente independientes. 


Por eso, la suma W =>); V? < Y es directa. Del lema 1, también se 


deduce, que W=2 V? es L-submódulo en V. Como W 0, enton- 
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ces, en caso de un L-módulo irreducible V, debe cumplirse la 
igualdad W =/V. 

Llamemos al vector vy € V vector mayor de peso A, si vy 320 y 
E vo = O, Evo = ADO. 

LEMA 2. Cualquier E-módulo V finitodimensional, tiene vector 
mayor. 

DEMOSTRACION. Tomemos un vector y arbitrario (=* 0) de peso y 
y compongamos la sucesión de vectores bd, E,v, Ejv, . . ., CoN pesos y, 
+2 u+4,... (véase el lema 1). Como dim V < oo, entonces, 
Em+iy = Q para algún m. Tomando m el mínimo, podemos hacer 
Yy = Ev, A= p + 2m. 

En calidad de ejemplo examinemos el espacio vectorial V, de 
dimensión n + 1 sobre C con base fijada vo, Ur, - - ., VYn. Los opera- 
dores E_,, Ep, E,, los determinamos mediante las fórmulas 


EnjUm = (mM A+ 1) Um+r> 
EqUm = (n — 2m) Um, (9) 
Ej0m = (n —m-+ 4) Umar 
haciendo v_, = 0 = Yna+1- La comprobación directa muestra, que se 
han cumplido las relaciones 


E, (E_0m) — E-(£i¡0m) = EnUm, 
Es (E-10m) == E_, (EsUm) = — 2E_,0m, 
Ej (Ejum) — Ex (E0Um) = 2E10m, 


que están en correspondencia con la tabla de multiplicación (8) y 
con los axiomas del  L-módulo. Como Ev, = (ua -- 1) v., =0, 
EL) = NVA, Entonces, va es el vector de peso n, y todo el espacio V, 
se escribe en forma de la suma directa 


VMV= VOY... 0V” (10) 


de espacios unidimensionales de «pesos» V""2" = (p,,) (cada peso 
tiene Ja multiplicidad 1). Suponiendo la existencia de) submódulo 
UX%0 en V,, tomamos cualquier vector propio u € U del operador 
E,. De acuerdo con la descomposición (10), u = Avm para algún m. 
El empleo sucesivo del operador «aumentativo» ), (véase la fór- 
mula (9)) nos da las inclusiones Um. € U, ..., VA € E, y mediante 
el operador «disminutivo» E£., obtenemos del vector muyor va los 
restantes vectores. Por lo tanto, Y = V,, y V, es un L-módulo irre- 
ducible. 

Observemos, que V, es un módulo trivial (unidimensional), y Y, 
es el módulo correspondiente a la definición natural del álgebra L£: 
en la base (v,, v,) los operadores E_,, Ej, E,, tienen como sus matrices 

0.0 D ¿| o ol 
| 10 0 Al : 0 01 


) 
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E] teorema siguienle resuelve el problema que nos ocupa. 

TEOREMA 6. Todo £-módulo V irreducible de dimensión n+ 1 sobre 
C es isomorfo a V,. 

DEMOSTRACION. Según el loma 2, nuestro módulo V posee cierto 


vector mayor Dd, de peso A. Hagamos v_, = 0 y Um = — Ep, = 


=5 E, (.. (E) ...) para m>0. Se afirma, que para cual- 


quiec m0 son legítimas las fórmulas 


E ¡Um = (m +41) 0m0+v 
EjyUm = (A — 2m) Um, (10) 
E 09m = (A — m + 1) Un -1- 


Efectivamente, cuando m = 0, las fórmulas (10') se reducen a la 
determinación del vector mayor v, y del vector v,, a continuación, 
operamos por inducción respecto a m: a) por la fórmula E.,Um = 
= (m + 1) 1, +, s8 determina el vector Um +1; b) la formula EqUn = 
= (A — 2m) t,, se deduce del lema 1; c) si ya se sabe, que E,Um.-1 = 
= (A — m + 2) vn. entonces después de simplificar por m ambas 
partes de la ignaldad 


mEy0m = EE Om) = [EE 1 Um + E (Em) > 
= “0Um-1 + (A — mM 5 2) E_1¡0m=2 > 


= (0244 (A—=m+ 2 (m— 1) ms = 
= Mm (A — m + 1) Um -1 


se obtione la última de Jas fórmulas (10). 

Si los vectores Ly, Uy, « » -, Vp, para algún r son diferentes de cero, 
entoncez, teniendo distintos pesos, ellos deben ser linealmente inde- 
pendientes. Por otro lado, on virtud de la irreducibilidad de V, el 
submódulo, engendrado por el vector vp, coincide con V, y, como 
dim Y = n + 1, entonces, V = (Lp, Vi, - - «+ Un) Y Yn+1 = UVn+a = 
=.,..=0, En particular, 


0= Ertayi = A —n0w0=0=>4i=nm 


(prestemos atención a la curiosa implicación dim V<w=>1€2, 
4> 0). 

Sustituyendo el valor A = n en las fórmulas (10), de hecho lle- 
gamos, tomando en cuenta las designaciones elegidas, a las fórmulas 
(9), mediante Jas que se determina el Z-módulo V,. En con- 
secuencia, Y = V,. 
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EJERCICIOS 


1. ¿Cuántas resolucionos en cl álgebra de los cuaternionos (4 tieno la cona- 
ción 13 + 41 = 07 

2. Algebra de cuaterniones generalizados sobre (). Mostrar, quo con la tabla 
de multiplicación 


4 € Cs €, 
1 1 ty ls €3 
€, €; n €3 nl 
97 lg —NRtg My — RM 


con rn, ME Z, nm =á 0, en elespacio vectorial tetradimonsional H (a, m) = 
= (1, e, €, €3),, Sobre Q, se introduce la estructura del álgebra asociativa 
+. Yn 2 Vm+z V nm 


cen uuidad. Utilizar para este fin la representación 
2, Vm—e Vmn zx. Vn . 


Z == Xq 2107 FI Eze > Az 

El determinante det A, =x3] — zin — zim + zjnm = N (z) se llama norma 
del elemento z. Comprobar, que cuando se cumple la condición = € H (n, m), 
z 00m N (2) ma 0, el espacio H (n, m) es un álgebra con división (álgebra 
generalizada de los cuaterntones). Utilizando los conceptos y resultados del 
ejercicio 7, $ 2, mostrar, que para p == 33 (mod 8) primo, el álgebra HH (2, p) 
será Heebra con división. 

3. Examinar F2% como espacio vectorial V de dimensión n sobre F,. Junto 
con la operación de suma, heredada de 22M, introducir en Y la operación de 
multiplicación (z, y) =>» 20 y=V zy. E Lu y 7 es automorfismo en F20, 
inverso de z=» 21, así que Vz+y = Y z + Y y. Mostrar que (V, +, 0) 
es un álgebra conmutativa (no asociativa) sobre Fy, poscedora de las propieda- 
des: a) en Y no hay divisores de cero ni unidad; b) la ecuación a o x = hb con a % 
sk (0 se resuelve univocamente; c) ol grupo de los automorfismos Aut (V) opera 
en Vs (0) transitivamento. 

4. En cualquíer álgebra so cumple la identidad 


É (z, Y, z) + (£, zx, y) ss 02 (tr,y,3) — (lt, zy, 2) + (t, 2, yz). 
Convencerse de esto mediante la comprobación y mostrar, que si el álgebra A 


con unidad 1 sobre el campo P para todos los asociadores tione lugar la inclusión 
(z, y, z) € P-1, entonces, A es un álgebra asociativas 
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Complemento 


FORMA NORMAL DE JORDAN DE MATRICES 


Esta «ista» del álgebra lineal se trata brevemente aquí, sólo para 
subrayar su parecido con el $ 5, cap. 7, donde se da la clasificación 
de los grupos ahelianos finitos. No consideramos necesario insistir, 
en el $ 3, cap. 9, en el papel asociativo que desempeñan en esta 
cuestión los módulos sobre anillos de ideales principales, por cuanto 
para distintas calegorías de lectores, posiblemente, será más cómodo 
tener demostraciones directas de los hechos correspondientes sobre 
los grupos y acerca de los operadores lineales. 

1. Tratando de interpretar la operación del operador lineal dado 
st: V—V, es natural proponerse como meta el hallar la base en Y, 
que concuerde del mejor modo con 4. Con otras palabras, en la clase 
de malrices semejantes CAC, que responden al operador 4, se 
requiere hallar la matriz que tenga la forma más sencilla posible. 
Por razones compronsibles, esta tarea está esencialmente ligada con 
el campo básico P, sobre el cual está definido e) espacio vectorial V. 
En adelante, consideraremos que P = [ es el campo de los números 
complejos o cualquier campo algchraicamente corrado. 

Sea n = dim V y A, ..., Aa, las raices características del poli- 


nomio 
yl) =fa (t) = det (tE — Ajo t” faja. +an= |] ((—4,), 


a, = tr A = “Mt... +A) 
ln = (-1)” det A =(—1)P A... Ap. 


Los números complejos A, son también valores propios del operador 
lineal 4: los subespacios 


VHM = (pE V | 4v = Av) 


diferentes de cero y sus vectores no nulos se llaman vectores propios 
del operador 4. El conjunto Spec (4) de todos los distintos valores 
propios (raíces características) de dos en dos del operador 4 se 
Mama espectro del operador 4. Anáilogamente se dice sobre el espectro 
Spec (4) de la matriz A. 

Señalemos los hechos siguientes: 

(1) Los vectores propios, pertenecientes a distintos valores propios, 


son linealmente independientes. La suma  D; Ves directa (ha- 
AESpec(A) 


blando en general, »,V4 no coincide con V). 
(ii) La matriz del operador lineal 4 siempre puede ser reducida 
(en el sentido de semejanza) a la forma triangular, 
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La forma más fácil de convencerse de esto es razonando por in- 
ducción. Es necesario tomar un subespacio (e,) (4e, = 4,€,), A-in- 
variablo unidimensional, pasar al espacio cociente Y = V;(e,)= 
NN fu = v-+ (e) |v€ V) de dimensión n — 1 y al operador co- 


ciente A: Av = Av, elegir en V la base mm a ON que lleva a Á 
la forma triangular, y regresar al espacio PV: 


A, K 
Az 
A=Ip *- E 
An 


(i1i) (Teorema de Hamilton—Cayley). El operador lineal A y 
su matriz correspondiente A (en cualquier base) se anulan con su poli- 
nomio característico. 

Como esta afirmación no depende de la elección de la base, enton- 
ces, resulta cómodo usar la propiedad (ii). Examinemos la cadena de 
subespacios 4-invariantes V = V¿ VD... V,., >0, don- 
de V, = (61,82, » - ., Cn-a-1> En-x?. Como (4 — An-2É) €n-a E Vi+1o 
entonces, (4 —An-48) Vr CVi+1 y, por lo tanto, 


14 (4)V= 1 (4 —A,8) V = 


=(A=ME) ..  (A—A1E)Vy C(A—AÉ) -.. (A—An-18) V, = 
C (4 — 1,6) a (41 —1An-26) Va ce C(A—A,€) V n1=0s 
Pero [¿(A)V=0=>f¿(4)=0. 


(iv) El polinomio mínimo h y (t) = ha (1) del operador (polinomio 
unitario de grado mínimo mX< n, anulador de A y 4) es divisor del 
polinomio característico [ ¿ (t), divisible por todos los multiplicadores 
lineales t — A, A € Spec (A). 

La división con resto fs (t) = q (t) od (1) — r (t), deg r(< 
< deg kx (t), y las propiedades (4)=0 = ha (4) muestran, que 
r (4) = 0, de donde r (t) == 0. NT luego, A es el valor propio del 
operador 4, entonces, 4v=1Ww=>0=hg(4)v= tx (Qu => 
=>h4 (A) =0 => (:— A | 4 (). 


EJEMPLO. El operador lineal 4: V — Y se llama ntlpotente, si 47 = 0; 
m es el índice de : nálpotencia, si 4730. See ¿mio e 0. Entonces, los vectores 
. AY, m-ty, son linealmente independientes. En efecto, toda dependencia 
léncal no. trivial tiene la forma 
APYVT] RADA 0... + ma tdo 0, O<Ek<m-=— Íl. 
La aplicación del o OpeTacDr APR a ambos miembros de esta igualdad nos 
llevaría a la relación .4""v = 0, lo que contradice la olección de v. 
Y bien. el índice de nilpotencia m del operador ,4 no supera n = dim Y. 
Sean, m= rn y ade 5 0. Introduzcamos las designaciones siguientes para 
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los vectores básicos: e = 4B le, 4 = ART, .... n=. 
ces, Ae; =0, fer = €, -1, > 1, y la matriz del operador 4 
e. .: 8) será la célula de Jordan 


01. 0...0 0 


Je, €n = €. Enton- 
en la base (4,, ... 


Si, por ejemplo, Y = (1, X, X4 ..., Xn)¿ es el espacio de los poli- 


nomios de grado <n sobre €, y 4 =3x es el operador de diferenciación, enton- 
ces, la _matriz'de'este operador en la base (e), =p X' será, precisamente, 


la célula Jn.o, 


Más generalmente, llamemos célula (superior) de Jordan de di- 
mensión m X m (o de orden »m), correspondiente al valor propio de 
A, a la matriz 


1A10...00 
04 4 0.0 
A o: 
000... 4d 
000 ...0A 


Observemos, que Jm, —A£ =Jm,y es la matriz nilpotente: 
Jm 20, Fi o = 0. 

¿En particular, (t — A)” es el polinomio mínimo de la célula de 
Jordan Jm. A y 4, su único valor propio: Spec (Jm.1) == (2). 

Si u (£) es un polinomio arbitrario, entonces 


uN y (A)/11 u (0/21 ... um (A) (m— 1)! 


ii Le, de dl u(2)  u“(A)Y/11 ... de o 


0 O: 0 ad u” (A) 


así que es mucho más fácil operar con Jm,,, que con matrices arbi- 
trarias. 

TEOREMA PUNDAMENTAL. Cada matriz cuadrada A de orden n sobre 
el campo algebraico cerrado P (en particular, sobre TC) es semejante a 
la suma directa de las células de Jordan. Precisamente, existe una matriz 
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no degenerada C, para la cual 
dá Ar 
E . Im, A) O 
CAAC=Im. A. +. + Imes ds = 0 . 


ls As 


(forma normal de Jordan J (A) de la matriz A). Con exactitud hasta la 
permutación de las células, la forma normal de Jordan de la matriz 
es única. 

Como los polinomios minimos de las matrices semejantes coin- 
ciden, entonces, del teorema fundamental y de las observaciones, 
hechas con respecto a la célula de Jordan J,,,,, se deduce, que 


Ra(e)=(t— MJ"... (E—A1p), 


donde (A;,, - - -,41,) = Spec (A) y my, es el orden máximo de la cé- 
lula de Jordan, que responde al valor proprio de A). 

El claro, que la condición necesaria y suficiente de diagonaliza” 
ción de la matriz A (o sea, la semejanza de su matriz diag (A,, . . - 
- « «, A.) es la ausencia en J (A) de células de orden mayor de 1. Por, 
eso, se obtiene el siguiente criterio útil. 

COROLARIO. La matriz cuadrada A sobre C se diagonaliza si, y sólo 
si, su polinomio mínimo ha (2) no tiene raíces múltiples. 

Este criterio es efectivo, por cuanto para el cálculo de h, (t) 
no es necesario reducir la matriz A a la forma normal de Jordan. 

La demostración del teorema fundamental se divide en tres partes, 
correspondientes a los puntos 2, 3, 4, 

2. El conjunto de vectores 


V()=fvEV 1 (4 — 2€v = 0 para algún h) 


se llama subespacio radical, correspondiente al valor propio de 1 € 
€ Spec (4). 

De que V (1) es un subespacio, nos convence una comprobación 
fácil. Si, porejemplo, uE V (A), v E V (A), siendo además, (4 — AEJu = 
= 0, (A — 12€)v =0 y m = máx ([s, t), entonces, 


(A — 128)” (au4 + Bo) = a (4 —18)”"u + B(4 — 18)" y =0, 


de donde au + fvE V (A) para cualesquiera a, PEC. Como en 
V (A) está contenido el vector propio, correspondiente a 1, entonces, 
V (4) 40. Luego, V?C V (A), pero, la igualdad puede no existir, 
como lo demuestra el ejemplo del operador nilpotente 4 de índice de 
nilpotencia n. En este caso, A=0 es el único valor propio, 
dimV? = 1, pero V (0) = V, 

Como dim V (1) < n y la limitación 4 — 24€ en V (A) es un ope- 
rador nilpotente, entonces, 


V (A) = (ver | (4 — 18)" = 0). 
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TEOREMA 1. Sea 4: Y — V, un operador lineal con polinomio carac- 
terístico 


Pp 
y (o = | —2,%(2, 44, para ¿i2£j). 


Entonces, V =V(11090...06VOQp)es la suma directa de los subes- 

pacios radicales V (A,), cada uno de los cuales es invariante respecto a 

K y tiene la dimensión dim V (A;) = n;. El operador 4 — Asé, 

nilpotente en V (A;), opera de un modo no degenerado en el subespacio 
Y, =V (JO... OVALJOY (M1+1)09 - - - OY (Ap). 


Finalmente, 7. es el único valor propio del operador 4 | V (Ay). 
DEMOSTRACION. Ninguno de los factores primos t — Az puede ser, 
a un mismo tiempo. divisor de todos los polinomios 


fi (0) =Í (1% ¿=1,2 .... Pp, 
Jota 1 


y, por eso, el m.c.d. (f, (8), .. ., fp (t)) = 1. Existen, por lo tanto, 
polinomios g, (£), . .. £p (1) € C[tl, para los cuales 

Pp 

2h (t) 8, (1) = 1. (1) 


Los subespacios 
W, =Íf, (4) E, (4) V = F.(4) ge, (4) v|vEeV) 1<i<p, 
son invariantes respecto a 4: 
AW == HHAJE A) AV OF (A) E (A)V —W; 
Además, 
(AA EU WI =f¿(4)8 (4) V =0 
(por cuanto f ¿(4)==0; véase (ili)), así que 
W, <V (4,). (2) 
La reelación (1), reescrita en la forma 


Pp 
é A f.(A) 8, (4), 


mos da la descomposición 
p 
V y W, 


y además (en virtud de la inclusión (2)): 


V=Y V(). 
i=1 
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Supongamos, que vEV(A,)N)/V,, donde, al igual quo en la for- 
mulación del teorema V,= 2 V (4,1). Entonces, (4 —2,8)" v==0, 


y, comio v= 2 Uy (A — Ey ab: entonces, 0 (A —148)"] v=0. 
Pero, del hecho de que son primos entre sí los polinomios 
(t—2.,)Y", c(t)= [] (t—A,), se deduce la existencia de a(t), b(t), 
para los bale 
a (t) (t—24,)" +0 (8) e (1) =1. 
Obtenemos 
oa 4 A AURA) [1] (4 ME Y"] v=0, 


o sea, los espacios V (41) y V, no se intersecaun. En consecuencia, lene- 
mos la descomposición 


V=V04)0...oY (A) (3) 


en una suma directa de subespacios .4-invariantes. 

De la inclusión (2) y de Ja descomposición (3) se deduce inme- 
diatamente. que W, = V (2,). De este mudo, para V (/¿) se ha obte- 
nido la expresión efectiva 


VA) =14 (A) El (4) Y, 


donde f; (£), £; (t), son polinomios de la identidad (1). En parti- 
cular, 


(4 — AV (1) = 0. 


Algún divisor del polinomio (+ — Ayo será polinomio mínimo para 
A en Y (A). De esto se deduce, en primer lugar, que 4; Os el único 
valor propio del operador 4 lv(p- Luego, en la base que es la 
unión de las basos de lo3 espacios V An, el operador 4 tiene la matriz 


4 0 
Á= j 


O A» 
donde A;es una matriz de orden ní = dim Y (4;) con el valor propio 
único e y el polinomio característico fa, (l) = ((—A)ni ni 


< n¡. Como fa (l) = fa, (1), entonces, N =- Mayo... Mp y 
ni = Mi. 
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Nos queda por demostrar que la limitación (4 — 18) ly, es no 
degenerada. Pero esto es comprensible : en caso contrario, [Ker (4 — 
— eN NV, +0 y «¿uv — 40 = 0 para algún 0 +v € V,. Sin em- 

o, ca V;¡ el polinomio característico para 4 resulta ser f, (1) = 

- (£ — Ap), y 4, no puede ser valor propio, 


Es La cuestión sobre la elección de la matriz más sencilla, demos- 
rada en el teorema 1, para el operador Jineal 4: V —>- V, se llevó al 
caso cuando 4 tiene un valor propio único 4 y (4 — 48€)” =0, 
m< dim V. Haciendo $ = A — A£, obtenemos el operador nil- 
potente de índice de nilpotencia »r con matriz nilpotente B. 

TEOREMA 2. La forma normal de Jordan J (B) de la matriz nilpo- 
tente B, existe (el campo básico P, es arbitrario). 

DEMOSTRACION. Noses necesario demostrar, que el espacio vecto- 
rial V, en el cual opera el operador nilpotente Y con la matriz B, 
se descompone en la suma directa de los llamados subespacios cíclicos 
PIB] Y; = (1,801... Pr), con PG iv, = 0. Deseamos efec- 
tuar la inducción respecto a la dimensión del espacio. Suponga- 
mos, que la afirmación del teorema ha sido demostrada para todos 
los pares (Y”, $9"), donde dim V' < dim V y 4' es un operador nil- 
potente en V. 

a LB" =0, G"lu +0. Introduzcamos el subespacio cíclico 

=(u, Gu, ..., B"-ly) y el espacio cociente Y = V/U, en el que 
ad a Ae Ciar al operador cociente Y: Bv = Ho. Aquí v = 
= 6 +U es una clase adjunta con representante v. Como By = 
= $"v'= (0, entonces, Y es un operador nilpotente de Índice de 
nilpotencia m< m. Con otras palabras, BV E U, $9"V < U. 

Como dim V < dim V, entonces, por presupuesto de la induc- 
ción, 


V=5,0 ... 0D... 0,=P13]u,. 


l'ara V obtenemos la descomposición 


V = U, 8 ... 9 U,- 160 Ú, (4) 
donde 
DO, = (U;, PU; ...3 eta, Br, ED, mÑÑm<m. 


Los subespacios U, no son S-invariantes, por cuanto, hablando 
en general, 9"! u, +0. 

Para mayor comodidad, para i fijando hagamos w = u,, l = my, 
W=U;¡= (w, Pu, ..., Bt). Por condición, 
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Piwo=0B8'u +01 But... fam BM du, ar30 


(si todos los a, == O, no tenemos nada que hacer). Aplicando el ope- 
rador BP?-A%* 2 la última relación, obtenemos PH y = 
== 0, BG7-ly sz 0. Como $” = (), entonces, esto es posible sólo 


cuando 1<Lk< m — 1. Haciendo 
v=w— 0. Blu — O Bi tum Om BUE, 
descubrimos, que Z' ty = Pliw+u' 0, pero 
Bir= Bw—AB*U—...—Am-¡B""tu =0. 


El espacio cíclico (v, Bv, .. ., L'-"y)con $'v = O engendra, jun- 
to con U, el subespacio UU. dea 

Estos razonamientosson legítimos para cualquier i, 1I< ¿<s— 1, 
por eso, en la descomposición (4), podemos sustituir cada subespacio 
Us por V, = (0, BV. . -, BP LU), Bv, = 0. Haciendo también 
Y =u,m, =m, V, = U, obtendremos la descomposición 


V=V0...907Y,, 


que posee todas las propiedades necesarias. 

4. Pasando a la demostración de la unicidad, indiquemos al 
mismo tiempo la regla práctica para la reducción de la matriz arbi- 
traria A de orden n a la forma normal de Jordan. 

Para esto es necesario saber hallar el número V (mn, 4) de células 
de Jordan Jm, de orden m, que responden al valor propio A de la 
matriz A. Comparemos, de un modo habitual, a la matriz A, el ope- 
rador 4, que actúa en el espacio vectorial n-dimensional v, y des- 
compongamos V en la suma directa 


donde 


V(A)= 8 (0 (AE) O), (AE "Y" 4D), V' AS (A). 


Calcularemos el rango r, = rank (4 — AE)' de la matriz (A — AEY, 
o, lo que es igual, la dimensión del espacio (4 — A€)'V. Esta di- 
mensión, por supuesto, no depende de la elección de Ja base en V. 
Cada uno de los espacios en la descomposición (5) es invariante con. 
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respecto a (4 — 48)', por eso 
dim (4—18)'V = dim(4 —1€) C[4]v,+ dim (4 —18)' V”. 
Consideramos, para mayor precisión, MZ MmAX-+...<X My SÍ 
mj< t, entouces, (4 — 28) C[4lu, = 0. Para m, > £, tenemos 
(AB C[4]0=(4—28) 07, (4—»8)'5107, + .. 
co (AED), 
así que dim (+4 — A£)C [4] v, = m, — t. En V' el operador 4 — 


— A8 no está degenerado (teorema 1), por eso, dim (4 — 18) V” = 
= dim V'. Obtenemos 


r¡= », (m¡—t)+ dimV”, 
my 


de donde, 


N—Tm= (m,—it)— Ze (mj, —t—1) = 
mot m>:i4+1 


J 
= Y (m-—i—= 2 (m-0+ 2 1i= 
my>l my>t4+1 mj>t+1 


= Y 1+ Y, IN (044, HN (+2, Aj +... 


m¡=t+1 mj>t 


Por lo tanto, fm — 'm — ("m — Tm+1) = (N (m, A + 


+N(m+4, A) 4...) —1V(m+1, 1) + N(m+2,4) +... 
-..)=N (m, 2), y obtenemos la fórmula definitiva 


Ñ (m,4) = Pmy — 2Pm + Tm+v (6) 
mi, ry=cwvank (A —ALY, ry =1. 


Observemos, que ¿es una variante de la matriz A (o sea, un núme- 
ro, definido por la clase de semejanza de la matriz 4). Esto significa 
que la fórmula (6) tumbién establece la unicidad de la forma de Jor- 
dan J (A). 


Hasta ahora, sobre la matriz C, que cumple la semejanza 


J (4) =C-1AC, 


no se ha dicho nada. Pero como ahora A y J (A) son matrices que 
conocemos, entonces, € = (c;¡) puede ser hallada del sistema homogé- 
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neo de ecuaciones lineales 
CJ (4) —- AC =0 


de orden n*. Sea C,, ..., C,, su sistema fundamental de soluciones. 
Hablando en general, no todas las C, son matrices no degeneradas, 
pero, como la forma normal de Jordan J (A) existe, entonces, det 
(101 +... +£,€,) +0 con coeficientes indetorminados t,, .. ., tr, 
y se pueden elegir a,, .. ., 4, € C, para los cuales det (a,C, +... 
e... +0 C,) 350. Entonces. C = 01, +... + a,C, es la matriz 
buscada. Por supuesto, C está lejos de ser univocamente determinada, 
incluso con la normación det C = dl. 
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